Méthode des Eléments Finis par A. Houmat

CHAPITRE 3 : FONCTIONS PARAMETRES ET FONCTIONS DE FORME

3. ELEMENTS BIDIMENSIONNELS :

3.1. ELEMENT TRIANGULAIRE A TROIS NOEUDS :

¢ = ¢(x, y) = fonction paramétre
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3.1.1. COORDONNEES GLOBALES:
¢ =C, +C,X+C,Yy (121)
L’¢équation (121) peut s’écrire :
Cl
o= x yke, (122)
C3

En x=X; et y=y;(nceud i), nous avons #=¢; ; en x=X; et y=y, (nceud j), nous avons
¢=¢;; eten x=x, et y =y, (nceud k), nous avons ¢ =¢, . Donc :

¢i =C, +C,X; +C3Y;

P; =C, +C,X; +C3Y;
P =C +CoX, +C3Y, (123)

Le systeme d’équations (123) peut s’écrire :
¢i l Xi yi C1

$,0=11 %, Yy, e, (124)
& I X Yi]lCs
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L’équation (124) donne :
-1
Cl 1 Xi yi ¢i
C,r=[1 X; Y, P (125)
Cs X Y &y

Substitution de I’équation (125) dans 1’équation (122) donne :

-1

1% Y ¢;
¢:[1 X Y]l Xi Y, ¢j (126)
1 X Y P
L’équation (126) est de la forme :
p=N, (X, y)¢i + Nj(X’ Y)¢j ++Nk(X’ Y)¢k (127)

Les fonctions de forme sont données par :

Ni(X’ y)=m11+mzlx+m31y ; Nj(X' y):m12+m22x+m32y ; Nk(x’ y)=m13+m23x+m33y

(128)
ou
Xi¥Ye = XY Yi—y X = Xj
my, = JkZAk J v My = 12Ak v My = kZAJ
XYi = XY . Ye = Yi . Xi —X
TS e Y
XY =X Y Yi—Y;, . X =X
m,=——"2 " m,=—"-"2"": m,= 129
13 2A 23 2A 31 2A ( )
et
1 X
A:%detl X; Y, | =aire du triangle ijk (130)
I X Y

3.1.2. COORDONNEES D’AIRE :

p = point (pas un nceud)
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Les coordonnées d’aire sont définies comme suit :

L = al_re ka L= al.re F).kl L= a!re .P” (131)
aire ijk aire ijk aire ijk
Nous avons :
0<L <1 ; O0<L;<1 ; O<L,<1; Li+L;+L =1 (132)
Les fonctions de forme sont reliées aux coordonnées d’aire par :
L=N, ; L;=N; ; L =N, (133)
3.2. ELEMENT RECTANGULAIRE A QUATRE NOEUDS :
¢ = ¢(x, y) = fonction paramétre
(XwYi) (x;.y))
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3.2.1. COORDONNEES GLOBALES :
@ =C, +C,X+Cy +C,Xy (134)
L’équation (134) peut s’écrire :
Cl
C2
o=l x vy xh (135)
Cy

En x=x; et y=Yy,; (nceud i) , nous avons ¢ =¢; ;e€n X=X, et y=Yy, (nceud j) , nous avons
p=¢;;en X=X, et y=y, (nceud k), nous avons ¢ =¢,; eten x=x et y=y, (nceud l),
nous avons ¢ =¢,. Donc :

$ =C +CX; +C3Y; +C, XY,

¢j =C, +C,X; +C3Y; +C,X Y,

P =C1 +C, X, +C3Y, +C, X, Yy

P =C +C,X +CaY, +C, XY, (136)
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Le systéme d’équations (136) peut s’écrire :

¢i 1 Xi yi Xi yi Cl
¢i — 1 XJ yJ Xi yJ C2 (137)
¢k 1 Xk yk Xk yk CS
¢I 1 XI yl XI yl CA

L’équation (137) donne :

Cl 1 Xi yi Xi yi ¢i
Cl |1 % ¥y x| )4 (138)
Cs I X Yo XYl |9
C4 1 XI yl XI yl ¢|
Substitution de I’équation (138) dans 1’équation (135) donne :
Lo Y Xy |4
1 x. XY _
d= x y xy Y Y| )9 (139)
I X Yo XYl |9
x5 ¥y Xy 9
L’équation (139) est de la forme :
¢=N,(xy)g + N, (X y)g;, + N (%, ¥ + N, (x, y)4 (140)

Les formes explicites des fonctions de forme sont rarement données en fonction des
coordonnées globales (x ,y). Elles sont souvent données en fonction des coordonnées locales.

3.2.2. COORDONNEES LOCALES:
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Les coordonnées X et y sont données par :

itV _ Vit

X +X X + X
x=—t =S 0 ys 141
2 2 y 2 2 (142)
Les coordonnées locales & et 1 sont normalisées comme suit :
X—X -y
&= =2 (142)
a b
ou
—1<éE<1 ; —1<p<l (143)

Les fonctions de forme peuvent étre obtenues a partir des équations (34), (35), et (36). Elles
sont données par :

No= e N =)
1

N, =3@-tn) o N =5 0-8)-n) (149



