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Dynamique des structures 2

1. Vibrations libres des SPPDDL



1.Introduction



Rappel

 Un systeme est en vibration libre si
I’excitation dynamique extérieure est nulle
durant le mouvement.

e Un systeme est peut étre en vibration libre
sous certaines conditions initiales de
déplacement et/ou de vitesse.



Un SSDDL en vibration libre oscille a une fréquence ou
a une période propre.

Une frequence ou période naturelle, avec laguelle

le systeme vibre naturellement.

~ Rigid slab
7
Tributary
length (i /u " }(0} -

v / <
/ Massless k >

columns Massless <

tower
LA, FEAIS, e >
. ) <L ©

1°0uT) -



Analyse qualitative des vibrations
libres des SPDDL
Vibrations libres d’'un S2DDL
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- Le mouvement est périodique mais il n’est pas harmonique.

e Les vibrations libres sont une succession de forme qui dépendent
de la distribution de la masse, la rigidité et les conditions initiales.
*On distingue deux types de forme:

u, et u, vibrent dans la méme direction

u, et u, vibrent dans des directions opposées 6



Vibrations libres d’un S2DDL

e Chaque forme de vibration correspond a une
fonction harmonique oscillant avec une période.

 Le mouvement en vibration libre peut étre donc
représenté par une superposition de mouvement
harmonique.

e On sépare les formes de vibrations.

Pour 'exemple traité on a deux forme.



* Forme 1: u, et u, vibrent dans la méme direction.
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Le mouvement est décrit par une méme fonction harmonique
q.(t) de période T, avec amplitudes différentes..



* Forme 1: u, et u, vibrent avec une période T,.
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q,(t) fonction harmomque de période T, .

0,, amplitude de u!’

(1] = q4(t).044
(1) = q1(t). D94

et @,, amplitude de .

_ (1 _ (9
Ueyy = (“2)(1:: = (E”;) q1 ()



e Forme 2: u, et u, vibrent dans des deux directions
Opposees.
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Le mouvement est décrit par une méme fonction harmonique
q.(t) de période T, avec amplitudes différentes.



e Forme 2: u, et u, vibrent dans des deux directions opposées.
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q,(t)fonction harmonique de période T,
0., amplitude de 1) et @,, amplitude de u®
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e Le déplacement est donc la superposition des
déplacements obtenus a travers les deux
formes de vibrations donc deux fréquences

propres:

(=G +G) = (o)a®+(52)e



Les différentes formes de vibration sont appelés modes
propres de vibration pour 'exemple on a deux modes de

vibration.

Model Mode 2
() e

le mode 1 correspond au mouvement harmonique de période T,
le mode 2 correspond au mouvement harmonique de période T,
T, et T, sont nommées les périodes propres de vibration du
portique
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Cas général SPDDL

e Tous les corps qui possedent une masse, vibrent a
leur fréquence propre, voire leurs fréquences
propres.

e une structure complexe, par exemple un
batiment, possede plusieurs (NDDL) fréquences
propres et déformées propres. On imagine par
exemple facilement une déformée propre et une
fréeqguence par balcon, mais aussi des déformées
propres plus globales qui intéressent par exemple
les déplacements d'ensemble du batiment.
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Cas général SPDDL

e Une structure élastique possede une infinité
de modes propres de vibration caractérisant le
mouvement des DDL de |a structure.

e On peut donc supposer que le mouvement
d’une structure est |la superposition des
vibrations selon les divers modes propres.

e Le mode donne la forme de vibration, en le
multipliant par une fonction temporelle on
obtient 'amplitude.
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Cas général SPDDL
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Chaque mode propre i correspond a une période propre Ti.
Chaque DDL entraine une nouvelle forme de vibration donc
le nombre de modes propres est égale au nombre de DDL= N .,




Notations

N

u(t) = Z U H(i] Déplacement au mode .
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q(t): déplacement en coordonnées modales

q;(t) = A;cos (w;t) + B;sin (w;t) q4 Eg
21T Q(t) - qz:

q;(t) :fonction harmonique de période T, = — :
W; qy(t)

A; et B; constantes déterminées a partir des conditions initiales

u(0); u(0) .



2. Evaluation des modes et fréquences propres-
ANALYSE MODALE
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Fréquences propres et modes propres

En vibration libre non amortie 'équation de mouvement est:
Mii(t) + Ku(t) = 0

Le déplacement en vibration libre est:

N
u(®) = ) 0 4:(8) = @q(D)
=1

Pour un mode i on a:

u; (t) = 9;q;(t) = 9;(A;cos (w;t) + B;sin (w;t))

les inconnues sont le mode propre ©; et la pulsation propre ;
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Fréquences propres et modes propres

En vibration libre non amortie 'équation de mouvement est:
Mii(¢t) + Ku(t) = 0
Pour un mode i on a:

u; (t) = 0,q;(t) = @;(A;cos (w;t) + B;sin (w;t))

Remplacons u(t);it(t) dansl'équation de mouvement :

(—wiMe;+ Kp;)q;(t) =0

q;(t) =0 w;Mp; = K¢,

Cette relation algébrique est nommeée probléme au valeurs et
vecteurs propres. 20



Fréquences propres
wiM$p; = K¢p; =» (K-w!M)¢p;=0

C’est un systeme d’équations homogene
Il nadmet pas de solution unique (triviale ) seulement si:

det(K — w*M) =0

On obtient un polyndme de dégrée N en variable miz.

Il est nommeé équation caracterlsthue sa résolution
permet d’'obtenir les N valeurs de ::u (i=1..N).
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Fréquences propres

Les wiz Sont réelles et positives car les

matrices K et M sont symétriques et définies
positives.

La plus faible pulsation est notée w1
On l'appelle souvent pulsation fondamental.

m1<m2<~f"'<mi<"'{m~

Matrice spectrale 02




Modes propres

2
Pour chaque @; on a un mode propre 9; .
@; est obtenu en résolvant le systeme:

(K- w;M)p; =0

Ce systeme a une infinité de solution.
On fixe une composante du vecteur @;
(généralement la premiere @1;0u mieux la plus

grande) .
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Exemple2:Donnée

o U,
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Exemple2:
Modes et pulsations propres




Exemple 1: Donnée
L
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Exemplel:
Modes et pulsations propres
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Orthogonalité des modes propres

par rapport a la matrice M
0, M®; =0 si i+

GETMG'}' * 0 Si I:}

par rapport a la matrice K

0;'K9; =0 si i #

giTng * 0 Si l=_f



on note:
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La relation suivante est donc toujours vérifiée

E_Mi
mi_K*
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Estimation des déplacement modaux
q(t) a partir de u(t)

u(t) = > 0 a:(t) = 2q(t)
i—=1

U(t): vecteur déplacement en coordonnées géomeétriques
q(t): déplacement en coordonnées modales.

N
(,biTMu(t) — (‘bTMZ 0;q;(£) = f.biTM@iQi(t) (orthogonalité des modes propres)
i—1

L

_ ¢ Mu(t)
QE(t) _ fﬁTM@l
o piMu(t)
QE(t) - ﬁbrM@;

Cette relation peut étre utilisé pour déterminer
les coordonnées modales initiales

q;(0) q;(0)
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Exemple d’un calcul en vibration libre

—_—
i kaf2 m; = m, = m
|
————— _— _—
“ k, =k, =k
ky2 ky2

Equation de mouvement
m[] Dj| [ﬁ]}rk[z 1} [ul} ) H
0 1] |, 1 1 ]]u, 0
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Pulsations propres
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e Mode 1

* Mode 2

Modes propres

Fundamental mode:
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Déplacements en vibrations libres

(u,(0) = ul
e Conditions initiales EE::: - ]
l.l] = W
1,(0) = v2
N
u(t) = Z Uiy  u; (&) = 0;9:() = 9;(A;cos (w;t) + B;sin (w;t))
i=1
T . i Mu(0)
$i Mu(0) 3:0) =2

2(0) = PIMp, P M3,
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« Case 1: ul
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« Case 2 ul 1000, 2 0618, vl w2 0
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= Case 3: ul
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Conclusion

 Un systeme a PDDL procede N fréquences
propres et N modes de vibration.

* ["analyse modale concerne le calcul des
pulsations et modes propres.

e ["analyse en vibration libre (analyse modale)
est importante car elle permet de calculer les
fréquences propres et de comprendre le
comportement vibratoire de la structure.



