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1 / Notion de Matrice

Dr. Z.BENADLA 2

Matrice de dimension (n x m)

Si n=m : La matrice est dite carrée, c’est le cas des matrices de rigidité 
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2/ Opérations de base

Dr. Z.BENADLA 3

2.1/ Addition
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2/ Opérations de base…

2018‐2019 Dr. Z.BENADLA 4

Exemple 1 :

2.2/ Produit

i/ Produit par un scalaire 

Exemple 2 :
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2/ Opérations de base …
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ii/ Produit de 2 matrices

Exemple 3 :
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2/ Opérations de base …
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iii/ Produit de 3 matrices

Exemple 4 :
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2/ Opérations de base …
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iv/ Matrice Transposée

Exemple 5 :
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3/ Matrices carrées
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i/ Matrice Identité

ii/ Matrice inverse
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3/ Matrices carrées…

Dr. Z. BENADLA 9

ii/ Matrice inverse…

Calcul du déterminant
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3/ Matrices carrées…
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ii/ Matrice inverse…

Calcul de la comatrice et de la matrice inverse 
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3/ Matrices carrées…
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ii/ Matrice inverse…

Calcul de la comatrice et de la matrice inverse 
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4/ Méthodes de résolution des systèmes linéaires

12Dr. Z.BENADLA

a/ Méthode d’élimination de Gauss

1/ Triangulariser la matrice :

൞
௜௝௉ାଵܭ ൌ ௜௝௉ܭ െ

௄೔ು
ು

௄ುು
ು ௉௝௉ܭ

௜௉ାଵܨ ൌ ௜௉ܨ െ
௄೔ು
ು

௄ುು
ು ௉௉ܨ

,୧,୨ୀ୔ାଵ..୬

2/ Résoudre le système {F}=[K]{}

Exemple :

4.1 Méthodes directes

{F} = [K]{}
2 1 2
1 4 5
2 5 7

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
10
26
35

Pൌ1
2 1 2
0 3.5 4
0 4 5

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
10
21
25

Pൌ2
2 1 2
0 3.5 4

0 0
3
7

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
10
21
1

૚ࢊ
૛ࢊ
૜ࢊ

ൌ
૚

૜. ૜૜
૛. ૜૜
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4.1 Méthodes directes…

13Dr. Z.BENADLA

b/ Méthode de Factorisation L.U

1/ Ecrire la matrice sous la forme :
[K]= [L].[U]

௜௝ܮ ൌ
௜௝ܭ െ ∑ ௜௉ܷ௉௝ܮ

௝ିଵ
௉ୀଵ

௝ܷ௝ ,௜வ௝
	

௜ܷ௝ ൌ ௜௝ܭ െ෍ ௜௉ܷ௉௝ܮ

௜ିଵ

௉ୀଵ ,௜ஸ௝

2/ Résoudre le système {F}=[K]{} en 2
étapes :

{F}=[L]{Z} Déterminer le vecteur
intermédiaire {Z}.
{Z}=[U]{} Déterminer le vecteur {}.

Exemple :
2 1 2
1 4 5
2 5 7

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
10
26
35

[L]=

1 0 0
ଵ
ଶ

1 0

1 ଼
଻

1
	ݐ݁	 ܷ ൌ

2 1 2
0 ଻

ଶ
4

0 0 ଷ
଻

1 0 0
1
2 1 0

1
8
7 1

ܼଵ
ܼଶ
ܼଷ

ൌ
10
26
35

૚ࢆ
૛ࢆ
૜ࢆ

ൌ
૚૙
૛૚
૚

2 1 2

0
7
2 4

0 0
3
7

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
10
21
1

૚ࢊ
૛ࢊ
૜ࢊ

ൌ
૚

૜. ૜૜
૛. ૜૜
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4.1 Méthodes directes…

14Dr. Z.BENADLA

c/ Méthode de factorisation de Cholesky

1/ Ecrire la matrice sous la forme :
[K]= [L].[L]T

௝௝ଶܮ ൌ ௝௝ܭ െ෍ ௝௉ଶܮ
௝ିଵ

௉ୀଵ

௜௝ܮ ൌ
௜௝ܭ െ ∑ ௝௉ܮ௜௉ܮ

௝ିଵ
௉ୀଵ
௝௝ܮ

	,௝ାଵஸ௜ஸ௡

2/ Résoudre le système {F}=[K]{} en 2
étapes :

{F}=[L]{Z} Déterminer le vecteur
intermédiaire {Z}.
{Z}=[L] T{} Déterminer le vecteur
{}.

Exemple :
2 1 2
1 4 5
2 5 7

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
10
26
35

L ൌ

2 0 0
ଶ
ଶ

଻
ଶ

0

2 4 ଶ
଻

ଷ
଻

	ݐ݁	 L ୘ ൌ

2 ଶ
ଶ

2

0 ଻
ଶ

4 ଶ
଻

0 0 ଷ
଻

2 0 0
ଶ
ଶ

଻
ଶ

0

2 4 ଶ
଻

ଷ
଻

ܼଵ
ܼଶ
ܼଷ

ൌ
10
26
35 ૚ࢆ

૛ࢆ
૜ࢆ

ൌ
ૠ. ૙ૠ
૚૚. ૛૜
૚. ૞૜2 ଶ

ଶ
2

0 ଻
ଶ

4 ଶ
଻

0 0 ଷ
଻

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
7.07
11.23
1.53

૚ࢊ
૛ࢊ
૜ࢊ

ൌ
૚

૜. ૜૜
૛. ૜૜
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4.1 Méthodes directes…
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d/ Comparaison entre les 3 méthodes :

• Dans le cas d’une matrice symétrique définie positive, la méthode de
Cholesky est conseillée par rapport à la méthode de Gauss. Cette
dernière, malgré ses avantages, n’est vraiment utilisée en Analyse
Numérique que pour résoudre des problèmes où la matrice n’a aucune
propriété particulière.

• Méthode de Cholesky est environ deux fois moins chère (en termes de
nombre d’opérations élémentaires nécessaire à la résolution) que la
méthode de Gauss.

• Dans la méthode de Gauss, si un des pivots est nul (ou petit) la méthode
peut échouer ou ceci peut conduire à des erreurs très importantes. En
revanche, la stratégie du pivot partiel donne des résultats satisfaisants.

• Aucune stratégie du pivot n'étant appliquée, l'algorithme de Factorisation
peut conduire à des Upp nuls (ou petits) et donc à une méthode incorrecte.
Il faut ainsi l'appliquer uniquement à des matrices dont la décomposition
LU est assurée et pour lesquelles les |Upp| seront assez grands.
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4.2 Méthodes itératives
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Objectifs : Résoudre le système {F} = [K]{} en Calculant les valeurs successives
d’une suite de vecteurs P convergeant vers la solution  quand P

Principe : Décomposer [K] en 2 matrices [M] et [N] telle que [K]=[M]‐[N]

[M] : une matrice facile à inverser, au sens que le système [M]{Z}={d} se résout
facilement (M diagonale, ou triangulaire, ou diagonale par blocs…).

[K]{}={F} ([M]‐[N]){}={F} [M]{}=[N]{}+{F}

[M]{}P+1=[N]{}P+{F}
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a/ Méthode de Jacobi
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1/ Décomposer la matrice [K] en 2 parties :
[K]=[D]‐([E]+[H])
Avec
[D] : matrice diagonale;
[E] : matrice triangulaire inférieure
[H] : matrice triangulaire supérieure

[K]{}={F} ([D]‐[E]‐[H]){}={F}
[D]{}=[E+H]{}+{F}

2/ Résolution par itérations :
{}P+1=[D]‐1([E+H]{}P+{F})
Avec {}0 est arbitraire

Algorithme de Jacobi :

൞
∆଴	݄ܿ݅ݏ݅݋

݀௜
௉ାଵ ൌ

1
௜௜ܭ

െ෍ܭ௜௤݀௤
௉

௤ஷ௜

൅ ௜ܨ
ܲ ൌ 0	à	 … ݐêݎݎᇱܽ݀	ݐݏ݁ݐ

i=1 à N 

Convergence :

La méthode de Jacobi converge si
la matrice est à diagonale
dominante :

௜௜ܭ ൒෍ ௜௝ܭ
௜ஷ௝

Remarques :
1/ Cette condition est suffisante
mais pas nécessaire;
2/ Le point initial {}0 peut être
déterminant pour la recherche de
la solution, mais il n’y a pas une
façon de choisir ce point.
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a/ Méthode de Jacobi…
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Exemple : 4 1 1
1 2 െ1
1 െ1 7

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
10
26
35

[D]=
૝ 0 0
0 ૛ 0
0 0 ૠ

‐[E+H]=
૙ 1 1
1 ૙ െ1
1 െ1 ૙

∆଴
݀ଵ

଴

݀ଶ
଴

݀ଷ
଴

݅ݏ݅݋݄ܿ	

݀ଵ
௉ାଵ ൌ

1
ଵଵܭ

െ෍ܭଵ௤݀௤
௉

௤ஷ௜

൅ ଵܨ

݀ଶ
௉ାଵ ൌ

1
ଶଶܭ

െ෍ܭଶ௤݀௤
௉

௤ஷ௜

൅ ଶܨ

݀ଷ
௉ାଵ ൌ

1
ଷଷܭ

െ෍ܭଷ௤݀௤
௉

௤ஷ௜

൅ ଷܨ

଴∆	ݐ݅ݏ݅݋݄ܿ	ܱ݊
0
0
0
	

݀ଵ
௉ାଵ ൌ

1
4 െܭଵଶ݀ଶ

௉ െ ଵଷ݀ଷܭ
௉ ൅ ଵܨ

݀ଶ
௉ାଵ ൌ

1
2 െܭଶଵ݀ଵ

௉ െ ଶଷ݀ଷܭ
௉ ൅ ଶܨ

݀ଷ
௉ାଵ ൌ

1
7 െܭଷଵ݀ଵ

௉ െ ଷଶ݀ଶܭ
௉ ൅ ଷܨ

ሼ∆଴ሽ ൌ
0
0
0

{∆ଵሽ ൌ
2.500
13.000
5.000

ሼ∆ଶሽ ൌ
െ2.000
14.250
6.500

ሼ∆ଷሽ ൌ
െ2.688
17.250
7.321

ሼ∆ସሽ ൌ
െ3.643
18.004
7.848

ሼ∆ଵସሽ ൌ
െ4.461
19.436
8.413

ሼ∆૚૞ሽ ൌ
െ૝. ૝૟૛
૚ૢ. ૝૜ૠ
ૡ. ૝૚૝

݀௜
௉ାଵ ൌ

1
௜௜ܭ

െ෍ܭ௜௤݀௤
௉

௤ஷ௜

൅ ௜ܨ
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b/ Méthode de Gauss‐Seidel
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1/ Décomposer la matrice [K] en 2 parties : [K]=[D]‐([E]‐[H])
Avec [D] : matrice diagonale;
[E] : matrice triangulaire inférieure / [H] : matrice triangulaire supérieure

[K]{}={F} ([D]‐[E]‐[H]){}={F} [D‐E]{}=[H]{}+{F}

2/ Résolution par itérations :
{}P+1=[D‐E]‐1([H]{}P+{F})
Avec {}0 est arbitraire

Algorithme de Gauss‐Seidel :

൞
∆଴	݄ܿ݅ݏ݅݋

݀௜
௉ାଵ ൌ

1
௜௜ܭ

െ෍ܭ௜௤ࢗࢊ
ା૚ࡼ

௤ழ௜

െ෍ܭ௜௤ࢗࢊ
ࡼ

௤வ௜

൅ ௜ܨ
ܲ ൌ 0	à	 … ݐêݎݎᇱܽ݀	ݐݏ݁ݐ

i=1 à N 

Remarque : Dans la méthode de Jacobi, il est nécessaire de conserver en mémoire tous
les diP aussi longtemps que le calcul des diP+1 n’est pas achevé.
Dans la méthode de Gauss‐Seidel, on utilise 2 fois moins de mémoires en écrasant à
chaque fois diP par diP+1
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b/ Méthode de Gauss‐Seidel …
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∆଴
݀ଵ

଴

݀ଶ
଴

݀ଷ
଴

																																																							݅ݏ݅݋݄ܿ	

݀ଵ
௉ାଵ ൌ

1
ଵଵܭ

െ෍ܭଵ௤݀௤
௉

௤வ௜

൅ ଵܨ 																					

	

݀ଶ
௉ାଵ ൌ

1
ଶଶܭ

െ෍ܭଶ௤݀௤
௉ାଵ

௤ழ௜

െ෍ܭଶ௤݀௤
௉

௤வ௜

൅ ଶܨ

݀ଷ
௉ାଵ ൌ

1
ଷଷܭ

െ෍ܭଷ௤݀௤
௉ାଵ

௤ழ௜

െ෍ܭଷ௤݀௤
௉

௤வ௜

൅ ଷܨ

଴∆	ݐ݅ݏ݅݋݄ܿ	ܱ݊
0
0
0
	

݀ଵ
௉ାଵ ൌ

1
4 െܭଵଶ݀ଶ

௉ െ ଵଷ݀ଷܭ
௉ ൅ ଵܨ

݀ଶ
௉ାଵ ൌ

1
2 െܭଶଵ݀ଵ

௉ାଵ െ ଶଷ݀ଷܭ
௉ ൅ ଶܨ

݀ଷ
௉ାଵ ൌ

1
7 െܭଷଵ݀ଵ

௉ାଵ െ ଷଶ݀ଶܭ
௉ାଵ ൅ ଷܨ

ሼ∆଴ሽ ൌ
0
0
0

ሼ∆ଵሽ ൌ
2.500
11.750
6.321

ሼ∆ଶሽ ൌ
െ2.018
17.170
7.741

ሼ∆ଷሽ ൌ
െ3.728
18.734
8.209

ሼ∆ସሽ ൌ
െ4.236
19.222
8.351

ሼ∆ଽሽ ൌ
െ4.463
19.438
8.414

ሼ∆૚૙ሽ ൌ
െ૝. ૝૟૜
૚ૢ. ૝૜ૢ
ૡ. ૝૚૞

Exemple :
4 1 1
1 2 െ1
1 െ1 7

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
10
26
35

[D]=
૝ 0 0
0 ૛ 0
0 0 ૠ

‐[E]=
૙ 0 0
1 ૙ 0
1 െ1 ૙

‐[H]=
૙ 1 1
0 ૙ െ1
0 0 ૙

݀௜
௉ାଵ ൌ

1
௜௜ܭ

െ෍ܭ௜௤ࢗࢊ
ା૚ࡼ

௤ழ௜

െ෍ܭ௜௤ࢗࢊ
ࡼ

௤வ௜

൅ ௜ܨ
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c/ Méthode de Relaxation
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L’algorithme s’écrit alors :

∆ ା૚ࡼ ൌ ૚ െ࣓ ∆ ࡼ ൅ ࣓ െࡰ ࡱ ି૚ ࡴ ∆ ࡼ ൅ ࡲ

Algorithme de Relaxation :

൞
∆଴	݄ܿ݅ݏ݅݋

݀௜
௉ାଵ ൌ 1 െ ߱ ݀௜

௉ ൅
߱
௜௜ܭ

െ෍ܭ௜௤ࢗࢊ
ା૚ࡼ

௤ழ௜

െ෍ܭ௜௤ࢗࢊ
ࡼ

௤வ௜

൅ ௜ܨ
ܲ ൌ 0	à	 … ݐêݎݎᇱܽ݀	ݐݏ݁ݐ

i=1 à N 

Remarque : la méthode de Gauss‐Seidel, peut être modifiée en introduisant un
paramètre supplémentaire «  » qu’on choisira au mieux pour que la convergence soit
plus rapide. 0  2

On vérifie que si {P} converge, il converge vers {} solution de :
∆ ൌ ૚ െ ࣓ ∆ ൅࣓ െࡰ ࡱ ି૚ ࡴ ∆ ൅ ࡲ
⇔ ∆ ൌ െࡰ ࡱ ି૚ ࡴ ∆ ൅ ࡲ ⇔ ࡷ ∆ ൌ ሼࡲሽ
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c/ Méthode de Relaxation …
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∆଴
݀ଵ

଴

݀ଶ
଴

݀ଷ
଴

݅ݏ݅݋݄ܿ	

݀ଵ
௉ାଵ ൌ 1 െ ߱ ݀ଵ

௉ ൅
߱
ଵଵܭ

െ෍ܭଵ௤݀௤
௉

௤வ௜

൅ ଵܨ

݀ଶ
௉ାଵ ൌ 1 െ ߱ ݀ଶ

௉ ൅
߱
ଶଶܭ

െ෍ܭଶ௤݀௤
௉ାଵ

௤ழ௜

െ෍ܭଶ௤݀௤
௉

௤வ௜

൅ ଶܨ

݀ଷ
௉ାଵ ൌ 1 െ ߱ ݀ଷ

௉ ൅
߱
ଷଷܭ

െ෍ܭଷ௤݀௤
௉ାଵ

௤ழ௜

െ෍ܭଷ௤݀௤
௉

௤வ௜

൅ ଷܨ

଴∆	ݐ݅ݏ݅݋݄ܿ	ܱ݊
0
0
0
	

݀ଵ
௉ାଵ ൌ 1 െ ߱ ݀ଵ

௉ ൅
߱
4 െܭଵଶ݀ଶ

௉ െ ଵଷ݀ଷܭ
௉ ൅ ଵܨ

݀ଶ
௉ାଵ ൌ 1 െ ߱ ݀ଶ

௉ ൅
߱
2 െܭଶଵ݀ଵ

௉ െ ଶଷ݀ଷܭ
௉ାଵ ൅ ଶܨ

݀ଷ
௉ାଵ ൌ 1 െ ߱ ݀ଷ

௉ ൅
߱
7 െܭଷଵ݀ଵ

௉ାଵ െ ଷଶ݀ଶܭ
௉ାଵ ൅ ଷܨ

Exemple :
4 1 1
1 2 െ1
1 െ1 7

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
10
26
35

[D]=
૝ 0 0
0 ૛ 0
0 0 ૠ

‐[E]=
૙ 0 0
1 ૙ 0
1 െ1 ૙

‐[H]=
૙ 1 1
0 ૙ െ1
0 0 ૙
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ሼ∆ଶ଼ሽ ൌ
െ4.461
19.436
8.414

Exemple : 4 1 1
1 2 െ1
1 െ1 7

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
10
26
35

[D]=
૝ 0 0
0 ૛ 0
0 0 ૠ

‐[E]=
૙ 0 0
1 ૙ 0
1 െ1 ૙

‐[H]=
૙ 1 1
0 ૙ െ1
0 0 ૙ܱ݊	݄ܿݐ݅ݏ݅݋	∆଴

0
0
0
	

݀ଵ
௉ାଵ ൌ 1 െ ߱ ݀ଵ

௉ ൅
߱
4 െܭଵଶ݀ଶ

௉ െ ଵଷ݀ଷܭ
௉ ൅ ଵܨ

݀ଶ
௉ାଵ ൌ 1 െ ߱ ݀ଶ

௉ ൅
߱
2 െܭଶଵ݀ଵ

௉ െ ଶଷ݀ଷܭ
௉ାଵ ൅ ଶܨ

݀ଷ
௉ାଵ ൌ 1 െ ߱ ݀ଷ

௉ ൅
߱
7 െܭଷଵ݀ଵ

௉ାଵ െ ଷଶ݀ଶܭ
௉ାଵ ൅ ଷܨ

Pour =0,5

ሼ∆ଵସሽ ൌ
െ4.462
19.437
8.414

Pour =0,8

ሼ∆ଵ଴ሽ ൌ
െ4.463
19.439
8.415

Pour =1

ሼ∆ଵହሽ ൌ
െ4.464
19.439
8.415

Pour =1,5

ሼ∆଻ሽ ൌ
െ4.463
19.439
8.415

Pour = (1,1‐ 1,16)
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Exemple 2 : 141,4 0 െ70,7
0 141,4 70,7

െ70,7 70,7 170,7

݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ

ൌ
100
200
0

Jacobi Gauss‐Seidel Relaxation

ሼ∆ଵହሽ ൌ
0.458
1.664
െ0,499

ሼ∆଼ሽ ൌ
0.458
1.664
െ0,500

=0,1 + de 30 itérations

=0,5
ሼ∆ଶଷሽ ൌ

0.459
1.662
െ0,498

=0,8
ሼ∆ଵଵሽ ൌ

0.459
1.662
െ0,498

=(1,1‐1,17)
ሼ∆ହሽ ൌ

0.458
1.663
െ0,499

=1,5
ሼ∆ଵଶሽ ൌ

0.457
1.664
െ0,500
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• La méthode de Relaxation est plus rapide que celles de Jacobi et Gauss‐
Seidel. Mais tout dépend du paramètre .

• Les méthodes directes donnent des solutions exactes alors que les
méthodes itératives conduisent à des solutions approchées.

• Le nombre des opérations est défini au préalable dans les méthodes
directes alors qu’il est inconnu dans le cas des méthodes itératives.

• Le nombre d'opérations requis dans le cas des méthodes itératives est
bien supérieur à celui requis pour la méthode directe. Cette différence
importante est bien sûr très liée à la structure de la matrice. Elle devient
moins importante pour de grandesmatrices à bandes très creuses.

• De plus, dans ce cas, même si le nombre d'opérations est plus grand, pour
des raisons de stockage en mémoire, on pourra préférer une méthode
itérative à une factorisation qui remplit les bandes et rend ainsi le
stockage des matrices‐facteurs difficile, voire impossible pour des
matrices très grandes.


