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Intégration complexe.

Exercice 1 Calculer les intégrales suivantes

1) [, zdz, ot

2)f7(22 +72)dz, o1 7 est le segment de droite [0,2 + i]

3) f,y 423dz, ou 7 est le quart de cerle de centre 0 et de
rayon 2.

4) fv mdz, ol 7y est le cercle de rayon 2 et de centre 1 + 3.

5)[, |z[?dz,  ou A

-R g R

Exercice 2 En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les intégrales suivantes:

1) / _“ & 2) / B 3) / < 4
=1 2(z —1) 7 1=t 2(z = 1) 7 =1 22+ 1
cos(mz) / ze? / 1
1 / __oostmE) . 5 24z 6 - 4
 Jms G DG i G179 ey

P
0[S
) |z4i|=1 (Z2+1)2

Exercice 3 (Supp) Calculer les intégrales suivantes

1 3z zd z
1)/ 2 dz, 2)/ —dz, 3)/ = 4)/ ———dz.
(1,24 % lo1=1 2~ + 1 |z|=2q 2% T @ |z|=4 2%(2% + %)

5) / |z|?dz ot v = 41 U o est le chemin suivant
g




Exercice 4 - Calculer les intégrales suivantes

1) [, zdz, ot

A A
4 »]_ 1
" Y2
A
—
0 0

2)‘[7(22 +72)dz, o1 7 est le segment de droite [0,2 + i]

3) f7 423dz, ou 7 est le quart de cerle de centre 0 et de rayon 2.
4) f[1,2+z‘} 2dz.

5) . ” mdz, ou 7 est le cercle de rayon 2 et de centre 1 + 3.
6)f7 Re(z)dz, ou 7 est un cercle de centre 0 et de rayon 1.

e Solution: (1) La paramétrisation du chemin ~; est v1(t) = it
avec —1 <t < 1. Alors, nous obtenons

1
/ zZdz = / —iti dt = 0.
71 -1

D’un autre coté, y2 est donné par y2(t) = e avec t varie de —7/2 4 —37/2. Nous avons,

_3m

/ Zdz = / e e dt = —im.
Y1 -

(2) L’intégrale est donnée par (y(t) = (2 + 1)t avec 0 <t < 1)

(VB

/ (2* +7%)dz = /1 [(2+4)%7 + (2 = 0)*°)(2 + 0)dt = 2(2 +1).
[0,2+4] -1

(3) Nous avons
/ 423dz =4 / * 8eBit2iei dt — 64i / Tt gt =0,
¥ 0 0
(4) La paramétrisation est donnée par
1) =1 -t)+ 2+t  0<t<L

Nous obtenons

/ ld _/11Hdt—[ln(l—l-(l—l—')t)]l—]n(2_|_‘)
[1,244] # o o 1L+(1+d)t Yo = OF

(5) La paramétrisation est donnée par

y(t) =14i+2e%, — 0<t<2m.

2 - it
z 14174 2e o
/,_2d2 :/ ﬁ(me”) dt.
5 (I+i—2) 0 (—2ett)



On obtient

z i [ it
,dz:/ 1+i+2eh)e ™ dt = 2in.
/7(1—1-@—2)2 2 Jo ( )

= 2w it —it .
/Re(z)dz = / i “dr = / ﬁ(ie”) dt = im.
v y 2 0 2

Exercice 5 - En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les intégrales suivantes:

/ dz 2)/ Ldz: 3)/ " dz
2(z—1) 7 =1 2(z = 1) 7 lt1|=1 22+ 17

2

(6) Nous avons

z

cos(7z) s ze :
/M e +1 @t ) ) T ) T

dz.
/ 1232—

e Solution: (1) Il y a une singularité en 0 (le point 1 n’est pas dans
le domaine de bord le cercle |z| = %) et donc nous avons

e? . .
/M; oo = 0 = 2

avec (clairement, cette fonction est holomorphe sur le domaine de bord le cercle |z| = 3)

(2) De la méme maniére nous avons

eZ
—C 4y = 2miif(1) = 2mie,
/|21_1 z(z—1) (1)

2

avec

(3) Les singularités sont
Z0=1 et zZ1 = —1,

63Z 63Z
/ 27(12 = / —dZ
la41j=1 22 + 1 l41l=1 (2 —1)(2 + 1)

Cette intégrale vaut zéro d’apres le théoreme de Cauchy. Ainsi,

€3z
dz = 0.
/|z+11 22 +1

et nous avons

(4) Tout d’abord nous avons

/ eiz J / eiz &
———dz = - - .
zij=1 (22 +1)? oril=1 (2 — )% (2 +1)?

En utilisant les formules intégrales de Cauchy, nous obtenons

/ = omif (i) = 2’
———dz = 2mif'(—i) = 2mi—,
‘Z-l—i‘:l (22 + 1)2 8




avec

f(Z) = (Z _ 2)2
(5) Les singularités de f sont
zo=—1 et 29 = 2.
Ainsi, I'intégrale se calcule comme suit
cos(mz) cos(7z)

cos(mz) . (z—2) ; 21y,
tL:ﬂ2+U@—2ﬂ mAz+1d +L2@—2f*

: -1 1 47
= 27ifg1(—1) + g2(2)] = 2mi [_3 + 3] =5
avec N . . )
Z z
g1(2) (z — 2i)2 € 92(2) o

(6) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, nous avons

z 1
1
/ L?)dz = 27rif7(') = 3emt,
|z—1]=2 (Z - 1) 2!
avec
f(z) = zée*.
(7) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, nous avons

1 " -1
/ = dz = 2m'f (0) = —i,
\z|:1 z (Z — 4) 2' 32

avec

Exercice 6 - En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer I'intégrale suivante

sin(mz?) 4 cos(mz?)
[ e el

e Solution: Nous remarquons que la fonction

sin(mz2) + cos(mz?)
(z—-1)(z—2)

possede deux singularités, 1 et 2.
Ainsi, la fonction f est holomorphe & l'intérieur de |z| = 2 (2
n’appartient pas). Donc,

/ sin(m2?) + cos(mz°) dz =2mif(1)
=

5T (z-1)(z-2)

2

- 2 2
avec f(z) = sm(7rz(i—_%;t;s(7rz ) Ceci implique que,

dz = 2mi.

s (z-1)(z—2)

2

/ sin(m22) + cos(mz?)
EE



°
\

Exercice 7 - En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les intégrales suivantes

1
2 /|z:2 G2+

2
2) /|Z|g (2 —2)(22+4) dz,

z+1
3 ———dz.
)/z|3 2(2%2 — 4iz — 4) -

e Solution: 1/ Les singularités de f sont
zZ0 = i, Z1 = 1 et Z9 = —3.

Tout d’abord, nous avons

1 1
I = / - dz = / - dz.
e (2~ D2+ 22— 3) e G =D~ Dz 13)
Ainsi, I'intégrale se calcule comme suit

1 1

hoo [ e [ B e

= 2milgr (i) + ga(1)] = 20 [ ! !

G—1+3) Ta1=9]

avec
1 1

9(z) = — 77 et gz)= GC—)(z+3)

Tout d’abord, nous avons

22 22
I e Ll M e ez e




Cette intégrale vaut zéro d’apres le théoreme de Cauchy. Ainsi,

2
I = ———dz = 0.
2 /|Z|_3 (z—2)(22+4) :

3/ Les singularités de f sont
zZ0 = 2, zZ1 = 21 et Z9 = —21.

Tout d’abord, nous avons

z4+1 z+1
Iy := ————————dz = ——dz.
2 /|23 2(22 — 4iz — 4) : /|Z|3 z(z — 2i)? ‘

Ainsi, I'intégrale se calcule comme suit

z+1 z+1
—_ 947)2
I, = /(z2z)d2+/ %dz,
- z o (z — 2i)

= 2nile (0)+ g4(20) = 2m [ 5+ 1] <o

avee +1 +1
z z
91(2) G_2p °© 92(2)

Exercice 8 - Calculer I'intégrale curviligne suivante

ol v est le contour suivant

v

e Solution: Le chemin v est un demi-cercle de centre 1 4 i et de
rayon 1. Ainsi, nous avons

V() =1+ite", —-<t<

T T
2 2
' (t) = ie®.

L’intégrale curviligne devient



Exercice 9 - En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calucler les intégrales suivantes

eZ
1 -
)/|Z4 22(22 + 72) 4z,

€3Z
2)/ 27(12,
let1]=1 2° +1

22+ 4
3 —————d
)/|Z:3 B2 420

sin(m22) 4 cos(mz?)
4 /|z|:g - D2

dz.

e Solution: 1) Nous remarquons que la fonction ﬁlﬁ possede
3 singularités 0, im et —im.

Ainsi,
[y S
simt 224 72 z= L 22+ ) o L, 22+ ) z L 22+ ) &
[ [ g [ L,
no# V2 ( ) 73 ( i)
avec . . .
e e e
1z) = 22 472’ 9(2) = 22(z +im) et h{z) = 22(z —im)’



Les fonction f,g et h sont holomorphes a l'intérieur de ~1,vs et 73, respectivement. Ainsi, d’apres les
formules intégrales de Cauchy, on obtient

eZ
—————dz = 2mif'(0) + 2mig(im) 4 2mih(—irm),
e /(0) + 2mig(im) + 2mih(—i)
1 1 -1 21
m(WZ) + m(27r3i) + m(27r3i) -

2) Nous remarquons que la fonction % est holomorphe a l'intérieur de |z + 1| = 1.

Ainsi, par le théoreme de Cauchy,
3z
J
let1]=1 2+ 1

2
z¢+4
+ possede 3 singularité 0,z1 := —1 + i et 29 := —1 — 4.

3) La fonCtiOH m

|z| =3

Ainsi,

2 2 2 2

z° 44 z¢4+4 22+ 4 z¢+4
—_————dz = ——d ——d —_—d
/Z|:3z3+222+2z : /n 23 4+ 222 422 Z+/y2 23 4+ 222 422 Z+/73z3+2z2—|—22 =

:[ﬂf(;)dz+/w(zgfzil)dz+fl3&dz,

8



avec ) ) )
zc+4 z°+4 z°+4

f(Z) 22++22+27 g(Z) Z(Z—Zz) e (Z)
Les fonction f,g et h sont holomorphes a I'intérieur de 71,72 et 3, respectivement. Ainsi d’apres les
formules intégrales de Cauchy, on obtient

2(z—21)

22 +4 —i+42 —i+2
——————dz = 27mi(2) + 27 2mi

/Z|:3 23 +222 4+ 22 : mi(2) + m(—i—1)+ mi( i —1

sin(722) + cos(mz?)

(z—1)(z—2)

4) La fonction posseéde une singularité a I'intérieur de |z| = 3. Ainsi,

sin(m22) + cos(m2?) .
/|z|g (z—1)(z —2) dz = 2mif(1),

avec
£(2) sin(m22) 4 cos(mz?)
Z) =
(z-2)
Donc,
: 2 2
/ sin(mz*) + cos(mz )dz o
=2 (z—1)(z-2)
Exercice 10 - Calculer I'intégrale curviligne suivante
/ |z|%dz
gl
ol v = 1 U2 est le chemin suivant
A 92
Yo 71
1 : : —»
-9 2

e Solution: Le chemin v est un quart de cercle de centre 0 et
de rayon 2. Ainsi, nous avons vi(t) = 2¢", 0 <t < . Ainsi,
v, (t) = 2ie®. L’intégrale curviligne devient

/2 , .
]z]de:/ zzdz:/ (2e")(2e)(2ie™)dt
! gl 0

w/2

T/2 elt .
= 8@'/ edt = 8i [} =8(e'2 —1) = 8(i — 1).
0 t o

Le chemin 75 est un segment d’origine 2i et d’extrémité —2. Ainsi, yo(t) = 2i(1—t)—2¢, avec 0<t < 1.
Ainsi, v4(t) = 2¢ — 2. L’intégrale curviligne devient

yz|2dz:/ zzdz:/01(—2t+2i(1—t))(—2t—2i(1—t))(—2i—2)dt

72

9



= (—2i—2) /01 (462 +4(1 — t)?)) dt = (=2i — 2) /01 (8t +4 — 8t)) dt

8 ! 8
= (—2i —2) [ + 4t — 4t2] = (—2i—2)-.
3 0 3
Finalement,

/yz|2dz:/ \z|2dz—|—/ 122z = 8(i — 1) + (—2i — 2)>.
Y 71 Y2 3

Exercice 11 - I) Calculer I'intégrale suivante

avec v donné dans la figure.

IT) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer I'intégrale suivante

/ CoSTZ d
——dz.
o]=2 2%(2 — 1)

e Solution: I) La paramétrisation du chemin (quart de cercle posi-
tif de centre 0 et de rayon 2) est donnée par:

y(t) = 2€™, avec 0<t< g,
v (t) = 2ie™.

Ainsi,

52 +4 /2 4e2it +4 w . w/2 ; . e2it /9 /9
/7( )dz:/o (M)(Qzet)dt:élz/o (2 4 1)dt = 4i {22 / +t\0/},

it 0
:4@[6 22,6 +72T}=—4+2m.

IT) Soient 1 un cercle de centre 1 et de rayon 71 et 2 un cercle de
centre 0 et de rayon ry. Ainsi, nous avons

COS T2 Cos T2 cos Tz
|z|=2 # (Z ) 71 ¥z #

CosSTz

Posons h(z) = “2 qui est holomorphe a l'intérieur de 71 et g(z) = =%

22
de 2. Donc, d’apres les formules intégrales de Cauchy, on obtient

COS T2 COoS Tz CosS Tz
/ ——dz = / 2 _dz+ / Z? dz = 2mi h(1) + 27i ¢'(0).
l2j=2 22(2 = 1) w21 va

qui est holomorphe a I'intérieur

10



Ainsi,

/|_2 %dz = 2mi(—1) + 2mwi(—1) = —4mi.
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