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Avant-propos

Vous trouverez dans ce document une nouvelle section de mes notes de cours, soit le chapitre 5
sur les transformées de Laplace, le chapitre 6 sur les applications physiques des équations d’ordre 2, a
savoir le mouvement harmonique et les circuits électriques et de nouvelles annexes et tables. N'ayant
pas eu le temps a date de compléter ce document, j’ai inséré par la suite (apres la page 127) une
copie de mon ancienne version des notes de cours, en intégrant a certains endroits des chapitres 7
et 8 des documents supplémentaires illustrant I'utilisation de la calculatrice TI-Nspire pour effectuer
plusieurs calculs nécessaires pour la solution des exercices. J’ai également retiré certaines parties de
mes anciennes notes de cours qui ne sont plus pertinentes.

La numérotation des pages est ainsi plutét cahotique dans cette 2¢ section. De plus, étant donné
cette construction, les solutions des exercices de ce volume se retrouvent a 2 endroits différents (a la
fin de chacune des deux parties) du cahier de notes de cours. Désolé pour les inconvénients.

Remerciements

Je tiens en premier a remercier Chantal Trottier, chargée de cours au Service des enseignements
généraux, collaboratrice de tous les instants, qui a enseigné ce cours un trés grand nombre de fois
depuis plus de 30 ans. Elle a lu et relu ce manuscrit, signalé mes erreurs, offert de nombreuses
suggestions et vérifié tous les exemples et tous les exercices du document.

Mon deuxiéme grand collaborateur est mon collegue Michel Beaudin. Merci Michel pour toutes
nos discussions sur les approches de I'enseignement o, comme tu le dis si bien, « en utilisant la
technologie pour enseigner des mathématiques, on finit par faire non pas moins mais plutét plus de
mathématiques avec nos étudiants », abordant des sujets qu’on laissait de c6té auparavant.

Merci également a tous mes collegues enseignants qui ont pris le temps de lire ce manuscrit
et de me faire part de leurs suggestions et/ou corrections. Je remercie a I’avance les enseignants et
étudiants qui voudront bien me faire part des corrections et/ou suggestions en vue de la prochaine
révision.

Gilles Picard,

Maitre d’enseignement

Ecole de technologie supérieure
Février 2020

1. Changements depuis la version initiale « Octobre 2017 »:
e février 2018: correction de plusieurs coquilles et complétion de la section 6.1 sur le mouvement harmonique

o février 2020 : ajout de la section 6.2 sur les circuits électriques, corrections de coquilles et de mises en pages



vi AVANT-PROPOS

Calculatrice symbolique

Comme nous I'indiquions dans le volume 1, I'utilisation optimale de ce texte se fait avec I'emploi
continu d’'une calculatrice ou d'un logiciel de calcul symbolique. Les références que vous trouverez
dans ce document se rapporte a la calculatrice actuellement en usage a I'ETS, soit la TI-Nspire CX
CAS de Texas Instrument,version calculatrice ou logiciel avec, avant 'automne 2019, la version 4.5 de
I’0S. Depuis 'automne 2019, les étudiants se procurent le nouveau modele, la TI-Nspire CX-II CAS
avec OS 5.1. Consultez le site de Texas Instruments? pour plus de détails sur cet outil.

Pour une introduction a la calculatrice symbolique TI-Nspire ou pour de I'aide sur son utilisation,
nous vous suggérons de visiter le site concu spécialement pour les étudiants de 'ETS :

https://seg-apps. etsntl.cal/nspire/

Nous vous suggérons sur ce site de consulter, entre autres, la section «Liens/» pour des informa-
tions de base et la documentation d’aide et la section « VUrRETS » pour des vidéos d’apprentissage
disponible sur notre chaine Youtube.

Liens intéressants

Une version PDF de ce document, avec hyperliens et en couleurs, est disponible sur le site de
Gilles Picard a 'ETS ht t ps: // cours. et snt| . cal/ seg/ gpi car d/ mat 265V2. pdf et sur le site
Moodle du cours htt ps://ena. etsntl. cal/ course/vi ew. php?i d=314. Si vous désirez une
version papier, nous vous conseillons de vous la procurer a la Coop ETS plutét que d’imprimer la
version PDE

Voici un site de support pour le cours d’équations différentielles MAT-265 a 'ETS. Vous y trouve-
rez, entre autres, plusieurs documents d’aide ainsi que les solutionnaires détaillés des exercices des
notes de cours (dans la section « Documents de référence », merci Chantal!).

http://ww. | uciol e.cal/gilles/mt 265/

Lensemble du document a été rédigé avec I'éditeur de texte TeXnicCenter et le logiciel MikTex,
une version Windows du traitement de texte scientifique TgX (de Donald Knuth) et de son pré-
processeur KIiX (de Leslie Lamport). Ces logiciels sont gratuits. Voir le site suivant

http://ww. t exni ccent er. org/

De nombreux sites sont disponibles pour offrir du support dans la rédaction et la production de
documents avec IBIEX . J'en signale un, en francais, que j’ai bien apprécié, surtout pour la clarté de la
présentation et des exemples présentés en code BIgX et en version compilée.

htt p: // ww. xmLlmat h. net / docul at ex/

2. https://education.ti.com/fr/produits/calculatrices/graphiques/ti-nspire-cx-ii-cx-ii-cas


https://seg-apps.etsmtl.ca/nspire/
http://seg-apps.etsmtl.ca/nspire/introliens.html
http://seg-apps.etsmtl.ca/nspire/videos.html
https://www.youtube.com/channel/UCXJkr0rQxq7A0qZWSOPAoNg
https://cours.etsmtl.ca/seg/gpicard/mat265V2.pdf
https://ena.etsmtl.ca/course/view.php?id=314
http://www.luciole.ca/gilles/mat265/
http://www.texniccenter.org/
http://www.xm1math.net/doculatex/

Chapitre 5

Transformées de Laplace

5.1 Motivation et définitions

Dans les chapitres précédents, nous avons vu comment résoudre des équations différentielles
linéaires et comment celles-ci peuvent régir ou modéliser le comportement de certaines situations
ou systemes physiques (circuit électrique, mouvement rectiligne, problemes de variation de tempé-
rature, etc.). Dans ce chapitre, nous allons de nouveau examiner ces équations différentielles mais
en se servant d'un outil tres puissant, la transformée de Laplace d’'une fonction, ainsi nommée en
I'honneur du marquis Pierre-Simon de Laplac.

Il s’agit d'un cas particulier d'une transformation intégrale (on parle aussi d’opérateur intégral) Bl
Considérant la nature appliquée des équations différentielles que I'on voudrait résoudre, on tra-
vaillera uniquement avec des fonctions ol la variable indépendante ¢ représente le temps et on ne
tiendra compte que du temps non négatif (¢ = 0).

Au niveau des applications pratiques, on est confronté au probléme suivant: on a a résoudre une
équation différentielle linéaire (a coefficients constants), c’est-a-dire une équation ot apparaissent
une fonction inconnue et ses dérivées et possiblement d’autres fonctions du temps. Aux chapitres 2
et 4, on a vu des méthodes pour résoudre ces équations, méthodes basées sur le calcul différentiel et
intégral. On trouvait ainsi la solution générale de I'équation puis, a I'aide des conditions initiales, on
trouvait la solution désirée.

Les calculs impliqués pouvaient a I'occasion étre lourds et on doit pouvoir, au besoin, calculer les
intégrales nécessaires. De plus, ces approches se prétent moins bien aux situations faisant intervenir
des fonctions définies par morceaux. Considérons une équation ou apparait la fonction f(¢) suivante

5 0<t<5
f)y=< 10-1¢ 5<t<10 (5.1)
0 tr=100ut<0

1. Pierre-Simon de Laplace (1749-1827), mathématicien, astronome et physicien francais, s'intéressa entre autres
a la mécanique céleste, a la théorie des probabilités, a 1'électromagnétisme et aux équations différentielles. Consultez
réf. Wikipedia ouréf. Bibm@th.net pour plus de détails.

2. Latransformée de Fourier en est un autre exemple. Consultez (en anglais) réf. Wikipedia


https://fr.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_de_Laplace
http://www.bibmath.net/bios/index.php?action=affiche&quoi=laplace
https://en.wikipedia.org/wiki/Integral_transform
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Résoudre une telle équation demanderait d’appliquer séparément les méthodes vues pour
chaque intervalle ot1 la fonction est différente.

La méthode basée sur la transformée de Laplace a les 3 avantages suivants:

1. L'équation différentielle est transformée en une équation algébrique; la solution se trouvera
par manipulations algébriques et avec I'aide d'une table de transformées de Laplace. Méme
la présence de fonctions définies par morceaux comme celle mentionnée conduira a résoudre
une seule équation algébrique.

2. Les conditions initiales sont intégrées au début du traitement du probléeme.
3. Cette méthode permet de pousser plus loin I'étude du comportement des systemes physiques
linéaires. (voir section 6.3)

Voyons maintenant ce qu’'on entend par transformée de Laplace.

Définition 5.1 La transformée de Laplace d’une fonction f (), notée £{f (1)}, est la fonction F(s)
définie par

Li{fw} :fo fe*tdr=F(s)

sil'intégrale impropre converge. Celle-ci converge si la limite suivante existe

: N —=Sst
I\III—IEOfo fe> dt

On dit que la transformée de Laplace d'une fonction existe si I'intégrale impropre donnéeﬁ
converge. On remarque que £ {f(¢)} n’est pas un nombre mais une fonction de s, s étant une variable
complexe. La transformée de Laplace pourrait donc exister pour certaines valeurs de la variable s et
pas pour d’autres. Pour simplifier I'utilisation de cette définition, on peut considérer s comme une
variable réelle.

Remarquons également qu'on pourrait appliquer cette transformation a des fonctions f dé-
pendant d'une autre variable que t. Le résultat F serait cependant le méme puisque la variable
d’intégration utilisée n'influence pas le résultat d'une intégrale définie. De plus, le résultat pourrait
donner une fonction F dépendant d'une autre variable que s; on pourrait obtenir F(w) si on utilisait
e~“! dans la définition avec intégrale.

Dans ce chapitre, les lettres minuscules désignent les fonctions du temps et les lettres majuscules
les fonctions transformées, c’est-a-dire les fonctions de domaine s. Par exemple,

L{iiw}=1s), L{x0}=Xs) et L{v®}=V(s)

3. La premiere occurrence d'une intégrale semblable a celle-ci remonte a des travaux d|Euler en 1744. Lagrange, en
1776, reprend ce type d’'intégrales dans le cadre de travaux en théorie des probabilités (fonctions génératrices). Par la suite,
Laplace explore les sujets abordés par Euler et Lagrange ot ce type d’intégrales représente la solution d'un probleme donné.
Mais en 1785, il ira plus loin en utilisant une transformation intégrale pour transformer un probleme complexe en un
probléme algébrique plus simple a résoudre.

Aux 19¢ et 20¢ siecles, ce type de transformation fut étudié par plusieurs ingénieurs, physiciens et mathématiciens,
notamment Bromwich' et Heaviside, ce dernier ayant développé une approche de calcul avec opérateurs, proche de celle
des transformées de Laplace, pour résoudre des équations différentielles linéaires appliquées. Ce n’est qu'a partir des
travaux de/Doetschien 1937 qu’on retrouve I’approche générale vue dans ce chapitre.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://fr.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
https://fr.wikipedia.org/wiki/Thomas_John_I%27Anson_Bromwich
https://en.wikipedia.org/wiki/Oliver_Heaviside
https://en.wikipedia.org/wiki/Gustav_Doetsch
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Avant de continuer, calculons la transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles.

Exemple 5.1

(a) Considérons la fonction constante f(#) =1sit=0

oo N
55{1}:] 1.eS'dr=lim [ 1-e'dt
0

N—oo Jo
— N —
) —e st ) —e sN -1
= lim = lim -—
N—oo N 0 N—oo N S

Cette limite n’existe que pour certaines valeurs de s. En effet, si s > 0

-sN

lim

=0 (lalimite n'existe pas si s <0)
N—oo S

= %{1}20—(—%):%:}7(3) sis>0

On sait qu’'évaluer une fonction f(¢) quand ¢ vaut co revient a prendre la limite de f(N) quand
N tend vers co, comme indiqué précédemment, on peut alléger I'écriture des détails du calcul
de la transformée :

-t

T -

0 S

1
Doncsi f(f) =1 alors F(s) = — avec s>0
S

(b) Considérons la fonction f(¢) =cos(#)sit=0

e .0]
=

0

-t

Sg{cos(t)}:fo cos() e Stdt = ilznitl)_s:gch(lt) .

Lintégrale converge seulement si s > 0. En effet, pour une valeur donnée et positive de s

lim

t—o00

(sin(t) s-cos(?)

5 -— )e‘”:o sis>0 (etlalimite n'existe pas si s < 0)
sc+1 sc+1

_(sin(®) secos(D) _ | (s \_ s
- .%{cos(t)}_(serl s2+1 ) 0 =0 ( sz+1)_s2+1_F(s)
Donc si f(#) = cos(t) alors F(s) = avec s> 0

241

Il est important de noter, comme on le constate dans les 2 exemples précédents, que la transfor-
mée de Laplace d'une fonction du temps ¢ est une fonction de la variable s. Ceci n’est pas surprenant
considérant la présence de la variable libre s dans I'intégrale définie donnée dans la définition[5.1].
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Méme en s’aidant d'un calculateur symbolique pour effectuer les intégrales, on devra faire une
hypotheése sur les valeurs possibles de s pour obtenir une intégrale impropre convergente (et donc
obtenir la transformée de Laplace cherchée). Dans la figure[5.I] on utilise la calculatrice Nspire CAS
pour effectuer rapidement le calcul des intégrales de 1’exemple[5.11

*chapS-exe..les = RAI:--(Dm *chapS-exe..les <= R-‘\E"(Dm
I~ =

Jesta <t | fe . cost (J()—]

2 2
§°+1  s7+1

undef ‘

8
23

8
|—

e f dels>0 s
0 =

F1G. 5.1 Calcul de transformées de Laplace avec la définition.

On pourrait penser que la contrainte s > 0 fonctionne toujours pour le calcul de transformées de
Laplace. Lexemple suivant montre que ce n’est pas le cas.

Exemple 5.2
Considérons la fonction g(t) = e?! lorsque ¢ =0
oo =21
%{ey}:f e Stdt=——n| =2
0 s=2 o

Si ¢ est positif et si s — 2 est négatif, alors e~ *~?? prend des valeurs positives de plus en plus grandes
lorsque t tend vers 'infini. Lintégrale converge seulement si s —2 > 0, c’est-a-dire s > 2. Donc

tlim —e D=0 sis—2>0 (etl'intégrale diverge si s—2 <0)
—00

= L=

_e_(s_z) t 0

s—2

1 1 .
=0—(——):—=G(s) sis>2
0 s—2 s—2

On remarque que la transformée de Laplace existe seulement pour s > @, a variant selon la
fonction donnée. On aura en général toujours une condition de ce type lorsqu’on utilise la définition
de base mais on va omettre a partir de maintenant de mentionner le domaine de définition de F(s).
On consideére que, lorsque la transformée existe, cela sera vrai pour des valeurs de s assez grandes...

On peut généraliser les exemples précédents en appliquant la définition a des fonctions conte-
nant une constante arbitraire.

Exemple 5.3
Considérons la fonction g(t) = e~%" lorsque ¢ = 0 et ol a est une constante réelle.

_ oo
—e (s+a)t

*© 1
if{e"”}:f e e ldr= = sis+a>0
0 sta |y s+a
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Doncssi g() = e %, alors £{g()} = P G(s).

On peut utiliser ce résultat pour obtenir la transformée de Laplace de fonctions exponentielles sans
passer par la définition avec intégrale:

1 1
aveca=4 = .%{e“”}:m et aveca=-3 = %{e“}zm

On peut maintenant commencer a construire une table de transformées de Laplace:

f@ F(s)
1 ou u(t)f l
s
t i
$2
efat L
s+a
. w
sin(w 1) m
s
cos(w ) 1ol

Les 2 dernieres lignes du tableau s’obtiennent en appliquant la définition de base, comme dans
I'exemple précédent, avec w une constante réelle. Une table plus détaillée, disponible a I'annexe
sera utilisée couramment dans ce chapitre. En effet, il est inutile de refaire une intégrale pour
calculer la transformée de Laplace de la fonction sin(5¢). En consultant le tableau précédent (ou la
table disponible en annexe), avec w = 5, on obtient

5
.f{sin(St)} = m

Comme on le mentionnait au début du chapitre, on aura a travailler parfois avec des fonctions
définies par morceaux (voir équation 5.1, page[I). Utilisons la définition[5.Tlpour calculer sa transfor-
mée de Laplace.

Exemple 5.4

Considérons la fonction
5 0<t<5

fH=4 10—t 5<t<10
0 t=100ut<0

4. u(t) représente la fonction échelon-unité, on y reviendra en détails dans la section 5.3. On y verra que cette fonction
est définie par: u(t) =1sit>0etu(t)=0siz<0.
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Comme la fonction varie selon I'intervalle considéré, on devra séparer l'intégrale de la définition en
plusieurs intégrales pour couvrir le domaine [0; col.

oo 5 10 [es)
&B{f(t)}:fo f(t)e_”dtzfo 5-e_”dt+f5 (10—r)-e‘”dr+f1 0-¢*'dr

0

La derniere intégrale définie est nulle puisqu’on integre la fonction nulle. Pour les deux autres,
utilisons le logiciel (ou la calculatrice) Nspire CAS pour obtenir le résultat.

5 10 1
] (5‘ e’ I) dz+J ((1071)- e’ I) dr

(e-wls‘ (5‘ o ellr se5‘3+1))
propFrac

On remarque que la derniere commande utilisée propFrac() permet de simplifier la réponse obtenue.

-5s —10s
e e 5
LIfD=F()=——+——+—
Notons que la présence de termes e~ “* dans la transformée indique que la fonction dans le domaine
du temps change en ¢ = a. Dans cet exemple, les termes e~>* et e~1°¢ indiquent des changements en
t=5ett=10.
I

Nous verrons a la section 5.3 comment obtenir la transformée de Laplace de I’exemple précédent
sans avoir recours a la définition avec intégrale.

Bien que le calcul de la transformée de Laplace, a I’aide d'une intégrale, soit plus facile a faire
maintenant lorsqu’on dispose d’'un calculateur symbolique (comme votre calculatrice TI Nspire CAS)
il serait souhaitable (et plus rapide) de se baser sur une table comme celle de la page[Blou la table plus
complete en annexe[A.2l Le théoréme suivant facilitera ce travail.

Théoréeme 5.1 Linéarité de la transformée de Laplace

Considérons deux fonctions f; et f, qui ont une transformée de Laplace (pour s > a) et deux
constantes a et b. Alors

Llafi+bfad)}=aL{fiO}+bL{f2(0)} = aFi(s)+ bF(s)
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> Démonstration

Essentiellement, ce théoreme nous dit que la transformée de Laplace est un opérateur linéaire, ce
qui n’est pas surprenant considérant que celle-ci est définie par une intégrale. Or I'intégrale est aussi
un opérateur linéaire. On a

Llafi) +b (D} =f0 (@fi+bfeidt

(o.0] o0
:af fi e‘”dt+b[ freStdt
0 0
=aFi(s)+bF(s)
Ce résultat est vrai si les intégrales convergent, ce qui est le cas ici puisqu’'on présume que les
fonctions fj et f, ont des transformées de Laplace (F) et F).
finde la démonstration <

Lalinéarité de cet opérateur nous permet d’utiliser facilement la table de transformées de Laplace
en annexe [A.2] pour évaluer le transformée de combinaisons linéaires de fonctions de la table. Les
exemples suivants illustrent cette propriété en combinaison avec la transformée des fonctions de
base (les entrées P1 a P11 de cette table).

Exemple 5.5
Déterminez, en utilisant la table, la transformée de Laplace des fonctions suivantes

(@ f(1)=3t-4sin(107)+5
L{3t-4sin(101) +5} = 3L {1} —4L{sin(100)} + 5L {1}

En utilisant les propriétés P2, P6 avec w = 10 et P1, on obtient

1 10 1 |3 40
58{3t—4sin(10t)+5}=3—2—4( )
N

5
— |+5-=| S ————+Z=FC(s
s2+102 s | s2 s24100 s (s)

(b) g(r) =2e "cos(50) +4te”3!
Li2e " cos(5t) +4ate 3} =2L{e " cos(50)} +4L{te 3}

En utilisant les propriétés P9 avec a = 1 et w = 5 ainsi que P5 avec a = 3, on obtient

s+1 1 2(s+1) 4

PLi2e  cos(5t) +4te 3 =2 +4 = +
{ (57) ' (s+1)2+5%2 (s+3)2 (s+1)2+25 (s+3)2

=G(s)

On peut développer le premier dénominateur, ou exprimer les 2 fractions avec un dénomina-
teur commun, pour trouver des versions équivalentes de cette réponse.

2(s+1) 4 2(s*+9s*+195+61)
Gls)=— + 2~ 2(2
$2425+26  (s+3)%2  (s+3)2(s2+2s+26)




(©

(d)

(e)

CHAPITRE 5. TRANSFORMEES DE LAPLACE

-2t 2t
e+
v(t) = — = cosh(21) (c’est un cosinus hyperbolique, consultez 'annexe A.1, page[98])
En utilisant P4 avec un peu d’algebre, on trouve
-2t 2t
e “'+e 1 1 1 1
2l e o L )= ve
2 2 2\s+2 s-2

On peut également simplifier ce résultat

Vis) 1 ( 1 N 1 ) 1 ( 2s ) s
S)=— = — =
2 s+2 s-2) 2\s2-4) s2-4
On remarquera la similitude entre la transformée du cosinus ordinaire et celle du cosinus
hyperbolique.

s
T et  ZL{cosh2n}= 2

L{cos2n)} =

f(t) =5tsin(2t) + (1 +31)2.
Le premier terme est directement dans la table, mais le terme (1+31)? doit étre développé pour
retrouver des éléments de la table.
L5tsin2) + (1+31)%} = 5L {tsin0)} + L{1 +6¢+91%}
=5L{tsin@0} + L{1} + 6L {t} + 9L {*}

En utilisant les propriétés P10 avec w = 2, P1, P2 et P3, on obtient

2:2-8 1 1 2!
(s2 +22)2 LN SO R g}

L{5tsin20) +(1+30%} =5

20s N 1 N 6 N 18 F(s)
= —— 4+ — 4+ — —_—= S
(s2+4)2 s §2 3

i(f) = (1+4cos(31))?
Comme cette fonction n’apparait pas dans notre table, on doit développer I'expression

i(t)= (1+4cos(31)% =1+8cos(3t) + 16cos®(31)

1+ cos(61)
=1+8cos(3t)+16 T

=1+8cos(3t)+8+8cos(6t) =9+8cos(3¢t) +8cos(6¢)

On a utilisé une identité trigonométrique (consultez 'annexe A.1 a la page[98]) pour simplifier
le terme cos?(3t) afin de retrouver des éléments de notre table. En utilisant les propriétés P1 et
P7, on obtient

8s

it =l 1= 2488
i} = I(S)_s+sz+9+sz+36

Votre calculatrice Npsire peut effectuer pour vous plusieurs des calculs algébriques de cet exemple.
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[~

e 2 lye2! cosh(2-4) [
2
/A comDenom 26+1) 4 ,5] 253418 52438 s+122
2 )2
(s+1)%425 (s+3) s418 53447 52174 54234
253418 %438 54122 2% 2 . 3
expand 5 " o
s4i8 s3+47 s 24174 54234 s242:5+26  s7+2:5+26  (5+3)°
/A comDenom|—+ ! ) i
s+2 5-2 2
_4 |
expand((lJr}- t)z.f) 91246 11
- 2 |
expand((1+4- cos(3- f])",f] 16- (cos(3- I)) +8- cos(3- I)+1
& tCollect((cos(S-i)]z) M

2

On remarque sur cette figure I'utilisation de la commande comDenom( ) pour mettre sur un dé-
nominateur commun, la commande expand( ) pour « développer » une expression algébrique et la
commande tCollect( ) pour transformer le terme cos?(3t). Ces commandes sont disponibles dans le
menu « Algeébre » de votre calculatrice.

La transformée de Laplace associe a une fonction du temps ¢, une fonction équivalente du
domaine s. On peut également a l'aide de notre table, inverser ce processus. On calcule alors la
transformée de Laplace inverse, qu'on note £ 1.

2 4
f‘l{m—s—z}ZZe_St—M en utilisant P4 et P2

A moins d’indications contraires, dans ce chapitre les calculs de transformées de Laplace et de
transformées inverses devront se faire avec les propriétés de votre table.

Pour terminer cette section, on peut se demander si la transformée de Laplace existe toujours et
on peut se questionner sur l'unicité du résultat. En effet, peut-on donner des conditions qui nous
assurent de I'existence de la transformée de Laplace ? Deux fonctions différentes peuvent-elles avoir
la méme transformée de Laplace ? Pour répondre a ces questions, donnons quelques définitions.

On sait qu'une fonction est continue en ¢ = a si f(a) existe et si
%I_I»I}l fo)=f(a

Définition 5.2 Fonction continue par morceaux

On dit qu'une fonction f(#) est continue par morceaux sur un intervalle fermé [a; b] si cet intervalle
peut étre partitionné en un nombre fini de sous-intervalles adjacents ou
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* on aura continuité de f(¢) al'intérieur de chaque sous-intervalle

e la limite de la fonction f(¢) existe quand ¢ tend, par I'intérieur, vers les extrémités de chaque
sous-intervalle

On dit qu’'une fonction f(f) est continue par morceaux sur l'intervalle [0; ool si, pour toute valeur
réelle positive T > 0, la fonction 'est sur 'intervalle [0; T1].

Pour satisfaire cette définition, il faut que, pour chaque point ¢ = ¢ dans l'intervalle ]a; b[ ol la
fonction f(f) n'est pas continue, les deux limites suivantes existent et prennent des valeurs différentes
(si ces deux limites prenaient la méme valeur, la fonction serait continue en ¢ = ¢).

tlim_f(t) et lim f(#)
—C t—ct

En d’autres mots, f(t) est continue par morceaux sur l'intervalle [a; b] si f () est continue partout
sur l'intervalle sauf possiblement en un nombre fini de points o1 I'on retrouve des discontinuités de
type « saut».

La fonction tan(t) ayant des discontinuités de type infinien ¢ = (2n+1) % (n entier), elle ne sera pas
continue par morceaux sur un intervalle englobant au moins une de ses discontinuités. La fonction
f = % a le méme probleme avec la discontinuité en ¢ = 0. Par contre, les fonctions sinus, cosinus,
exponentielles et polynomiales sont continues partout et donc satisfont la définition précédente (tout
comme la somme ou le produit de ces fonctions).

Soit h(f) une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a; b], alors I'intégrale définie

b
f h(t)dt

existe et prend une valeur réelle. En effet, I'intégrale définie précédente calcule une aire « signée » sur
un intervalle de largeur b — a. Comme la fonction continue par morceaux est bornée par définition,
'aire cherchée existera nécessairement. On remarquera également qu'une discontinuité de type saut
n’affecte pas la valeur d'une intégrale définie.

Etre continue par morceaux sur [0; oo[ n'est pas suffisant pour assurer la convergence de 'in-

tégrale impropre donnée dans la définition [5.I] a la page 2| de la transformée de Laplace. Dans
I'intégrale

f f(te *tdt=F(s),
0

pour avoir convergence, il faut que I'expression f(1)e”*’ converge vers 0 2 un « bon rythme » quand
[ — oo.

Définition 5.3 Fonction d’ordre exponentielle «

On ditﬁqu’une fonction f(#) est d’ordre exponentielle a s'il existe deux constantes positives, T et M
telles que

|f(0| < Me®®  Vi=T

En d’autres mots, a partir d'un certain point positif T, la fonction donnée aura une croissance
inférieure a celle d'une fonction exponentielle (avec exposant linéaire).

5. Certains auteurs parlent plus simplement de fonctions d’ordre exponentielle. Il faut que la propriété soit vraie pour
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Exemple 5.6 |

(a) Les fonctions polynomiales sont d’ordre exponentielles 1. En effet, si p(f) est un polyndme,
vous devriez avoir déja vu dans un cours de calcul différentiel que

lim M

t—o00 et

=0

donc la fonction e’ « domine » éventuellement tout polynome.
(b) La fonction e’ nest pas d’ordre exponentielle a. En effet,

Z'Z

lim — =oco  peuimporte la valeur de a
t—oo @1

En utilisant les deux derniéres définitions, nous allons pouvoir présenter un théoreme qui déter-
mine I'existence ou pas de la transformée de Laplace des fonctions usuelles rencontrées en génie.
Théoréme 5.2 Existence de la transformée de Laplace

Si une fonction f(t) est continue par morceaux pour ¢ = 0 et si f(¢) est d’ordre exponentielle « alors
sa transformée de Laplace existe et peut étre obtenue avec la définition intégrale donnée a la page
2l Donc sous les hypotheses de ce théoreme, I'intégrale impropre suivante converge si s > a.

L{fw} :fo fe*tdr=F(s)

> Démonstration

Pour démontrerd ce résultat, il faut montrer la convergence de l'intégrale donnée. On peut
séparer cette intégrale en 2 parties, ou T est la constante positive mentionnée dans la définition de
fonction d’ordre exponentielle a.

00 T 0o
f f(z)e‘”dtzf f(t)e_”dt+f f(e *tdt
0 0 T

La premiere des deux intégrales a droite existe puisque la fonction f(¢), et par conséquent
la fonction f (e %%, est continue par morceaux sur l'intervalle [0; T]. Il ne reste qu'a montrer la
convergence de

f f(e *tdt
T

Nous utiliserons le principe de comparaison pour les intégrales impropres:

au moins une valeur de a. La valeur de a utilisée n’'a pas vraiment d'importance. On remarque que si une fonction satisfait
cette définition pour a = 1, cela sera nécessairement vrai aussi pour a = 2.

6. La démonstration qui suit n’est pas nécessaire pour effectuer les exercices qui viendront. Elle est donné par souci
d’offrir un cadre mathématique rigoureux. En général, en sciences et en génie, les fonctions rencontrées satisfont les
exigences du théoréme et ont des transformées de Laplace.
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si \f(t)|<g(t) alors f g(t)dt converge = f f()dt converge
T T

Comme f(¢) est d’ordre exponentielle @, on sait que
lf()| < Me*"  sit>T

= |f(t)e_St|:|f(t)|e_StSM€at'€_”

En intégrant de T a oo, on obtient

f |f(t)e‘”|dtst e“te~tdt
T T

o0
< Mf e A gy
T

—e~(s—@) |

<M

S—a T

On sait que

lim —— =

[—oo  S—a

—e~(s—a)t 0 sis—a>0
diverge si s—a=0

Doncsi s—a >0 (ou s > a) et en se rappelant que M et T sont des constantes positives

—(s—a)T

foo|f(t)e_”|dtsMe—
T

S—a

On sait de plus que

o0 [e.0]
f fe*dr= Mf |[f(ne*!|dt
T T
On peut donc conclure que, sous les hypotheses du théoréeme,

o0 o0
f f(e stde et f f(te™*'dt convergent,
T 0

et que la transformée de Laplace existe.
finde la démonstration <

Nous verrons a la section 5.3 une «fonction » particuliere, la fonction delta de Dirac (ou fonction
impulsion), dont la transformée de Laplace existe méme si elle ne satisfait pas les conditions du
théoreme Le théoreme donne donc des conditions suffisantes, mais non nécessaires, pour
'existence de la transformée de Laplace.

On peut aussi constater que, sous les hypotheses du théoréme,

U f(He stdt
0

M
|[F(s)|]=s—— sis>a
s—«a

o0
sf Me®! . e Stdt
0

= lim F(s)=0

§—00
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1l en résulte que les fonctions de F(s) suivantes 1, s et e?* ne peuvent étre la transformée de
Laplace de fonctions continues par morceaux, et d'ordre exponentielles a. En effet, pour ces fonctions
de s, lim F(s) #0.

§—00

Heureusement les combinaisons linéaires de sommes et de produits de sinus, cosinus, exponen-
tielles (linéaires) et polyndmes satisfont les hypothese du théoréeme et ont donc des transformées de
Laplace.

Les conditions énoncées dans le théoréme d’existence a la page [I1] sont des conditions suffi-
santes mais non nécessaires. Par exemple, la fonction f(#) = {77 cause probleme puisqu’elle n’est
pas continue par morceaux en ¢ = 0, mais sa transformée de Laplace existe (formule P12 de la table,
avecn = —%)

ou I" représente la fonction gammaﬂ.

Considérant la définition avec intégrale de la transformée de Laplace, a la page 2] et en se
souvenant qu’'une intégrale définie n'est pas influencée par la valeur en un point de la fonction
intégrée (pourquoi?) on peut concevoir que deux fonctions aient la méme transformée de Laplace.
Par exemple, les fonctions suivantes

5 0<t<?2 5 0<t=<?2
f)= 2+t 2<t<4 et g = 2+t 2<t<4 (5.2)
4-t>  t=4 4-12 >4

qui differenten t =0, t =2 et t = 4 ont la méme transformée de Laplace. Apres calculs on trouve

I 1 18 9 2 5
F(3)=G(S)=(—2——)9_23+(____2__3)e—45+_
&S s § s s

La figure suivante montre les calculs faits a I'aide de la définition avec intégrale.

2 4 LY
(5- e’ t) de+ ((2+r)- e’ r)dt+ ((471*2)‘ e’ t) dz|s>0
0 2 4
e ds. (5-52- et S5 (s-1)-e% S—18-52—9-3—2)
3

S

eds. (5-32- e¥5—5-(s-1)-e¥ 5-18- 5?0 s—2)

$3

1 1} - -8 9 2 “des D
S W= S e A B R J
32 s s 2 3 s I

S S

propFrac

~

7. Pour x > 0, la fonction gamma est définie par I'(x) = [5° t*Le~tdt. La forme plus générale utilise une variable
complexe z au lieu de x et I'intégrale existe si la partie réelle de z est supérieure a 0 (Re(z) > 0), consultez Wikipedia, Pour
une valeur 7 entiére, on a le résultat suivant I'(n) = (n — 1)!. La fonction gamma est donc une généralisation de la fonction
factorielle.


https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function
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On remarque qu’on a dans ce cas-ci deux fonctions qui different seulement a des points ott'on a
des discontinuités de type «saut» en t =2 et t =4 (ou en ¢ = 0 ot la fonction g(¢) n’est pas définie). On
constate, dans la transformée de Laplace obtenue, la présence des termes e~ et e~** correspondant
a ces deux sauts. On y reviendra plus en détails dans la section 5.3 en voyant la fonction échelon-unité
(fonction de Heaviside).

Exercices

B.I Utilisez la définition avec intégrale (page 2) pour calculer la transformée de Laplace des
fonctions suivantes (faites les intégrales avec votre calculatrice symbolique en fournissant une borne
appropriée pour la variable s)

@ f(n=t>-1 (©) h(r) = tsin(w i)
(b) g(r)=re !

6.2 Méme consigne qu’'au numeéro 1 avec les fonctions définies par morceaux suivantes

0<t<3 1 0=st<3

@ fm:{ 5-t t=3 © f(t):{ sin(t) =%
4-t 0=t<4
(b) g = 3 4<t<6
9—t 1=6

(.3 Utilisez les propriétés P1 a P11 de votre table de transformées de Laplace (annexe[A.2) ainsi que
la propriété de linéarité (voir théoréeme 5.1l a la page[6B) pour calculer la transformée de Laplace des
fonctions suivantes

(@ 4-7t h) 2+31H%-1
(b) 2sin(5¢) —6cos(51) @ (1+e)(1-e7)

-3t 3
(c) 2e>'+3tsin(4n) G) 2e%1+4rcos(2t)
(d) 4e?’—2e72'sin(31)

@ 2:3—4te=3 +5 (k) sin®(37) -3t
(f) e*l—e 2t () 4sin(27)cos(21)
® (1+e')’ (m) 2sin (8¢ - %)

5.4 En utilisant la définition du sinus hyperbolique (voir annexe[A.I) et votre table, déterminez la
transformée de Laplace de
f () =sinh(ar)

(.51 Considérons la fonction e?’ ot a prend la valeur complexe w i au lieu d’'une valeur réelle, donc
ici w € R et on s'intéresse a la fonction a valeur complexe e'“?.
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(a) Utilisez la propriété P4 de votre table pour trouver et simplifier
P { eiw t}

(b) Utilisez la célebre formule d’Euler el = cos(f) + isin(@), la linéarité de I'opérateur et les
propriétés des nombres complexes pour démontrer, sans faire d'intégrales, les propriétés P6
et P7 de votre table de transformées de Laplace.

Appliquez la méme démarche que I'exercice précédent avec la fonction complexe el~4+@d?
pour retrouver, sans faire d’intégrales, les formules P8 et P9 de votre table de transformées de Laplace.

5.2 Propriétés supplémentaires et transformées inverses

Dans la premiére section nous avons vu la définition avec 'aide d'une intégrale impropre de la
transformée de Laplace et les propriétés P1 a P12 de la|table de transformées de Laplace|a I'annexe
[A.2l Cela nous a permis de calculer la transformée de plusieurs fonctions usuelles que I'on rencontre
en génie. Voyons maintenant les propriétés P19 et P20 de la table. Cela nous permettra de calculer la
transformée de Laplace de fonctions plus complexes que celles vues jusqu’a maintenant.

Théoréme 5.3 Translation dans le domaine s

Considérons une fonction f(#) pour laquelle la transformée de Laplace existe (pour s > «), donc

ZL{f)}=F(s). Alors

Lle ' f(0}=F(s+a) (P19 de votre table)

> Démonstration Appliquons la définition intégrale de la transformée
[e.0]
&B{e_“f(t)}:f e ‘' f(ne'de
0

:/ e ST dy
0
=F(s+a)

finde la démonstration <

Cette propriété indique que multiplier une fonction par e~“ dans le domaine du temps produira
une translation de a unités dans le domaine s. Cela permet de calculer la transformée de Laplace
de fonctions qui ne sont pas dans notre table de transformées ou de démontrer certaines entrées de
cette table (par exemple, montrez P5 a partir de P4 ou P8 et P9 a partir de P6 et P7).

Exemple 5.7
Déterminez la transformée de Laplace de la fonction g(t) = t?e ™.

On doit appliquer la propriété P19 en considérant a =5 et f(t) = £

Ll =L{fe "} =  f(=teta=5
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.y _ 2 _ _
En utilisant P3 pour f(f) = t°, on trouve F(s) = 213

Comme P19 I'indique on trouvera

—-at\ _ 2 =51 _ _
L{fwe ‘"t =Fs+a) = ZLire }—F(s+5)——(s+5)3

Le théoréme suivant nous montre I'impact, sur sa transformée de Laplace, de multiplier une
fonction f(¢) par t” (n entier positif).

Théoreéme 5.4 Dérivation dans le domaine s

Considérons une fonction f(¢) satisfaisant les hypothéses du théoréme d’existence5.2] donc f(¢) est
continue par morceaux pour ¢ = 0 et est exponentielle d’ordre «. Sa transformée de Laplace existe
(pour s > a) = L{f (1)} = F(s). Alors

d"F
ds"

L f0} =" (P20 de votre table)

> Démonstration Considérons la définition de base de la transformée de Laplace.

L{f0)} = F(s) :fooof(t)e‘”dt

Dérivons par rapport a la variable s chaque c6té de cette derniere égalité

d _d [*® st
aF(s)_ds[o fe>"dt

Etant donné les hypotheses surla fonction f (1), larégle de Leibniz nous permet d’interchanger 1'ordre
de dérivation et d’intégration dans cette expression

d _d [*® st
%F(s)_dsfo fe " dt

_ e d —-st

—fo dsf(t)e dt

:f f(O(=ve*tdt
0

= _foo tfmetdr=-L{cf()}
0

On en déduit que

Llifwh =5

Si on dérive 2 fois ou n fois, on trouvera

d*F d"F
2 _ n — (1"
LAt f(t)}_—ds2 Z{"f0}=(-1D o

finde la démonstration <
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Exemple 5.8 |

(a) Reprenons le calcul de la transformée de Laplace de la fonction de 'exemple [5.7] mais en
utilisant la propriété P20 au lieu de P19. On veut calculer de nouveau £ {r*e~>'}. En utilisant

P20 avecn=2,0ona )
d-F

LL{rf()) = —
{2fo=5

1
Ici, f(1) = e > et donc F(s) = P (en utilisant P4). On obtient
s

.se{tze—Sf}:d—z( ! ) 2

ds? \s+5) (s+5)3
(b) Calculons la transformée de Laplace de la fonction g(#) = 3te %! cos(4t)
Pour pouvoir utiliser P20, posons f(f) = 3e 2 cos(41). En utilisant P9 avec w = 4, on trouve

s+2 B 3(s+2) B
(s+2)2+42  (s2+4s+20)

£L{3e"* cos(4t)} =3 E(s)

On utilise P20 avec n =1

d
ds

.%{tf(t)}=—% = ${3te_2tcos(4t)}=—

3(s+2)
(s2+4s+20)

_ 3(s*+4s-12)
(s2+45+20)2

3(s*+4s5-12)

g{gte_ZtCOS(llt)} = m = G(S)

On remarque de ces exemples que la transformée d'une fonction peut parfois étre calculée en
utilisant différentes stratégies ou propriétés de votre table. La transformée du dernier exemple aurait
pu également étre calculée en utilisant P19 et P11 car g(f) = 3te %! cos(41) = e 2! - (3t cos(41)).

On veut cependant utiliser cette technique pour la résolution d’équations différentielles. Il faut
donc savoir prendre la transformée de Laplace de la dérivée d'une fonction (inconnue).

Considérons une fonction f(f), continue en ¢ = 0, dont la transformée de Laplace existe, donc
L{f)} = F(s). En appliquant la définition de transformée de Laplace a la dérivée de cette fonction,

_df
notée ——, on trouve
dt

ar\ _(>af s
g{dt}_ A dte dt

Pour évaluer cette intégrale, appliquons la technique d’'intégration par parties. On obtient
u=e’" = du=-se’ldr
af

dv=—dt =
v a1 = v=f

En substituant ces valeurs dans 'intégrale donnée, on obtient
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OOd fo'e) [o¢]
donc[ —fe_”dt:uv’ —f vdu
o dt 0

0
_ —Stoo o —Sst
=fe +s fe > dt
0 0

=—f(0)+sF(s)

Ici on a utilisé le fait que si la transformée de Laplace de f(t) existe alors

o0
A}Iim f(M)e_SM =0 et par définition f f(e *tdt=F(s)

On obtient ainsi la propriété P16 de votre table

d /
.se{d—f;} = LLf 0} = sF(s)— £(0)

On peut laisser tomber les variables indépendantes dans cette écriture pour alléger le texte ; on se
rappelle que les fonctions dans le domaine du temps sont en lettres minuscules et les fonctions dans
le domaine s sont en majuscules. Cela donne

2| =ip}=sF- O

Si la fonction n’est pas continue en ¢ = 0, le terme f(0) serait remplacé par f(0"), le limite de la
fonction quand ¢ tend vers 0 par la droite.

Par un raisonnement similaire, si f(¢) et f'(¢) sont continues en ¢ = 0 et si f(f) est continue par
morceaux pour ¢ = 0, en supposant de plus que toutes ces fonctions soient exponentielles d’ordre «,
alors on peut montrer la propriété P17 de votre table

dzf n !
i{ﬁ} =2L{f"}=s*F-sf(0)-f'0

On remarque que si les conditions initiales, en ¢ = 0, sont nulles, dériver une fonction dans le
domaine du temps (#) revient a la multiplier par s dans le domaine transformé et dériver deux fois
dans le domaine du temps revient a multiplier la fonction transformée par s2. La généralisation pour
une dérivée 1™ est donnée par la propriété P18 de votre table.

Maintenant que nous savons prendre la transformée de Laplace de la dérivée d'une fonction,
voyons dans I'exemple suivant une application avec la résolution d’'une équation différentielle.

Exemple 5.9
Résolvons I'équation différentielle suivante

dx
— +3x=2e3"

ar avec x(0) =5
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Dans cette équation, x est la fonction solution cherchée qui dépend de la variable ¢, donc x(¢) mais
on écrit seulement x pour alléger I'écriture. Sa transformée de Laplace est la fonction X qui est une
fonction de la variable s, donc X (s) mais on écrit seulement X. Selon notre convention d’écriture, x
et X représentent la méme solution (inconnue) mais sur deux domaines différents; x est la solution
dans le domaine du temps ¢ et X la solution équivalente dans le domaine s.

Prenons la transformée de Laplace de I'équation et résolvons-la par rapport a X

dx dx 1
£ {— + 3x} =P{2e > £ {—} +2L{3x} =2— en utilisant la linéarité et P4
dt dat s+3
2 2
> ($X—-x0)+3X=— >sX-5+43X=—
s+3 s+3
2
= (§+3)X=5+——
s+3
2

> X=—+—
s+3  (s+3)?

Cette derniere expression représente la solution de la transformée de Laplace de I’équation différen-

tielle. Il nous reste a revenir dans le domaine du temps ¢ pour obtenir la solution x(¢). On procede

pour cela a la transformée inverse de cette réponse en s, voir 'exemple a la page[Ql

xzi‘l{x}zi‘l{iw ! }

s+3  (s+3)?

=5.5£—1{L}+z.5£—1{ ! }
s+3 (s+3)2

=5e 3" +2te7 3"  en utilisant les formules P4 et P5 de la table.

Cet exemple illustre bien I'avantage de cette technique qui permet de résoudre des équations
différentielles sans effectuer de calculs de dérivées ou d’intégrales, comme on le faisait dans les
chapitres précédents.

Cette démarche demandant le calcul d’'une transformée inverse, voyons plus en détails ce que
représente la transformée de Laplace inverse d’'une fonction F(s). On se souviendra qu’avec la
définition[z.Jlau début du chapitre, la transformée de Laplace était définie a I'’aide d’'une intégrale. De
facon similaire, il existe une définition analytique pour le calcul de la transformée inverse, mais celle-
ci fait intervenir une intégrale de contour dans le plan complexe nécessitant des notions avancées
en analyse complexe. Heureusement, comme on l'a vu dans I'exemple précédent, I'idée derriére
le concept est simple: la transformée inverse d’'une fonction F(s) est une fonction f(#) dont la
transformée de Laplace donne justement F(s). Il s’agit donc simplement d’inverser le processus déja
vu.

La définition suivante formalise ce concept. On retiendra cependant que 2 fonctions identiques,
sauf possiblement en un nombre fini de points de discontinuités de type « saut », auront la méme
transformée de Laplace (voir exemple page [I3). Mais si deux fonctions continues ont la méme
transformée de Laplace, elles seront identiques sur I'intervalle [0; col.
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Définition 5.4 La transformée de Laplace inverse d'une fonction F(s) désigne I'unique fonction
continue f () sur I'intervalle [0; oo[ qui satisfait

L{f®}=F() (5.3)

cette inverse est notée

L HE®)}=f0)

Si toutes les fonctions satisfaisant I'équation (5.3) sont des fonctions discontinues sur [0; co[, on en
choisira une, pour f(f), qui est continue par morceaux.

Avec cette définition et la table de transformées de Laplace a 'annexe[A.2] il est facile de calculer
certaines transformées inverses. On remarquera a cet effet que I’on doit alors lire la table de la droite
vers la gauche pour les propriétés P1 a P11. Par contre les propriétés P25 a P30 sont directement
utilisables pour calculer des transformées inverses.

Exemple 5.10

(a) Enposant a = 3 dans la propriété P4, on trouve

g—l{%}:e—%

(b) En posant w =5 dans P6, on trouve

5 ] 5.
2N | =L e =

En tenant compte de la définition précédente et de la linéarité de 'opérateur « transformée de
Laplace », on aura

Théoreme 5.5 Linéarité de la transformée de Laplace inverse

Considérons deux fonctions F; et F, pour lesquelles une transformée de Laplace inverse existe
LHRG=A® et LTHRO®}=fH0)

et deux constantes a et b. Alors

L UHaF(s)+bF(9)}=al HR) + b L HERG =afi(t) + b f(0)

En utilisant le théoreme précédent, la table de transformées de Laplace et un peu d’algebre au
besoin, on peut calculer un bon nombre de transformées inverses.
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Exemple 5.11

(@

5 2s+4 5 1 s 1
5,8_1{—+ }:—i_l{—}+2££_l +4$_1{ }
252 §249 2 §2 {sz+9} 249
5 4
= 5t+2005(3t)+ gsin(St)

en utilisant P2, P7 avec w =3 et P27 avec w = 3

Remarque : pour la derniére fraction, on aurait pu utiliser P6: £ 1 { } =sin(w?)

w
$2 +w?

4 4 3 4
Pl =-¢1 = —sin(3t), en ajustant pour respecter la forme de P6
s2+9) 3 s2+32] 3

(b)

B R e S A v B el
< { 52 +(s+4)3 =< 2 t£ {32}+$ (s+4)3

s
= ‘1{%}+$_1{1}+5$_1{ L }
S S (s+4)3

t3—le—4[ 5
=2 +145——— =2¢t+1+—t?e ¥
3-1)! 2

en utilisant P2, P1 et P26 aveca=4etn=3

(©

_1 78 3 -1 78 _1 3
£ {(s2+25)2+(s+2)2+5}_$ {(32+25)2}+'§£ { 2 2}
(s+2)2+(v5)

1 . L o
=7-—tsin(5t) +3—e “"sin(Vv5¢
75 sin0+3—= (V51)

7 . 3V, .
=—t 5)+ — 5t
o sin(5t) s e sm(\/_)

en utilisant P10 ou P30 avec w = 5 et P8 ou P28 avec w = v/5 et a = 2.
On remarque ici qu’il est plus simple d'utiliser P28 et P30 que d’utiliser P8 ou P10 ou1I'on doit
faire un ajustement numérique pour obtenir la concordance exacte avec la formule de la table.

Si on vous demandait de calculer la transformée inverse de l'expression Szjﬁ, méme en
regardant toutes les entrées de la table vous ne trouveriez rien permettant d’obtenir directement la
réponse. En effet, aucune des formules ne contient au dénominateur un polynéme général de degré
2 en s. Le méme probléeme se produit lorsqu’on apprend a calculer des intégrales indéfinies. Mais en
remarquant qu’avec la complétion du carré du dénominateur on obtient s> +4s+9 = (s +2)? +5 et
on retrouve ainsi le 2¢ terme de I'exemple (c) précédent.

Rappel: si le coefficient de s? est 1, alors on compleéte le carré en posant

sz+ms+n:(s+%)2+n—(%)2 (5.4)

ol m et n sont deux constantes réelles quelconques.
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Exemple 5.12

(a) Calculons la transformée inverse de — . On compleéte le carré au dénominateur

$4+2s+5
7 B 7 _ 7
$242s+5 (s+1)2+45-1 (s+1)2+4

On obtient une expression au dénominateur du type (s + a)? + w? avec une constante au
numérateur. On utilise donc P28 (ou P8), avec w = 2, pour compléter le travail

f_l{%}:.f_l{;z}: ze_tsin(2t)
§+28+5 (s+1)*+4 2

(b) Qu’arrive-t-il si on a un terme en s au numérateur? Considérons la transformée inverse

suivante
-1 { 3s-7 }
s2+2s+5
Comme le dénominateur est le méme qu’en a), on trouve
3s—-7  3s-7 3s 7
$2+25+5 (s+1)2+4 (s+D2+4 (s+1)2+4

Il est tentant de séparer la fraction en deux termes, comme on l'a fait ci-haut. En effet,
la derniere fraction est la méme qu’en a). Mais le premier terme ne correspond a aucune
formule ou propriété de la table. En fait, la seule formule ou I'on retrouve en méme temps,

un dénominateur du type (s + a)? + w? et un numérateur avec un terme en s, est la formule P9
ol 'on constate qu’on doit aussi avoir un terme en s + a au numérateur.

On vous recommande dans ces situations de procéder a un ajustement du numérateur pour
pouvoir utiliser P9
3s—7  3(s+1)-7-3
(s+D2+4  ((s+1)2+4
_3(s+1)-10

T (s+1)2+4
s+1 10

(s+12+4 (s+1)%+4
On remarque que I'on a « séparé » I'expression en 2 fractions seulement apres avoir procédé a
I'ajustement du numérateur.

On peut compléter maintenant I'exemple en utilisant P9 et P28
3s-7 s+1 10
R e e e e
$24+25+5 (s+1)2+4 (s+1)2+4
3(s+1 1
::e—l{#}_mge—l{—}
(s+1)2+4 (s+1)2+4

_q,—t _E —t o
=3e "cos(21) 26 sin(2¢)

= e !(3cos(21) —5sin(21))
|

Si le coefficient de s?, au dénominateur, n’est pas 1, faites une mise en facteur de ce coefficient et
appliquez la formule (5.4) a la page2Il L'exemple suivant illustre cette situation.
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Exemple 5.13

5
On cherche £ 71 {—}
2s24+65+8

Complétons le carré au dénominateur

) ) 3)2 9
25°+65+8=2(s"+3s+4)=2 s+§ +4_Z
( 3\2 7
=2|[s+=] +-
2 4
3)2 7
=2(s+=| +=
2 2

Le menu « Algebre » de votre calculatrice a une commande Compléter le carré pour obtenir directe-
ment ce dernier résultat. On obtient alors en utilisant la propriété P28

_1{ 5 }_ . 5
282 +6s5+8) 2[(8+%)2+z]

Pour obtenir des termes du type (s + a)? + w? (attention au signe + avant le terme w?) il faut que
les racines du polynéme de degré 2 soit des nombres complexes (pourquoi?). Si ce n’est pas le cas et
qu’'on a des racines réelles, on ne fera pas une complétion de carré mais plutét une décomposition
en fractions partielles, donc une somme de termes plus simples (et qui eux seront dans la table).

Les figures suivantes illustrent certains des calculs précédents faits a 'aide de votre calculatrice
Nspire.

2 2 - 1
expand (s+2) +5) s +4-st9 cZeros(Z' 32+6- s+8, s)
= 7= 7
completeSquare(32+4- s+9,s) (s+2)2+5 —3+£ i,-éf-—v i
2002 28002
completeSquare(Z 0 52+6 0 s+8,s) ) {,3 ,2}
3 cZeros(s +5- s+6,s) ’
3.7
2 |st—| +— 2 2
2/ 2 completeSquare(s”+5- s+6,5 o 31 1
\ 2 4 ||

On remarque sur cette derniére figure que lorsque les racines du polynéme sont des nombres
réels, la complétion de carré donne une expression du type (s + a)> — w?. La présence du signe
moins est problématique puisque ce type d’expression n’est pas dans votre table. Certains auteurs
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mettent ce type d’expression dans leur table de transformées de Laplace, mais nous préférons
procéder comme avec I'exemple suivant, surtout en considérant que vous avez tous acces, via votre
calculatrice, a un calculateur symbolique.

Exemple 5.14
3
Calculons la transformée inverse £ ! { - }
s2+55+6
- . . . . 3 3
En utilisant la décomposition en fractions partielles expand > S - o
S S
de la fraction rationnelle (voir la commande Nspire a s 45516
droite), on obtient en utilisant P4 dans la table
expand S
‘%_1{ 3 }:l%_l{ 3 _ 3 } s +5-st5
s2+55+6 s+2 s+3 65 65
=3¢ 2" —3¢73! 5-(2-5-[5+5) 5-(2-5+/5+3)

On remarque dans la figure précédente qu'un léger changement dans une valeur peut influencer
grandement le résultat. La premiere expression correspond aux exemples habituels dans les bou-
quins, alors que vous ne trouveriez pas le deuxiéme dans un livre classique. Par contre, avec votre
calculatrice effectuant les calculs algébriques et en lui demandant de simplifier en point flottant (a 4
décimales) I’expression obtenue, on trouve aisément

3—1{ 3 }zgg—l{ 65 65 }
s2+55+5 5(2s-v5+5) 5(2s+v5+5)
1| 13416 1.3416
- {s+ 1.3820 s+3.6180}
=1.3416¢ 138207 _ 1 3416361807

Quoique la commande expand de votre calculatrice symbolique permet d’obtenir directement
une somme de termes plus simples pour utiliser votre table, on peut se questionner sur comment est
obtenu ce résultat. La technique de décomposition en fraction partielles (voir annexe[A.3lpour plus
de détails) se base sur la factorisation du polynéme au dénominateur pour obtenir algébriquement
une somme équivalente de termes plus simples. Lexemple suivant illustre, en partie, les calculs faits
par votre calculatrice pour trouver les résultats de '’exemple précédent. Vous n’aurez pas a faire
manuellement ces types de calculs mais il peut étre utile de comprendre d’ou ils viennent.

Exemple 5.15 [

Décomposez la fraction en une somme de termes plus simples.

2
$+55+6
Le dénominateur se factorise aisément: s*> +5s+6 = (s +2)(s +3). La technique décrite a I'annexe[A.3]
nous indique qu'il existe des coefficients réels uniques A et B, tels que

3 ~ 3 A . B
$2+55+6 (s+2)(s+3) s+2 s+3

(5.5)
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Si on multiplie chaque coté de I'égalité (5.5) par (s +2), qu'on simplifie et qu'on pose s = —2 dans le
résultat obtenuﬁ, on aura

s+2 3 —2+2
— = — = =A+B- A=3
s+3 s+3 -2+3 —-2+3
Multiplions maintenant ’équation (5.5) par (s + 3), simplifions et posons s = —3 dans le résultat
obtenu 3 +3 3 3+3
s f—
—=A-——+B > =A- +B => B=-3
s+2 s+2 -3+2 -3+2 -

On retrouve ainsi le méme résultat que celui obtenu avec la commande expand dans I'exemple [5.14]

précédent
3 3 3

(5+2)(s+3) s+2 s+3

Important: vous n’'avez pas a faire cette démarche pour vos exercices. Utilisez la commande expand
de votre calculatrice.

On peut utiliser plusieurs des techniques précédentes pour calculer des transformées inverses de
termes plus complexes.

Exemple 5.16
11s-6

Evaluez la transformée inverse de I’expression suivante 3 5
$°+45°+9s+36

On factorise le dénominateur et on trouve un fac- =~
teur linéaire (racine réelle) et un facteur quadra- factor(s3 +4-s2+9-s+36,s) (s+4)-(s2+9)
tique (racines complexes) :

$3+45%+95+36=(s+4)(s?+9)

Comme l'indique la technique de décomposition

expand LLAEb

bl

33 +4- 32 +9- s+36

. . . , 2- 3 2
en fractions partielles (voir annexe [A.3), on s’at- > 2 +2—f—4
N -
tend a trouver s°49 5749 S
11s-6 As+B C 2s 3 2 253 2
= + R 2 sté
(s+4)(s2+9) s2+9 s+4 s“49 579 S s+9 = g

Avec la commande expand de Nspire, on trouve

11s-6 _25+3 2
$3+4s2+95+36 $2+9 s+4

En utilisant les propriétés P7, P6 et P4,

11s—-6
$3+4s524+95+36

=>§£‘1{ }:2cos(3t)+sin(3t)—28_4t

On peut avoir a appliquer la complétion de carré apres avoir décomposé en fractions partielles
une expression. Lutilisation de Nspire pour nous aider dans la manipulation algébrique des ex-
pressions données permet de traiter rapidement des problémes plus complexes. L'exemple suivant,

8. Un logiciel de calcul symbolique prendrait la limite quand s tend vers —2, ce qui revient au méme ici.
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ou le dénominateur n'est pas factorisé et ou la décomposition manuelle en fractions partielles
demanderait plusieurs étapes de calcul, illustre ceci. Attention, pour des étudiants ne pouvant s’aider
d’'une calculatrice ou d'un logiciel de calcul symbolique, cet exemple serait trés ardu.

Exemple 5.17
—11s*+48s+71
s4—253 752125472

Evaluez la transformée inverse de I’expression suivante

On factorise le dénominateur et on trouve un fac-
teur linéaire (racine réelle double) et un facteur
quadratique (racines complexes) :

factor(s4f2‘ 3377~ 32*12‘ s+72,s)
sP—283 72— 125472 =(s-3)%(s® +45+8)

(s 3 s +4 s+8

Comme l'indique la technique de décomposition {2+2- 1221}

. ] . cZeros(32+4- s+8,s)
en fractions partielles (voir annexe [A3), on s’at-

tend a trouver -11- 32 +48- s+71
expand S
4 5 2
—11s*+48s+71 A B Cs+D & s 25" -7-s"-12-s+72
202 = + 2t 2 25 1
(s—3)°(s*+45+8) s—-3 (s—3) s“+4s+8 _

2 2 53
. . +4- s+
Avec la commande expand de Nspire, on trouve ST B ;

~11s* +485+71 -2 4 251

= + +
(s—3)2(s2+4s+8) s—3 (s—3)2 s2445+8

En utilisant les propriétés P4, P5, P9 et P28, et en complétant le carré

-2 4 2s—1 2s—1
&B_l{ + + }=—2e3t+4te3"‘+$_1{—}
s—=3 (s—3)2 s2+4s+8 (s+2)2+4

2(s+2)-5
(s+2)2+4}

2(s+2) 1
(s+2)2+4 (s+2)2+4}

= —2e3t+4te3t+$_1{

= —2e3t+4te3t+$_1{

5
=203 +4re3 +2¢7% cos(2t) — Ee_Zt sin(21)

On peut maintenant combiner toutes les propriétés vues dans cette section pour résoudre, al’aide
de transformées de Laplace, des équations différentielles. Lexemple suivant illustre cette approche
ol I'on résoudra I'équation différentielle sans effectuer de dérivées ou d’intégrales, contrairement a
ce qu’on avait vu dans les chapitres précédents.

Exemple 5.18 [

d? d
Résolvons I'équation i A4

72 ’r +20y = 4sin(6¢) avec les conditions initiales y(0) = —1 et y'(0) =3

On prend la transformée de Laplace de I'équation et on utilise les propriétés P17, P16 et P6. On
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rappelle la convention utilisée qui stipule que les fonctions inconnues dans le domaine du temps sont
en lettres minuscules et les fonctions équivalentes dans le domaine transformé s sont en majuscules.
Dans notre cas, £{y} = Y ou £{y(1)} = Y (s) si on spécifie les variables indépendantes.

d’y  ,dy T
< {ﬁ 4 +20y} =2 {4sin(61)}

= [V —sy(0) -y (0)] +4[sY - y(0)] +20Y =4

2436
2 24
=> SY+s5s-3+4(sY+1)+20Y = ——
s2+36
= (s +4s+20)Y +s+(4-3) _4 = (s +4s+20)Y A (s+1)
N N N —9J)= S S = —(s

24 s+1
Y = -

(s2+36)(s2+4s5s+20) s2+45+20

(8 +s*+365+12)

" (s2+36)(s2 +4s+20)

avec un dénominateur commun

Remarque: on peut obtenir directement ce dernier résultat en résolvant, pour Y, avec Nspire la 2°
équation (voir écran sur la figure suivante). Si on applique, avec Nspire, la décomposition en fractions
partielles et qu’'on complete le carré, on trouve

23 s 1 1 3 s 6 1
T 2652+45+20 13s2+4s+20 26s2+36 13 s2+36
23 (s+2)-2 1 1 3 s 6 1

26(s+2)2+16 13 (s+2)2+16 26s2+36 13 s2+36
23 542 +(23 1 1 3 s 6 1
26 (s+2)2+16 (13 13)(s+2)2+16 2652+36 13s2+36

En appliquant les propriétés P9, P28, P7 et P27, on trouve finalement

23 22 1 3 6 1
.f_l{Y} =y(r) = —%e_Ztcos(M) + I Z-e_Ztsin(M) - %cos(ﬁt) 3 gsin(Gt)

= (1) = 23e_z"‘cos(4t)+He_Ztsin(4t) 3cos(6t) 1sin(6t)
F="% 26 26 13

Si on compare avec la technique des coefficients indéterminés du chapitre 4, on remarque dans
cette réponse la solution homogene yy, les deux premiers termes qui sont la solution de I'’équation
homogene associée, donc I'équation différentielle sans le membre de droite 4sin(6¢).

La deuxieme partie de cette réponse est ce qu’'on appelait la solution particuliere

3 1
Yp= —% cos(6t) — E sin(6t)

On se souviendra également que les conditions initiales n’ont pas d’'impact sur cette derniére partie.
La figure suivante montre quelques-uns des calculs précédents faits par Nspire
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(|
s2. prs—3+4- (s pr1)+20- y=—2 2 yrs: (g pr1)r20-pr1——2
s2436 s2+36
: 2 st —{s3+32+36-s+12]
2136 [s24-s+20) s244-s+20 [52+36]- [52+4-s+20]
Solvesg-y+s—3+4- (s-yO—l]+20-y= °24 B = ’[53+§2+36-s+12].
s"+36 (52+36_]- [52+4- s+20_]
| —[;3+s3+56-s+12)
expand| - — -,
(s2436) [s2 14 5+20) |
ST S R S
26-[52+4-s+20] 13-[53+4-s+20_] 26-[52+36) 13-[52+36)
I ~

Il existe un ensemble de commandes, un « package Laplace »E’] nommé ets_specfunc, que 'on
peut ajouter a Nspire et qui permet de calculer directement les différentes solutions des exemples de
cette section. En utilisant ces commandes, vous pourrez vérifier le résultat attendu.

Important: 'utilisation de ces commandes est permise uniquement pour des fins de vérifications.

On voit a la figure suivante une de ces commandes utilisée pour obtenir directement la solution
de I'équation différentielle précédente. On y voit également la vérification que la solution obtenue,
y(1), est bien solution de I'équation différentielle ; on la substitue dans la partie gauche de I'’équation
différentielle et Nspire simplifie le résultat en 4sin(6¢)

, \
ets_specfunc\solved d—q{v{t}}+4- a%{v[t}}+20'y[t}=4- sin[t')- t}, { y[t},'l,j}

dt

i -3-cos(61) sin(6-7) 23 cosl4- 1}+ 11 sin(4- )
- el )_sole ) 35 o), s
S

y{i\— -3 cos(é- t}isin(é- i) 25 e_g. . 005(4- 1}+ 11 9‘2- . sin{4- i}
26 13 26 26

. 2-t 2f .
-3. . . 7. . . . . .
{v}+4_ {v}+20'y[1v— 3 cos(ﬁ t}ism{é t}i_.j e cos(4 1)+11 e sm{4 i}
dt 26 13 26 26

2
“w' (%]

4- sin{()' i}

9. Consultezce texte, disponible dans la section « Documents » dusite Moodle du cours MAT265, pour plus de détails
sur I'installation et I'utilisation de ce package


http://seg-apps.etsmtl.ca/nspire/COURS/MAT265/chap5-Laplace-prog.pdf
https://ena.etsmtl.ca/course/view.php?id=314
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m)irectives pour les étudiants \

En regardant les exemples de cette section, on peut voir ce qu'un étudiant devrait produire
comme travail pour résoudre les exercices qui suivront. Clairement, vous pourrez utiliser votre
calculatrice Nspire pour calculer des dérivées et des intégrales, pour résoudre des équations ou
des systéemes d’équations, pour effectuer certaines manipulations algébriques comme complé-
ter un carré, décomposer en fractions partielles.

Mais vous devez indiquer quelles opérations sont faites avec la calculatrice (quelle est I'inté-
grale faite, quelle est’équation résolue etc.) et vous devez travailler avec la table de transformées
de Laplace. La seule exception sera, comme on I'avait fait au chapitre 3, que vous pourrez utiliser
les commandes du package Laplace pour résoudre directement les équations différentielles
Qencontrées dans les applications physiques du chapitre 6. /

La figure suivante illustre les commandes laplace et ilaplace qui sont utilisées pour vérifier les
réponses obtenues dans certains des exemples de cette section. On s’attend de vous, en examen ou
en devoir, que vous procédiez plutét comme on I’a fait dans les solutions détaillées de ces exemples.
Mais ces commandes vous permettent de valider les réponses obtenues.
5 ———————————

ets_specfunc\lapl Hc‘g(l‘2. oo t) 5
(s+5)3

2
(52+4- s+20)

31
ets_specfunclilaplace| — —_—
2 2 {71
2-57+6-5+8 5\7-e - sin|
2

7

11-5-6 ) 2- cos(3- 1) +sin(3- )—2-e *'*

ets_specfunclilaplace
s7+45249:5436

Exercices

b.71 Utilisez votre table de transformées de Laplace (en particulier les propriétés P19 et P20) pour
déterminer la transformée des fonctions suivantes

(@) f(r)=7r%e" (d) f(t)=4te’ cos(31)
(b) g(H)=e 21+ 1n)? (e) h(t)=@2t+1)%cos(51)
(© h(t)=213sin(4t) +2
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Utilisez votre table de transformées de Laplace pour déterminer la transformée inverse des
expressions suivantes

@ 4 3 © 4 2 0 2s—1
a —-——— e ) —5————
§+21 s+3 (s—5)3  (s2+25)2 452 +45+5
S+ 65— 10 3 3s
(b) f - ) —
$2+9 O o e 0 ez
2—-s 4 3s+1 4 4
(c) 2 g ———— k) -
S+s7 s-10 s2—6s+13 s2+4  (s2+4)2
@ 2+3s—s2 ) s—1 1
s3 s2+25+2 s2+s5+1

Déterminez la transformée inverse des expressions suivantes en utilisant la commande expand
de Nspire pour effectuer la décomposition en fractions partielles et en utilisant votre table de
transformées de Laplace.

35—8 252 +245-8
@ ——— €]
s2—-16 s3+8s2+8s+64
®) 5s+4 )
282 _s_1 ) 5—-12s+4s
2524 1-3s+4s2—-12s3
(c) 382(82+4) (1) 4s N s+3
@ 2s2+155+5 452 —45-15 6s2+s—1
(s+ 1)2(s§2) N 253252 -2s5+1 3
(e) J s2(s—1)2 (s—1)2

(st—252-8)(2s+1)
s+1 s 1+s+3s3—3s*

O Tseia (s—1)4 (9 (s+1)(2s + 52)

B5.J0 Résolvez, par transformées de Laplace, les équations différentielles suivantes.

(@) dx_dx oo avec x(0) =3 et £'(0) =5
dr? dt
d2

(b) d—;+9x=206“ avec x(0)=0etx'(0) =1
@2y 4y I

() 712 Zdt+y_6t avec y(0)=4ety'(0)=1

d) y"-4y +4y=25t2e73"  avec y(0)=0et y'(0) =2
d? d

© T214%% Lo0x=0  avecx(0)=2etx'(0)=1
dr? dt

) x"+4x +10x=2e7! avec x(0)=2etx'(0) =1
@ y"-2y"+y -2y=4r+1 avec y(0)=3,y'(0)=-1ety"(0)=2

B.I1] Utilisez les propriétés P6 et P16 pour montrer la propriété P7.
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6.12] Démontrez la propriété P17 en vous servant de P16.

5.3 Fonctions spéciales: fonctions échelon-unité et delta de Dirac

En sciences et en génie, on doit pouvoir utiliser des fonctions qui ont des discontinuités de
type «saut». Par exemple, en électricité, on veut mettre un commutateur en position « ouvert »
ou «fermé ». En mécanique, on veut appliquer une force pendant 3 secondes seulement. Dans un
réservoir, on ferme I'entrée d’eau apres 10 secondes. Pour nous aider a représenter mathématique-
ment ces situations, on va utiliser une fonction tres simple, la fonction échelon-unité qu'on nomme
également la fonction d’'Heaviside (unit step function, en anglais). Cette fonction permet d’'indiquer
un changement d’état en ¢ = 0 ou, par déphasage, en ¢ = a avec a > 0. Par définition,

0 t<0 0 t<a
u(r) = u(t—a) = oua>0.
{ 1 t>0 { 1 t>a
u(t)A u(t-a) A
1 1
o 1 2 3 4 1 0 3 X

FI1G. 5.2 Fonction échelon-unité,en t=0etent=a

On remarque de la définition précédente que nous avons fait le choix de ne pas indiquer la valeur
de la fonction échelon-unité en ¢t = 0 ou plus généralement en ¢ = a. Certains auteurs préferent
indiquer que cette fonction vaut 1 en ¢ = a. On en voit d’autres en sciences appliquées donner la
valeur % (la mi-hauteur) en ¢ = a. C’est un peu comme si on nous demandait en ¢ = a, est-ce que le
commutateur est ouvert ou fermé ? Nous avons choisi de laisser cette valeur indéterminée. Pour nos
besoins, en transformées de Laplace, cela n’aura pas d'impact. Il est vrai qu’en génie et en physique,
on rencontre plutot des changements se produisant dans un tres petit laps de temps et non pas de
facon instantanée.

Pour le reste de la discussion, on considere le cas général u(t — a) de cette fonction, en posant
a =0 au besoin si on a un changement en ¢ = 0. Cette fonction échelon-unité peut étre vue comme le
cas limite de la fonction continue suivante

0 t<a
1
he(t—a)=1{ Z(t—-a) a<t<a+e
€
1 t>a+te

On passe ainsi de la hauteur 0 a la hauteur 1 en un temps (petit) de valeur €. Et si cette valeur €
tend vers 0, on retrouve la fonction échelon-unité

u(t—a)= lim h.(t—a)
e—0*
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h(t-a) A u(t-a) A
0 a are ;t 0 a 5

F1G. 5.3 Fonction échelon-unité en ¢ = a, la limite quand € — 0

La figure[5.3lillustre cette situation.

On remarque, dans le graphe de u(f — a) de cette figure, le trait vertical en ¢ = a, qu'on retrouve
parfois chez certains auteurs pour indiquer le changement d’état entre les valeurs 0 et 1. Cette
définition n'est pas compatible cependant avec la notion mathématique classique de fonction, et
nous conserverons I’approche décrite avec la figure[5.21

Comme on le mentionnait, cette fonction peut étre utilisée pour indiquer un changement d’état
dans une fonction f(¢). Par exemple, f(#)u(¢) représente une fonction qui vaut 0 si ¢ < 0 et qui vaut
f(1) si t> 0. De facon analogue, la fonction g(t) = f(#)u(t — a) est une forme compacte ou abrégée
pour
0 t<a

Les 2 figures suivantes illustrent cette situation pour f(t) =sin(t) aveca=0eta= %

2
f(t)u(t)4

>

g(t) A

_an _ﬁ T \3n/ 5m ;t 30 _i‘[ m \3n/ 5m ;t
2 2 2 \2/ 2 2 2 2 \2/) 2
-1 -

FIG. 5.4 la fonction sin(#) u(t) F1G. 5.5 la fonction g(¢) = sin(#) u(t— %)

Plus loin dans cette section, on rencontrera fréquemment des expressions du type f(t—a)u(t—a)
avec a > 0. Celareprésente une translation vers la droite de a unités par rapport a la fonction f(¢)u(¢).
Considérons par exemple la fonction h(t) = sin(f —n/2)u(t —n/2). Les figures suivantes comparent le
graphe avant et apres le déphasage de /2 unités.

On a mentionné au début du chapitre que I'on ne s’'intéressait qu’aux fonctions qui prennent une
valeur nulle si ¢ < 0. En d’autres mots, I’étude des phénomenes physiques par les transformées de
Laplace ne débute qu’au temps ¢ = 0. Le calcul, par définition, de la transformée traduit cette idée
en effectuant I'intégrale a partir de ¢ = 0. En considérant les formules P2 a P12 de la table, on doit
comprendre des fonctions f(t) indiquées que I'on pourrait ajouter u(¢) aprés chacune d’elles. Ainsi
la formule P6 pourrait se lire

Lisin(wdu(t)} = ﬁ aulieude  ZL{sin(wn}= Szj_)—wz
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f(u(t)A h(t) A
JAWA 1N
30 _TT m \3m/ 51 ;t _3n _Tt mn 3 5T ;t
2 2 2 \2/ 2 2 2 2 2 2
-1 -1
F1G. 5.6 la fonction sin(#) u(f) FIG. 5.7 lafonction h(f) = sin(t—Z)u(t—7)

Du point de vue du calcul de la transformée de Laplace, sin(w f) u(¢) et sin(w ) ont la méme
transformée. Lorsqu’on doit résoudre des équations différentielles et que I'’on doit calculer des trans-
formées inverses, il est préférable de choisir le premier résultat puisque I'approche par transformées
de Laplace ne considére pas ce qui se passe si ¢ < 0. Par exemple,

1
¢l { T 1 } =sin(t)u(t) au lieu de simplement donner sin(#)

On évite ainsi de spéculer sur ce qui se passe avant ¢ = 0. Pour ne pas alourdir les textes et la table,
on ne mentionnera pas en général cette restriction mais vous devriez toujours vous souvenir que vos
résultats dans le domaine du temps sont valables quand ¢ = 0. Ainsi, si vous devez produire le graphe
de la solution, on ne devrait pas voir de courbes si f < 0.

La fonction échelon-unité peut également étre utilisée pour représenter en une seule expression
des fonctions définies par morceaux, comme celle de 'exemple[5.4]a la page[dl

Exemple 5.19
Utilisez la fonction échelon-unité pour exprimer les fonctions suivantes en une seule expression
mathématique (et non une description par morceaux).

(a)
5 0<t<5

f®=4 10—-¢ 5<t<10
0 t=10o0ut<0
On voit que des changements se produisent dans |'expression de la fonctionen t =0, t =5

et t = 10, ce qui nous améne a utiliser les fonctions u(z), u(t —5) et u(t —10). A chaque
changement, on élimine la fonction courante et on introduit la nouvelle expression.

f@®=5u)+[-5+10-0]u(t -5+ [-10- 1) +0]u(r—10)
=5u(t)+ (5— Hu(t—5) + (t—10)u(t - 10)
(b)
¢ O<t<m/2
gt)y=4 sin(f) 7w/2<it<m
I—m t>mn

On voit que des changements se produisent dans I'expression de la fonctionen t =0, t =m/2
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rao ]I B

Fl » *chapS-exe.les—

| 41 ? *chapS-exe..les < rao {J1| B3
0, <0 Terminé ||

T
{ O<t<—

gl):= . 2
sin(z), : <I<TT

w]a

=, >3

T
-
w|a
1
E e

-1

F1G. 5.8 Utilisation de Nspire pour travailler avec une fonction par morceaux.

et t = 7, ce qui nous amene a utiliser les fonctions u(t), u(t —n/2) et u(t — ). A chaque
changement, on élimine la fonction courante et on introduit la nouvelle expression.

g(t) = tu(t)+ [—t+sin()|u(t—n/2)+ [-sin(®) + (t —m) | u(t — )
= tu(t) + [sin(s) — 1] u(t— g) +[t—m—sin(d)]u(t—m)

Comme on le voit dans la figure[5.8/ on a di utiliser une description par morceaux de la fonction
g(t) pour produire son graphe avec la calculatrice Nspire. Comme on vient de voir qu’en utilisant la
fonction échelon-unité on peut exprimer la méme fonction en une seule expression mathématique,
on peut se questionner sur I'impact de cette notation dans I'utilisation moderne des outils de calculs
mathématiques.

La fonction échelon-unité est intégrée dans la plupart des logiciels de calcul symbolique ou
numérique. Par exemple, avec Maple on utilise la fonction Heaviside(t), avec Mathematica on utilise
UnitStep(t) et avec Matlab on utilise la fonction heaviside(#). Mais cette fonction n’est pas intégrée a
votre calculatrice Nspire.

On peut cependant utiliser une autre commande de ce systeme symbolique, la fonction sign() ,
pour créer notre version de la commande échelon-unité. Comme la fonction sign(¢) prend la valeur
1 ou -1 selon que t est positif ou négatif, on peut créer une fonction, nommons-la step(t), pour
représenter u(t) avec le logiciel ou la calculatrice Nspire.

' -1 t<0 1+ sign(r)
sign(?) = L >0 > step(t):T

La figure[5.9]illustre la création de cette fonction avec Nspire et son utilisation pour représenter et
tracer le graphe de la fonction g(t) de 'exemple précédent. On a utilisé le nom « step(¢) » pour cette
commande au lieu de prendre la méme notation u(f) que dans le texte pour éviter des problemes

d’utilisation avec Nspire lorsqu’on se servira des fonctions pré-programmeées du package Laplace.

10. On a déja rencontré la fonction sign(f) dans 'annexe[A4] portant sur la combinaison linéaire de sinus et cosinus de
méme fréquence.

11. Consultez ce texte| disponible dans la section « Documents » du isite Moodle du cours MAT265 pour plus de détails
sur I'installation et I'utilisation de ce package


http://seg-apps.etsmtl.ca/nspire/COURS/MAT265/chap5-Laplace-prog.pdf
https://ena.etsmtl.ca/course/view.php?id=314
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st (1):: 1+sign(r) Terminé I

2
h(r) =t szqy(t)Jr (sin(t) 7r) = step(ri)Jr(rnsin([)) - step ({*J'E) Terminé
2

| M

N A Y
B(x) :h(x)
-1 1 5 2'n

F1G. 5.9 Utilisation avec Nspire de la fonction échelon-unité.

Comment sont reliées I'introduction et I'utilisation de la fonction échelon-unité a la notion de
transformée de Laplace? Les propriétés P13, P21 et P22 de votre table répondent a cette question.
Evidemment, pour ce qui est de la transformée de Laplace, la fonction u(f) est la méme que la
fonction constante f(f) = 1, d’ou la propriété P1 de la table.

Pour la propriété P13, il est facile de montrer, en utilisant la définition intégrale de la transformée
et la définition de la fonction échelon-unité, que

Llu(t-a)} =fooof(t)e_”dt

o0
=f 1-e”%tdt
a

_eSt

o0 e 4s e as
=0- (— ) = en supposant que s >0
a

N N

On retrouve donc aisément la propriété P13 de la table

e—dS

Liut-a)} =

Si on veut maintenant calculer, sans avoir recours a I'intégrale de la définition, la transformée de
Laplace d’expressions du type g(f) u(t — a), comme sin(#) u(t —m/2), on utilisera la propriété P21.

L{gWut-a}=e“L{gt+a)}

Cette propriété se démontre aisément, a partir de la définition intégrale, a 'aide d'un changement de
variables. La démonstration est laissée au lecteur (voir I'exercice5.17]a la page[d5).
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Exemple 5.20 |
Utilisez la propriété P21 et les autres propriétés de la table pour calculer la transformée de Laplace

des fonctions données.
(@) h(t) = (t2—4)u(t—2)icion aura, pour I'application de P21, g(¢) = 2—deta=2

LU -Du(t-2)} = e 2L {g(t+2)}
=e BL{(t+2)* -4} = e L + 4t}
—2s 2!

4
=e =+ —2) en utilisant P3 et P2
3 s

2 4
_ 25| = =l
—¢ (s3+sz)
T

(b) h(t) =sin(Hu (t— %) ici on aura, pour I'application de P21, g(t) =sin(f) et a = 3
. Ty, _ ~Zs T
.%{sm(t)u(t— E)} =e 2°L{glt+ 2)}
e_%sif{sin(ﬂrg)} = e_jz'rsi’{cos(t)}

=e S

INIE

s
s2+1
(c) utilisons la fonction de I'exemple[5.191(b)
(1) = tu(e) + [sin() - t]u 1 - g) + [t =7 —sin(0)]u(t - 1)
Calculons séparément la transformée de Laplace de chaque section de cette fonction.
1
1. L{tu}=L{t}= — avecP2

s
2. .sg{[smm-t]u(t-g)}
Pour utiliser P21, on aici g(t) =sin(¢) - teta= %
g{[smm-r]u(t-g)}:e—%s.se{g(t+g)}
_Igs . T 3 _ —%s _ _E
=e 2.%{51n(t+5)—(t+§)}—e L{cos(t) -t 2}

_xg S 1 nl .
= 2|—————— en utilisant P7, P2 et P1
241 §2 25

3. L{[t-n—sin®)]u(t-n)}
Pour utiliser P21, onaicig(#)=t—n—sin(f) eta=mn

L{lt-n—sin(O]ut-n)}=e"L{gt+m}
=e L{(t+m) —w—sin(t+m} =e Lt +sin(n}

=e S (—1 + b ) en utilisant P2 et P6
= 2T 2
S sc+1

La réponse finale est

1 g N 1 /A 1 1
H(s):—2+e_35( ————)+e"”(—2+ )
$ s
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Dans cette section, on rencontrera fréquemment des expressions ou solutions d’équations dif-
férentielles du type f(t — a)u(t — a) ou a > 0. On sera amené a utiliser la propriété P22 de la table.
Celle-ci sera utilisée pour le calcul de certaines transformées de Laplace inverses lorsque la fonction
e~ %S sera présente.

L UHe F©)} = f(t—a)ult—a)

La propriété P22 se démontre aisément, a partir de la définition intégrale, a 'aide d’'un changement
de variables. La démonstration est laissée au lecteur.

Exemple 5.21

s
On sait par la propriété P7 que si F(s) = 5 alors f(t) = cos(31). Quel est 'impact dans le domaine

2
§°+
du temps ¢ si on multiplie la fonction dans le domaine s, F(s), par disons e™2*?2

f‘l{e‘zsﬁ} = f(t—2)u(t—2) =cos(3(t—2))u(t—2)
=cos(Bt—06)u(t—2)

Le résultat obtenu, a I'aide de P22, représente la fonction cos(3#) u(¢), translatée de 2 unités vers la
droite. Ceci est illustré avec les deux graphes suivants.

m; T T T rac ]I/ B 1.3 (LS ERTES rao {01 B9

cos (31‘)- u (r) cos (3t— ) u(t— 2)

BV IERYY
\avAYAY RauREATAY

Voyons maintenant une fonction spéciale qui, en fait, n’est pas vraiment une fonction au sens
mathématique classique. Considérons une situation o1 'on veut appliquer une grande force pour un
trés court laps de temps. Pour bien mesurer 'impact de 'application d'une force (constante) il faut
considérer pendant combien de temps elle est appliquée.

En effet, appliquer une force de 1 N pendant une seconde produira le méme effet qu’appliquer
une force de 10 N pendant ¢t = 1—10 s, ou appliquer un force de 1000 N pendant ¢ = ﬁ S.

Dans un contexte électrique, on retrouve ce méme type de situation. En effet, appliquer une
tension de 1 Vpendant une seconde produira le méme effet qu’appliquer une tension de 10 V pendant
t= 1—10 s, ou appliquer un tension de 1000 V pendant ¢ = Tloo S.

Dans toutes ces situations, on examine, sous certaines conditions, une force extérieure sur un
objet, systeme ou circuit électrique, qui mene, dans le cas mécanique, a une variation sur la quantité
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de mouvement. On peut quantifier cette variation en calculant I'intégrale de la force en question sur
un laps de temps donné. On nomme le résultat « impulsion ».

Les 3 graphes de la figure 5.J0l montrent trois versions semblables d'une fonction d.(f — a)
illustrant une force appliquée (en N) a, ou autour de, ¢ = a (en secondes). Dans les 3 cas, I'intégrale de
la force sur un intervalle englobant la portion non nulle de celle-ci donne a chaque fois un résultat de
1 N's. On peut créer d’autres versions de cette situation avec une impulsion totale de 1 N-s, avec un
temps d’application dépendant de e. On peut construire un classeur Nspire qui contient, par exemple,
une densité de probabilité gaussienne (loi Normale) o1, avec des curseurs, on peut choisir le moment
t = a ou la distribution est centrée et ol on peut jouer sur I'écart-type (I'équivalent de notre €) pour
concentrer la surface totale de 1 sous la courbe autour du point central. La fonction force est alors

L by

fo=

EV22T

Dans la figure[5.10, on remarque sur les 2 premiers exemples que la force passe instantannément
de la valeur 0 a la valeur constante donnée, ce qui peut sembler irréaliste d'un point de vue physique.
La 3e version pourrait étre vue comme plus réaliste. Cela nous ramene a notre discussion précédente
sur la fonction échelon-unité. Nous montrons nos exemples centrés en t = a, donc des fonctions
forces déphasées de a unités vers la droite. On peut évidemment poser a = 0 et avoir des forces f(¢)
qui s’appliquent a partir de ¢ = 0.

d(t-a)A dt-a)A
1
% — 2¢
0 a ate 1 0 af a ate 1
d(t-a)A
1
5

g

0 a-€£ a ate

F1G. 5.10 Trois illustrations d'une force appliquée pendant un court laps de temps.

Quoique I'on pourrait analyser des problemes physiques avec ce type de fonctions ot € est petit
mais fixe, le traitement mathématique deviendrait lourd. On aimerait pouvoir travailler avec le cas
limite ou € tend vers 0 mais en conservant 'impulsion totale constante, donc conserver

t=a+e€
f f-adt=1 Ye>0
t

=a—e€

Cela permettrait de modéliser par exemple la force produite par un coup de marteau. La fonction

12. Consultez ce classeur Nspire pour une illustration de cette densité de probabilité (le résultat est plus satisfaisant avec
la version ordinateur de Nspire)


http://www.luciole.ca/gilles/mat265/Nspire/chap5-dirac-loi-normale.tns
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deltade Dirac notée 6(t), oud(t—a) sion est centré en ¢ = a, permettra de modéliser ces situations.
Si on regarde comment obtenir celle-ci en ¢ = a, on veut avoir

0(t—a)=lim d.(t— a)
e—0*

d.(t-a)A o(t-a) A
1
% — e—0" >
0 a ate t 0 a 5i

F1G. 5.11 La fonction delta de Dirac comme cas limite de la fonction d. (¢ — a).

On constate ainsi sur la figure 5.1T] que plus € s’approche de 0 plus la hauteur % sera élevée, tout
en maintenant une surface totale de 1. Quand € — 0, on peut considérer que la hauteur vaut l'infini.
On remarque sur le graphe de droite une fleche vers le haut pour illustrer ce comportement infini. Par
contre, la hauteur de la fleche, avec une valeur de 1, indique une impulsion totale de 1 pour 6 (¢ — a).
Ainsi, si on illustrait sur un graphe 36(¢ —4), on ferait une fleche vers le haut, d'une hauteur de 3
unités, a = 4.

On retrouve souvent la fonction delta de Dirac définie a 'aide des équations

Stt—ay=14 = t=a (5.6)
Y1 0 t#a ’
o0 a+e
f 6(t—a)dt=f S(t—a)dt=1 (5.7)
—00 a—e

On constate que cette derniére intégrale est vraie pour tout intervalle d'intégration incluant le point
t = a. Si on utilisait seulement pour définir la fonction delta de Dirac, on rencontrerait un
probleme avec la notion d’intégrale. En effet, une fonction prenant une valeur nulle sauf en un point
aurait également une intégrale définie nulle. Cette fonction ne peut donc étre considérée comme une
fonction classique au sens mathématique usuel, on parle plutot d'une « distribution ».

La fonction delta de Dirac ne peut exister sans sa présence dans une intégrale comme dans (5.7).
On rencontre aussi fréquemment I’équation suivante comme définition ou comme propriété de cette
distribution

a+e o0
f f(t)é(t—a)dt:f f06(t—aydt = f(a) (5.8)

—€ —

ou,sionestatr=0

+€ oo
ff(t)5(t)dt:f f6@)dt = £(0) (5.9)

€ —

13. Paul Dirac 1902-1984, physicien et mathématicien britannique, colauréat du prix Nobel de physique en 1933, on lui
doit d'importantes contributions en mécanique quantique. |(réf. Wikipedia)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac
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fRemarques historiques \

On peut retracer les premiéres occurences de ce type de fonctions dans les travaux de
FourieréJ au début des années 1820 lorsqu'’il travaillait sur les principes du transfert de chaleur.
Quelques années plus tard, Greenﬁ reprend cette idée en travaillant sur le potentiel électrosta-
tique généré par une distribution de charges en remarquant qu’on peut travailler avec la notion
de charges ponctuelles unitaires. Plus tard, ces notions furent utilisées également lors de travaux
par Kirchhov et Heaviside. Ce dernier, de méme que plusieurs ingénieurs en électricité, utilisait
couramment le concept derriere cette fonction, dans le cadre du calcul opérationnel mais sans
que ces éléments soient appuyés par des structures mathématiques rigoureuses.

Paul Dirac, dans son traité « Principles of Quantum Physics » en 1930, a présenté pour la
premiere fois la notation moderne §(x — y) comme un analogue continu de la fonction delta de
Kronecker. Cette derniére fonction permet de choisir un élément dans une liste de termes. La
fonction delta de Dirac peut permettre de choisir une valeur en ¢t = a d'une fonction continue
f(t), comme on peut le voir avec I'équation (5.8). Cette utilisation rencontrait cependant de
la résistance dans le domaine de la physique quantique. John von Neumann@ affirmait que la
fonction delta de Dirac est une fiction, que la mécanique quantique n’a pas besoin de ce concept.

En 1950, Laurent Schwartzl a commencé la publication de son oeuvre la plus célebre
« Théorie des distributions », qui a rendu un formalisme mathématique nécessaire a cette
fonction qu’il nomme plutét « distribution » ou « fonction généralisée », un nouveau type d’objet
mathématique qui ne vit qu’a travers une définition dans une intégrale. Quand on consideére
I'équation (5.8) on peut voir que toute la densité de la distribution est concentrée en t = q,
ou en t = 0 pour I'équivalent avec §(¢) dans I'équation (5.9). Malgré I'importance du travail
de Schwartz, celui-ci demeurait plutot ardu a comprendre. Des publications de G. Temple en
1955 et de M. J. Lighthill en 1958 ont permis de mieux expliquer ces nouveaux concepts et ont
contribué a promouvoir ceux-ci sous la forme connue aujourd’hui.

1. Pour plus d’informations, consultez ce document de Nicholas Wheeler, professeur émérite, Reed College
Physics Department.

2. Joseph Fourier 1768-1830, physicien et mathématicien francais, on verra de lui au chapitre 8 les séries
trigonométriques, appelées les séries de Fourier. (réf. Wikipedia)

3. George Green 1793-1841, physicien et mathématicien autodidacte britannique. Le théoréme de Green
montrant le lien entre I'intégrale de ligne et l'intégrale double dans le plan est ainsi nommé en son honneur.
(réf. Wikipedia)

4. John von Neumann 1903-1957, physicien et mathématicien hongro-américain, on lui doit de nombreuses
contributions en mécanique quantique et en mathématiques appliquées. On peut mentionner également sa par-
ticipation active au développement du nucléaire américain. (réf. Wikipedia)

5. Laurent Schwartz 1915-2002, célebre mathématicien francais, on lui doit de nombreuses contributions en
Qnalyse mathématique et en probabilités. (réf. Wikipedia) J

Comme on dispose d'une nouvelle fonction pour décrire certaines situations physiques, on doit
également pouvoir prendre la transformée de Laplace de celle-ci. On reprend I'équation (5.8) en
considérant f(¢) =e”* ! avec a > 0. On obtient

f e_”6(t—a)dt=f e *'6(t—a)dt= f(a)=e "
-0 0


http://www.reed.edu/physics/faculty/wheeler/documents/Miscellaneous%20Math/Delta%20Functions/Simplified%20Dirac%20Delta.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier
https://en.wikipedia.org/wiki/George_Green_(mathematician)
https://fr.wikipedia.org/wiki/John_von_Neumann
https://fr.wikipedia.org/wiki/Laurent_Schwartz_(math%C3%A9maticien)
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Donc on retrouve ainsi les propriétés P14 et P15 de la table

L{st-a)}=e* et,aveca=0 ZLi{sm}=1

Mentionnons finalement le lien entre la fonction échelon-unité et la fonction delta de Dirac.
Reprenons la représentation géométrique de la fonction échelon-unité vue a la page[32]

h(t-a) A
1 /
0 a ate ;t

On avu que
u(t—a) = liI‘(I)l he(t—a)
e—0*

Quelle est la dérivée de la fonction h.(t — a) ? En se rappelant la définition géométrique de la
dérivée, on constate qu’on aura

ihe(t_ a) =

0 t<aout>a+e
dt

N =

a<t<a+e

Et ce dernier résultat deviendrasie — 0"
d
—u(t—-a)=6(t—a) =
dt o t=a

Considérons maintenant de nouveau la résolution d’équations différentielles, avec la présence de
ces fonctions spéciales, soit u(t —a) ou 6(t — a).

Exemple 5.22

2
X

Résolvons I'équation différentielle Iz +4x = f(r) avec x(0) =2 et x'(0) = 0.

2 0<t<4

0 t>4
Exprimons la fonction f(#) al’aide de fonctions échelon-unité et prenons la transformée de Laplace,
en utilisant les propriétés P1, P13 et P17

Considérons ici que f(t) = {

d’x
f{ﬁ+4x} =%{2-2u(t-4}
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2 2
= [szX—sx(O)—x’(O)]+4X:E—;e““

2 2
= X -25+4X =(s*+4)X-2s==—"¢™%
S S

2 2 4 2s
X= - e+
s(s2+4)  s(s?+4) s2+4
En décomposant en fractions partielles les 2 premiers termes, on obtient

(1 1 1 s ) (1 1 1 s )_4S 2s
= X=l--——t—-—| == === e + —_—
2 s 2 s2+4 s2+4

11 3 s)(lll s)_4s

=

_._+
2 s 2 s244

- X:(

On peut obtenir directement ce dernier résultat en demandant a Nspire de résoudre (solve) pour X la
premiére équation et en appliquant la décomposition en fractions partielles (expand) au résultat.
En utilisant P1 et P7, on inverse facilement les deux premiers termes

1 3 11 1 s
x(r)=—+—cos(2t)—,yﬁ‘1{( —————— )e—“}
2 2
Pour terminer la solution, on utilisera P22 en posant
11 1 s

F(s)==-——=- eta=4.
(s) 2 s 2 s2+44
On doit alors évaluer f(t—4)u(t—4).Iciona
1 1
)= —-——cos(2t
f@ 575 (21)

. z—%(&l_l. 3)e4ﬁ=fu—@uu—@

—[1—1 2a-4)|ut-49
= > 2COS u

La solution finale de I'’équation différentielle sera

1 1
———cos(2t—8)|u(t—4
573 ( ) | u( )

(1) ! + > 21
x(t) = -+ = cos(21) -
2 2
En considérant la définition de la fonction échelon-unité, cette solution peut aussi s’écrire
1 3
—+ —cos(21) 0<t<4
x(t) =
—cos(2t) + —cos(2t—8) t>4
2 2
On peut également montrer que si ¢ > 4, la solution peut s’écrire en arrondissant a 4 décimales

3 1
2 cos(2t) + 3 cos(2t—8) =1,5106sin(2t + 1,2372)

Donc apres 4 secondes, la solution est essentiellement sinusoidale avec une amplitude de 1,5106. Le
graphe suivant, a la figure[5.12] illustre la solution x(#) obtenue. On doit noter que pour produire ce
graphe avec Nspire, on a utilisé la fonction step(z —4) et non la fonction u(t —4). Consultez la page34]
pour plus de détails, ainsi que la figure[5.9]a la page33l
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coslar- 8)} (c9)

fl+icos Zt) {

M|>—‘

1
2

A AN
T

2

F1G. 5.12 La solution de I'exercice[5.22l tracée avec Nspire.

Regardons un exemple ot intervient la fonction delta de Dirac.

Exemple 5.23
2

d d
Résolvons I'équation différentielle d—;/ +4 dy +4y=26(t—3)avec y(0)=—1et y'(0) =
Prenons la transformée de Laplace, en utilisant les propriétés P16, P17 et P15
[s*Y —sy(0) = y'(0)] +4[sY — y(0)] +4Y =2¢73¢
SPY+5—2+4(sY +1)+4Y =2¢73¢
(s°+4s+4)Y +5+2=2¢3°
(s> +4s+4)Y =273~ (s+2)
3 20738 s+2
T (s244s5+4) (2+4s+4)
2e73s s+2 2 |
= —_— g e —
(s+2)2 (s+2)2 (s+2)2 s+2

v U

mais s° +4s+4 = (s+2)2

U

=

En posant, pour utiliser P22,

2
F(s)—meta—?)

on obtient avec P5 f(t) = 2te %L

_p-1 2 —SS_L}
yn==£ {(s+2)2€ s+2

=f(t-3)u(t-3)—e"
=2(t-3)e 2 yt-3)—e”
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On remarque de la solution obtenue que si 0 < ¢ < 3, il n'y aura que le terme e’ qui tend vers la
valeur 0 rapidement. Si ¢ > 3, alors la solution peut s’écrire

(zt _ 6)66_2t _ e—2l’

Comme les deux exponentielles tendent vers 0 quand t augmente (avec t>3) on remarque que
Iexpression précédente tendra aussi vers 0. Le graphe suivant illustre la solution de cette équation
différentielle, valable pour ¢ = 0 (d’ot1 'ajout de la fonction u(#) au terme e 2. On y constate que la
présence a droite de I'équation différentielle du terme 26 (£ —3) signifie un impact a ce moment (¢ = 3)
et une influence ponctuelle sur la solution.

Exercices

6.3 Utilisez votre table de transformées de Laplace (en particulier les propriétés P13, P14, P15 et
P21) pour déterminer la transformée des fonctions suivantes

(@ f(0)=tu(t-1) (e) h(t)=COS(2t)u(t—E)+3cos(2t)
(b) g =(r—3)%u(t-3) 2

(© h()=(+1Du(t->5)
d) f(r)=e'u(r-3)—e> u(r-2) @ p)=2-2u(t-1)-25(-1)

) f®)=26(t-3)-6(1)

6.141 Utilisez la fonction échelon-unité pour exprimer les fonctions suivantes en une seule expres-
sion mathématique. Utilisez ensuite P21 etles autres formules de la table pour calculer la transformée
de Laplace de ces fonctions.

0<t<l1
-1 t=1

3 0<t<2

1) = b )=
@ g { (b) f(1) {t >
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© ﬂwz{l—ﬂ 0<t<l © mn={ 0st<%
1 r=1 sin(r) t=7%
5 0=<r<2 4—-1 0=<r<4
d g={ 2+r 2<t<4 ) f(= 3 4<t<6
e t=4 9-1¢ t=6

6.5l Utilisez votre table de transformées de Laplace pour déterminer la transformée inverse des
expressions suivantes

e—2s 1 (C) S e_%s_'_ S
@ Grae e 1 T
—5s 2
e 55—1 3sc—-12
(b) —+(—)e‘4s d) ————e™
s3 244 (d) (s2-16)(s+5)

5.161 Résolvez, par transformées de Laplace, les équations différentielles suivantes.

di . .
(@ —+2i=506(t—-1) avec i(0) =2

dt
(b) x"+4x'+4x=66(-2) avec x(0) =0 et x'(0) = -3
© dy ) - © =0 — 2 0<t<3

_+ = = =
c P y=g avec y ou g . o3

1 0<t<2

d) y'-3y +2y=g() avec y(0)=1ety' (0)=0 0flg(l’)={ ) oo
e x"+x=u(t-3) avec x(0)=0et x'(0) =1

d2
(f) d—g+y:t—tu(t—2) avec y(0)=0et y'(0) =1
@ y'+y=6(t-mn) avec y(0) =3, y'(0) =-1

d’y  dy
h) =2 +2=2-3y=6(1-1)-6(r-2 =2ety (0)=-2
(h) dt2+ T 3y=06(t-1)-6(t-2) avec y(0) et y'(0)

sin(2t) 0<t<m
i) y'+4y=h avec y(0)=0, y'(0) =1 ou h(t) = {

t=znm

Démontrez la propriété P21 en utilisant la définition intégrale de la transformée de Laplace.

Supplément sur les fonctions périodiques.

Vous connaissez déja des fonctions périodiques. Les fonctions sin(?) et cos(f) sont périodiques de
période P = 27. On dit qu'une fonction est périodique de période P si la fonction se répéte a toutes
les P unités, doncsi f(t+P) = f(r), VtelR.

On dit que P est la période (ou la période fondamentale) si P est la plus petite valeur positive
avec cette propriété. Considérons par exemple, f () = 2¢+1 si 0 < ¢ < 2. Rendons cette fonction
périodique en la prolongeant (répétant) avec une période P = 2. Le graphe suivant illustre cette
fonction périodique.
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fo(t) A
/ 5
4 5 0 5> 4 6 8 X

Nous reviendrons plus en détails sur ce type de fonctions au chapitre 8, avec les séries de Fourier.
On rencontre fréquemment ce type de fonctions en génie. On peut calculer la transformée de Laplace
de ces fonctions périodiques a I'aide de la formule suivante, ou P est la période de la fonction.

fpe‘”f (ndt
Jo = P T

1—e$P

L0} =

On remarque de cette formule qu'on n’a qu’a intégrer sur une période complete, et non de 0 a 'infini.
De plus, comme partout dans ce chapitre, on ne considere que ce qui se passe a partir de ¢ = 0. Cette
formule se retrouve également a la page 2 de votre table de transformées de Laplace. Pour les curieux
qui voudraient voir d’ou vient celle-ci, il faut partir de la définition intégrale de la transformée et bien
se souvenir de son cours de calcul intégral, en particulier des notions de changements de variables et
de séries infinies. Ici, avec I'exercice qui suit, on ne vous demande que d’appliquer cette formule.

Déterminez la transformée de Laplace des fonctions périodiques suivantes
(a) lafonction périodique illustrée dans I’exemple précédent, soit

f)=2t+1 si0<st<2 avec f(t+2)=f(1)
(b) lavaleur absolue de la fonction sin(t), soit
f(t) =Isin(t)] quiestde période P=n

(c) lafonction périodique illustrée par le graphe suivant

fFOA

~Y

a0 a 2 3 4 5

—_ 1 \ ) —_— —

(d) lafonction périodique illustrée par le graphe suivant
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fOA
-a 0 a 72 3a 4da 5a %

5.4 Laconvolution

Considérons I'équation différentielle suivante, avec conditions initiales nulles
y'+4y=g(t) avec y(0)=0, y'(0)=0 (5.10)

Utilisons la notation habituelle ou £{y(1)} = Y (s), ou plus simplement £{y} = Y, et ot £{g ()} =
G(s). En prenant la transformée de Laplace de I'équation, on trouvera

S2Y +4Y = G(s)

La solution, dans le domaine s, sera donc

1
244

Y= G(s)

On a vu dans les sections précédentes que lorsqu’on connait la fonction g(t), on peut procéder
algébriquement, avec la table, pour inverser et trouver la solution cherchée. Mais on peut se deman-
der s'il ne serait pas possible d’avoir une approche unique simple pour résoudre ce probleme. En
effet, la solution dans le domaine du temps est la transformée inverse du produit de la transformée
de %sin(Z t) avec la transformée de g(1).

Malheureusement, comme c’est le cas pour la dérivée et I'intégrale, la transformée d'un produit

de fonctions n’est pas le produit des transformées.

LIFW)-g}£F()-Gs) et  LTHF$) -G} £ F(1)-g1)

Mais on peut définir une opération mathématique sur deux fonctions f(#) et g(¢) qui nous aidera
a apporter une réponse a cette problématique.

Définition 5.5 La convolution de deux fonctions

Considérons deux fonctions f(¢) et g(t), toutes deux continues par morceaux sur I'intervalle [0; col.
La convolution de ces deux fonctions, aussi appelée produit de convolution, est notée f * g et est
définie par

3
(f>!<g)(t)=[0 fwg(t—w)dw (5.11)

Notons également que le produit de convolution est commutatif, donc f * g =g f.
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On remarque de I'intégrale de cette définition, que la borne supérieure d’intégration étant la va-
riable ¢, le résultat sera également une fonction du temps ¢. La variable w est la variable d’intégration.
Pour effectuer un produit de convolution, il faut pouvoir calculer I'intégrale résultante. Comme vous
pouvez utiliser votre calculatrice pour cela, cela ne devrait pas étre un obstacle...

Exemple 5.24

(a) Soit f(H)=e ' etg(t)=e "

e—2t e—5t

t
(f*g)(t) — e*Zt* e*5t :f 672w675(t7w)dw: _ T

0 3
(b) Soit f(t) =t et g(t) =sin(31)

t .
(f * @) (1) = t *sin(31) :f w sin (3(z - w))dw:é— smg()3t)
0

(c) Soit f(1) = e ! et g(t) =sin(3¢)

t
(f*g)(t):e_Zt*sin(St)=f e " sin(3(t - w)) dw
0

3 V13 2
=—e - " cos (3t+ tan™! (—))
13 13 3

On voit dans cette derniére expression que Nspire, en simplifiant le résultat de l'intégrale, a
combiné un sinus et un cosinus de méme fréquence pour obtenir un cosinus avec un angle de
phase. On a déja rencontré cette manipulation dans le chapitre 3 (voir annexe[A.4).

En utilisant les commandes tExpand et propFrac de Nspire, on peut défaire cette combinaison
et obtenir une réponse équivalente

3 5 V13 ( _1(2)) 3 5 3 2 .
* I)=—e " ———cos|3r+tan —||=—e “"——cos(3t) + —sin(3¢
(f &)@ 13 13 3 13 13 ©1) 13 (32)

II faut maintenant voir le lien avec les transformées de Laplace. Le théoréme suivant nous
permettra de recourir au produit de convolution pour calculer une transformée de Laplace inverse.

Théoreme 5.6 Théoreme de convolution

Considérons deux fonctions f(¢) et g(¢), toutes deux continues par morceaux sur l'intervalle [0; col.
Considérons également que la transformée de Laplace de chacune de ces fonctions existe, donc

LAfO}=F(s) et L{g®)}=G()

Alors, la transformée de Laplace du produit de convolution sera égale au produit des transformées
de Laplace

L+ )} =F(s)-G(s)
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Plus important pour nous est le résultat équivalent suivant

t
.58"1{F(S)-G(S)}=f0 fw)gt—w)dw = (f * g)(1) (5.12)

On retrouve alors la propriété P24 de la table de transformées de Laplace.
(ot I'on utilise la variable d’intégration 7 au lieu de w)

Sionrevient al’équation différentielle (5.10) du début de cette section, on avait vu que sa solution,
dans le domaine s était

1
Y= G
s2+4 ©
ol G(s) est la transformée de la fonction g(f) apparaissant a droite du signe égal dans I'’équation
différentielle. En posant F(s) = ﬁ, donc f(1) = %sin(z 1), et en utilisant la formule de 1'équation

(5.12) du théoréme de convolution, on trouve

1 1.
+4G(s)}—f0 zsm(Zw)g(t—w)dw

s2

y(1) =§£‘1{

On obtient ainsi une formule unique permettant de résoudre directement I’équation en fonction de
la fonction g(t). Si la fonction g(¢) = sin(#), alors

1 1 1
y(1) :f —sin(2w) sin(t — w) dw = = sin(t) — —sin(2¢)
0 2 3 6
Si on a plutdt la fonction g(¢) = 3¢, on trouve
1. 3 3.
y(1) :f —sin2Qw)-3(t— w)dw = —t— —sin(21)
0 2 4 8

On peut évidemment se servir de ce résultat pour calculer la transformée inverse d'un produit de
deux fonctions de s.

Exemple 5.25

(a) Evaluons
e e wool
< {(s2+1)2 =4 (s2+1) (s2+1)

1 1
et G(s) = ———. Avec P6 on trouve f(f) = g(¢) =sin(#).
21 W =g 7 Av ve f(1) = g(1) =sin(1)
En appliquant la convolution, on obtient

1 1 }_ft ) Lo
< {—(82+1)2 = Osm(w)sm(t w)dw

Posons F(s) =

L sin(t) 1tcos(t)
= —Sl1 —_—
2 2

Remarquez que I'’on aurait pu obtenir directement ce résultat avec la propriété P29
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(b) Evaluons

B e Y[ B
£ {s2(52+9) =4 (s2) (s2+49)

3

7. 9" Avec P2 et P6 on trouve f(f) =t et g(t) =sin(31).
s

En appliquant la convolution, on obtient

t
‘56_1{82(%4_1)}=[0 wsin (3(1 - w)) dw
t sin(31)

3 9

1
Posons F(s) = — et G(s) =
s

On avait déja obtenu ce résultat a 'exemple 5.24] de la page 48] Remarquez qu’avec la com-
mande expand de Nspire, on trouverait directement

3 1 1 1 1

et que I'on obtiendrait la méme réponse en utilisant les propriétés P2 et P27.

Comme on a pu le constater avec I'exemple précédent, il n’est en général pas nécessaire d’utiliser
la convolution pour calculer des transformées inverses. Si, malgré I'utilisation de la décomposition en
fractions partielles, on reste avec des termes qui ne sont pas dans la table alors il peut étre nécessaire
de recourir a cette technique. C’est le cas par exemple de

el = e @)
* {(s2+1)3 =% ($2+1)2 (s2+1)

Un cas intéressant a mentionner est celui qu'on retrouve avec la propriété P23 de la table. En

effet, considérons cette situation
F 1

1 R
En posant G(s) = —, on trouve g(t) = 1, une fonction constante. A ce moment, comme la fonction est
S

constante, g(¢ — w) = 1 également. Le théoreme de convolution donne alors
F t
N 0

Diviser par s une fonction dans le domaine s équivaut a intégrer de 0 a ¢ la fonction correspondante
dans le domaine du temps.

Comme £{re'!} = (voir P5), on aura

-1 1 _ t w
e ) = [ wetaw

C4r-1 4, 1

(s—4)2

e
16 16
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Les derniéres remarques de cette section pourraient intéresser ceux parmi vous qui auront, dans
d’autres cours, a approfondir 'analyse des systémes linéaires. Il s’agit donc d'une partie optionnelle.

Considérons I'équation différentielle suivante ol les conditions initiales sont nulles et ou les
coefficients a, b et ¢ sont des valeurs réelles non négatives.

ay"+by +cy=g() avec y(0)=0, y'(0)=0

Prenons la transformée de Laplace de cette équation. On trouvera

1
(as®+bs+AY =G(s) =  Y()=—5—-G()
as*+bs+c
Vous remarquerez la similitude d’écriture avec la notation utilisée au chapitre 4. En notation d’opé-
rateur, cette équation s’'écrirait
(aD*+bD+c)y = g(®)

Pour simplifier I'écriture, posons H(s) = . Ainsi, la solution dans le domaine s de I'équa-

o as’>+bs+c
tion différentielle est

Y (s) = H(s)-G(s) (5.13)

Cette écriture nous rappelle le théoréme de convolution. En effet, en vertu du théoreme[5.6a la page
on peut trouver la solution en prenant la convolution de I'inverse de la fonction H(s) avec la
fonction g(#).

t
y(t)=f hw)g(t-w)dw ot L HH(s)} = h(t)
0

Cette équation différentielle peut étre vue comme représentant une situation physique ot la
fonction g(¢) représente I'entrée (I'input ou la force extérieure) et la solution y(f) représente le
résultat ('output ou la résultante). On verra ce type de situation dans le chapitre suivant portant
sur les applications physiques des équations différentielles d’ordre 2.

La fonction H(s) est une caractéristique du systéme étudié, elle ne dépend pas de I'input appli-
qué. Cette fonction H(s) se nomme une fonction de transfert, elle représente le ratio de I'output sur
I'input.

Si la fonction g(¢) = 6(¢), donc une impulsion unitaire en ¢ = 0, alors par la propriété P14, on aura
G(s) = 1. La solution y(t) est alors simplement I'inverse de la fonction de transfert. On nomme cette
solution la réponse impulsionnelle.

Exercices

B5.09] Utilisez la définition (5.11) a la page[d7] pour calculer le produit de convolution des fonctions
données

@ f(=r g)=2 © f(H=1 g =sin(p)
b) f=r g)y=e>"
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Utilisez le théoreme de convolution (le théoreme[5.6) a la page[8pour calculer la transformée
inverse des expressions suivantes

58 S 2

(b) =
(© s2 (s +3)2

@ ——
(s2+4)° (s2+1)*

b.21] Utilisez le théoréme de convolution (le théoreme a la page 48 pour exprimer la solution
des équations différentielles suivantes en fonction de g(t)

dzy /

(a) W+9y=g(t) avec y(0)=0ety (0)=0

(b) @+2ﬂ+5x— (1) avec x(0) =0 et x'(0)=0
drz " “dt -8 - B

.22 Sig(r)= 2e~ !, quelles seront les 2 solutions de I'exercice précédent 2

5.5 Les systémes d’équations différentielles

Jusqu’a maintenant, 'analyse des systemes physiques nous amenait a résoudre une équation
différentielle pour obtenir la fonction inconnue cherchée. On utilisait pour cela les techniques vues
aux chapitres 2 et 4, et on peut dorénavant ajouter la technique de résolution a I’aide de transformées
de Laplace vue dans ce chapitre.

Mais on rencontre également des situations ou il peut y avoir deux fonctions inconnues ou plus
dans la modélisation d'un systeme physique qui est alors représenté par un systéme d’équations
différentielles.

Lexemple suivant reprend le contexte vu a la section 3.3.1 portant sur des problémes de mélange.
On va encore s’'intéresser a la quantité d'un produit (du sel par exemple) dissous dans I'eau d'un ré-
servoir. Mais nous obtiendrons un systéme d’équations différentielles si on considére deux réservoirs
connectés entre eux. Nous vous rappelons que si g(f) représente la quantité de sel (en kg) dans un
réservoir, alors % représente le taux de variation de cette quantité.

Exemple 5.26 [

Pour cet exemple, on va considérer deux réservoirs, reliés entre eux selon le diagramme suivant. On'y
retrouve également les débits entrants et sortants de chaque réservoir. On considere initialement que
chaque réservoir contient 500 litres d’eau pure. Au temps ¢ = 0, on commence a alimenter le réservoir
1 avec une solution saline contenant 0,20 kg de sel par litre et on maintient les mélanges uniformes
par brassage.

En nommant g (#) et g2(¢) la quantité de sel dans chaque réservoir et en analysant les entrées-sorties
de chacun d’eux on obtient

d
4q =0,2-12+ A2 -8— A -20 pour le bilan du réservoir 1

dat 500 500

%2 _ @ o D, 42

-8 pour le bilan du réservoir 2
dt 500 500 500
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entrée 12 L/min

_)
Q 8L/min Q
. |
‘_
— sortie
réservoir 1 20 L/min réservoir 2 l

FIG. 5.13 Etude du contenu en sel de 2 réservoirs.

En simplifiant, on obtient le systéeme d’équations différentielles

Aoy _12 2
dt 5 125 25
dg, _a_a
dt 25 25
Avec les conditions initiales g; (0) = 0 et g2(0) = 0.
On constate que I'on a obtenu un systéeme de deux équations différentielles linéaires (et indépen-

dantes) avec deux inconnues, les fonctions q; (£) et g2 (t).

Exemple 5.27 |

Voici un autre exemple d'un systeme d’équations différentielles ot x(¢) et y(t), ou plus simplement x
et y, sont deux fonctions inconnues

ax . 4y (5.14)

ar VT :
Y oy 4x=—ar—2 (5.15)
—_— — x:— —_— .
ar Y

avec les conditions initiales x(0) =4 et y(0) = —5.
Résoudre ce systéme demande de trouver deux fonctions x et y qui satisfont simultanément chacune
des équations, et les conditions initiales données.

Voyons maintenant comment résoudre ce type de systémes d’équations. On pourrait s'inspirer
de ce que vous connaissez déja comme approche pour résoudre des systemes d’équations linéaires
ordinaires. Dans I'’exemple précédent, on peut isoler la variable y dans I’équation (5.14). On obtient

1ldx
y=-——-2t

Si on substitue ce résultat dans I'équation (5.15), on aura

1d° +2 L dx 2t|—4x=-4t-2 = +2 8x = 0 apres simplifications
2 dr? 2.dt B t -Cap P
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On pourrait résoudre cette derniere équation (en ajustant la condition initiale donnée pour y) et
ainsi résoudre le systéme.

On ne favorisera pas cette approche, qui peut s’avérer ardue si les fonctions et leurs dérivées
apparaissent dans chacune des équations. On utilisera plut6t la technique des transformées de
Laplace.

6rocédure de résolution d’un systeme d’équations différentielles \

1. Prenez la transformée de Laplace de chaque équation. Vous obtiendrez ainsi un systéme
d’équations ol les inconnues a déterminer (X, Y, ---) sont les transformées de Laplace des
fonctions du temps cherchées (x(1), y(¢), ---).

2. Résolvez algébriquement le systeme obtenu, en vous aidant de votre calculatrice pour
simplifier les calculs (voir exemple suivant).

k 3. Prenez la transformée inverse de la solution obtenue. /

Appliquons cette procédure a I'exemple[5.27]

Exemple 5.28

On veut résoudre le systeme
D oy=ar et Wony ax——a-2
FTA dr VT

avec les conditions initiales x(0) = 4 et y(0) = —5. Prenons la transformée de Laplace de chacune des
équations.

4 4

sX-x(0)-2Y = — sX—4-2Y = =
4 2 = 4 o
sY—y(0)+2Y—4Xz—s—2—§ sY+5+2Y—4X:—S—2—;

En ne conservant a gauche de I'égalité que les termes en X et Y, nos inconnues, on obtient
4
sX-2Y=—+4

S (5.16)
—4X+SY +2Y = —— — = - 5
N

En résolvant ce systeme avec Nspire, on trouve
22s-1) 3 1
= = +
$2+25-8 s+4 s-2
(58— 14s* +4s—16) -6 1 2
Y = = + e
s2(s2+2s—8) s+4 s-2 s?

En prenant la transformée inverse de chaque résultat, on trouve la solution

2t

x(t)=3e Y +e et y(t) = —6e M +e?l -2t

La figure[5.14]montre les calculs faits avec Nspire.

14. Onverra également au chapitre 7 comment résoudre numériquement, avec la technique de Runge-Kutta, un systéme
d’équations différentielles d’ordre 1. Cette approche permettra de résoudre également des systémes non linéaires, ce qui
serait difficile avec les transformées de Laplace.
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4
s x—2-y=—+4
s
solve X
o, s
4 xt+se 2 y=——-5
2 s
s
2-(2:5-1) 7(5— $9-1de s34 3716)
570 and x= and y=
5242-5-8 s2- (52+2' 378)
2+ 251 3 1
expand M,s ——
$242-5-8 st4 52
: -(5- $9—14- 52+4- s—16) I
expan 8 _
2 (2 y s+4 2 2
§7-\s7+2- 5-8 ]

FIG. 5.14 Solution du systéme avec Nspire et développement en fractions partielles.

Comme pour tous les systemes d’équations linéaires, on remarquera que le systeme [5.16] peut
également s’écrire sous forme matricielle. Cela donnerait

4
s =2 X s_2+4
—4 542 vy | | _A_2_¢
R

Pour un systeme de deux équations différentielles linéaires (et indépendantes), avec deux inconnues,
on peut toujours exprimer celui-ci de la facon suivante apres avoir pris la transformée de Laplace des
équations

X

Y

hy(s)
hy(s)

fils) g
g2(s) g(9)

Notons par A la matrice, a gauche, des coefficients du systéme et notons par K la matrice des termes
a droite du signe égal. La solution de ce systeme peut s’obtenir, a 'aide de I'inverse de la matrice A,
en effectuant le produit

fite)  gi(s)
g(s) g(s)

sol =

- hi(s)
hy(s)

=A‘1-K=[

Nous vous montrons cette notation car on la rencontre fréquemment dans la littérature. Comme
vous utiliserez votre calculatrice pour effectuer les calculs matriciels, c’est a peine plus long que
I'utilisation de la commande solve de Nspire.

La figure [5.15] suivante illustre cette approche pour 'exemple précédent. On remarquera qu’'on
peut demander le développement en fractions partielles de la matrice solution et avoir les termes
cherchés en une seule étape.

Avec un systeme de 3 équations ou plus, 'approche serait la méme. Le fait d’avoir acces a un
calculateur symbolique devient alors plus essentiel considérant la lourdeur des calculs a effectuer.



CHAPITRE 5. TRANSFORMEES DE LAPLACE

56
4
—4 — 14
2 2
k= S s
-4 2 2 4
—=5 =5
52 5 5 52
sol:=a Lk 2 (2:5-1)
s24+2-5-8
& .
’(_5-53—14-53+4-s—16]
s2 [52+2's—8)
expand(sol,s} 3 +L
s+4 s-2
6 1 2
_+__—
st4 52 52 | |
FIG. 5.15 Solution du systéme avec Nspire en utilisant des matrices.
Exercices
Utilisez la transformée de Laplace pour résoudre les systémes suivants.
@ X W__ ¢ avecx(0)=2et y(0) =1
a7 ar Tty
di, . dip . . . )
(b) — +i;—5i,=0 — +4i1+5i,=0 avecij(0)=—-1etiz(0)=2
dt dt
(© dx+3 Y yy=et dy x avec x(0)=0et y(0) =1
R —_ = —_— = V = =
ar " “dr Y a7 Y
@ X g_ey=om2 LW g 5ot avecx0) =5et y0) = —1
dt y= dr " ar VT Ty
(e) x'=-2y y=y-x avec x(0) =0, x'(0) =10 et y(0) =5
© s TE L avecx® =0, X0) =1, y(0) =26t y'(0) = -3
dr2 a7 7 - V= Y=
@ LY ger XAV L vecx0) =2, X(0) = -1, y(0) = —1 et y'(0) =0
_ = JE— [ — = Vi =2, =-1, = — =
& 4t ar dr>  dt ¥ Y
(.241 Considérons la situation décrite a I'exemple[5.26/de la page52].
(a) Résolvez le systeme d’équations différentielles pour déterminer g () et (1), les quantités de
sel présentes dans chaque réservoir.
(b) Alalimite, combien y aura-t-il de sel dissous dans chaque réservoir ?

Apres combien de temps le réservoir 2 contiendra-t-il 40 kg de sel dissous ?

(©

Résolvez le systeme suivant

2
@+ﬂ=cos(t) x+ﬂ=2

1
j— —_ ! _
dt dt dr avec x(m)=2,y(0)=0ety(0)=7
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Conseil : comme la condition initiale pour x est donnée en ¢t = 7 et non en ¢ = 0, vous devriez poser
x(0) = C et résoudre avec les transformées de Laplace. La solution contiendra évidemment cette
constante C. Utilisez ensuite la condition donnée, x() = 2, pour déterminer la valeur de C.

[5.26 Résolvez le systeme d’équations différentielles suivant

dx dz B

ax _ L AE
dr Tar
dy+2 +dz—0
ar "V ar

avec les conditions initiales x(0) =2, y(0) = —1 et z(0) = 0.






Chapitre 6

Applications des équations d’ordre 2

Ce chapitre sera consacré aux applications physiques des équations différentielles d’ordre 2, comme
le chapitre 3 avait traité des applications des équations d’ordre 1. Nous verrons deux contextes
physique soit le mouvement harmonique (oscillatoire) et les circuits électriques. Une troisiéme
section, optionnelle, traitera plus en profondeur l'utilisation de la transformée de Laplace dans
I'étude des systemes linéaires.

Pour résoudre les équations différentielles obtenues, nous utiliserons parfois les techniques et
concepts du chapitre 4 (solutions homogenes et particulieres, méthode des coefficients indétermi-
nés), parfois la transformée de Laplace, ce qui sera obligatoire lorsqu’on aura présence de fonctions
définies par morceaux ou présence de fonctions delta de Dirac. Comme on I'avait vu au chapitre 3,
vous pourrez utiliser les commandes appropriées de votre calculatrice pour résoudre directement les
équations différentielles modélisant les situations physiques.

6.1 Mouvement harmonique

Dans cette section, nous nous intéressons a des systemes mécaniques générant des vibrations ou
des mouvements oscillatoires. Létude de ce type de systemes est fondamentale en génie. Vous n’avez
qu’a penser a tout ce qui produit ou controéle des vibrations (amortisseurs d’autos, par exemple), a des
problemes de rigidité de structures, etc. Nous avons choisi, pour illustrer ces systémes, un modéle de
base trés simple, celui de la masse suspendue a un ressort. L'étude de ce modele, dans son cas le plus
général, nous aménera a résoudre 1'équation différentielle suivante ol y est la position d'un objet et
ol f(¢) est une force extérieure appliquée sur celui-ci:

d’y  dy . -
mﬁ + bE +ky=f(1) ou m, b et k sont des constantes positives
Considérons, pour commencer, le cas le plus simple soit celui du mouvement harmonique simple ot
il n'y a ni force extérieure, ni amortissement.

59
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6.1.1 Mouvement harmonique simple

Considérons un ressort de masse négligeable, suspendu a un support fixe, et un objet de masse
m, accroché a l'extrémité libre du ressort. La figure illustre cette situation. A gauche, on voit
seulement le ressort suspendu. Au milieu, a la partie (b), on voit 'objet de masse m suspendu au
bout du ressort, qui s’étire alors d’'une longueur s, et on considere le tout en équilibre, donc sans
mouvement. Au repos, la position de I'objet est appelée le point d’équilibre. On voit un référentiel
tracé a droite de la figure, ol y représente la position de I'objet, avec y = 0 la position d’équilibre. On
remarque que y représente également |’étirement (si positif) oula compression (si négatif) du ressort
par rapport a sa valeur a I’équilibre.

VAVAYAY I VaVava

AV

@ (b © LYy

FIG. 6.1 Le mouvement harmonique avec un référentiel pour la position

Si on abaisse I'objet yp unités sous le point d’équilibre et qu'on le libeére, il en résultera un
mouvement oscillatoire autour du point d’équilibre, le ressort tendant a ramener 'objet a ce point.
Cette propriété du ressort s’appelle la force de rappel et la loi de HookelY permet de décrire son
comportement.

Définition 6.1 Loi de Hooke

La force de rappel d'un ressort, force qui tend a ramener l'objet a son point d’équilibre, est
proportionnelle a I'’élongation du ressort (donc a la distance qui sépare 1'objet du point d’équilibre).
Notons cette force Fg. Si on note par y, 'étirement d'un ressort, cette loi nous indique que

Fr=—-ky (6.1)

ou k est une constante de proportionnalité positive caractérisant chaque ressort.

Remarque: I'étirement y du ressort ne doit pas étre trop grande si on veut conserver cette propriété
et éviter une déformation du ressort. De plus, si on a étirement du ressort lorsque y est positif, on
aura compression du ressort quand y est négatif. Dans les deux cas, la force de rappel veut retourner
le ressort a sa position d’équilibre.

1. Robert Hooke (1635-1703), scientifique britannique qui s'intéressa a de nombreux domaines, la biologie, I’astrono-
mie, la mécanique, I'optique, etc. Consultez|ce document Wikipedia pour plus de détails.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Robert_Hooke
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Le lecteur aurait avantage a relire les premieres pages du chapitre 3, pour revoir les notions de
base de mécanique, notamment les notions de référentiel, les systemes d’'unités, la deuxiéme loi de
Newton de méme que la notion de diagramme de forces s’appliquant sur un corps. Nous utiliserons
dans ce chapitre ces notions sans autres explications.

Si on se réfere a la figure on constate que la direction positive de 1'axe y est vers le bas. La
force de rappel est toujours dirigée vers le point d’équilibre. Sil'objet est sous le point d’équilibre, la
force de rappel est négative, puisque dirigée vers le haut. Si l'objet est au dessus du point d’équilibre,
la force de rappel est dirigé vers le bas, donc positive. Dans les deux cas, I'expression donnée a la
définition soit Fr = —ky avec k > 0, représente bien la force de rappel (en tenant compte du
signe de y).

On peut déterminer expérimentalement la valeur de la constante de proportionnalité k, pour un
ressort donné, de la facon suivante : on suspend un objet au ressort et celui-ci s’étire d'une longueur
s. Au repos, deux forces opposées sont en équilibre: le poids (notons le P et on sait que P = mg)
dirigé vers le bas et la tension (force de rappel) du ressort dirigée vers le haut. La somme des 2 forces
est nulle puisque I'objet est au repos. On a donc

P+Fp=0 = mg-ks=0 = mg=ks

(6.2)
= |k= mg ol k est la constante de rappel
s

Dans le mouvement harmonique simple, on ne considére que la force de rappel du ressort pour
expliquer le mouvement de I’objet suspendu a celui-ci, comme ala figure[6.1l Appliquons la deuxieme
loi de Newton, F = ma ol m est la masse de 'objet, F est la somme algébrique des forces s’exercant
sur lui et a est 'accélération de I'objet. Avec y représentant la position de 1’objet par rapport au point
d’équilibre, on obtient alors I'’équation différentielle suivante

d? d?
ma=F = md—ti/z—ky = md—tJZ/-kky:O (6.3)

On pourrait se demander pourquoi le poids ne semble pas étre présent dans notre bilan de forces.
Cela s’explique par le fait que notre référentiel est défini avec y = 0 au point d’équilibre, apres avoir
suspendu I'objet au ressort. Pour une position quelconque y de I'objet en mouvement, le ressort est
en réalité étiré d'une longueur de y + s unités par rapport a sa longueur initiale. L'application de la
deuxieme loi de Newton nous donnerait

d’y d’y
ma=F=P+Fp => m—=mg-k(y+s) => m—=mg-ks—k
R de e RY a8 y

Cependant, comme on I'a vu plus haut, mg — ks = 0. On retrouve donc notre résultat pour le

mouvement harmonique simple.

Signalons qu’on utilisera pendant toute cette section sur le mouvement harmonique le référentiel
montré a la figure ol y désigne la position de 'objet, la direction positive étant vers le bas. La
vitesse de I'objet sera bien stir donné par

dy

_ 4y _
V(t)—dt y (1)
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avec une vitesse positive désignant un mouvement vers le bas et une vitesse négative désignant un
mouvement vers le haut. On note ici que 'on considere que la force de rappel du ressort est la seule
agissant sur l'objet, ce qui n’est pas tres réaliste d'un point de vue physique. On verra aux prochaines
sections a ajouter de 'amortissement et une force externe. On notera finalement que 1’'on consideére
qu’il n'y a pas de mouvement avant ¢ = 0, le mouvement débutant a ce moment sous 'effet d'une
position initiale yy, et/ou d'une vitesse initiale vy.

mv[ouvement harmonique simple \

Un objet de masse m est suspendu a un ressort ayant une constante (positive) de rappel k. La
position y = 0 désigne la position d’équilibre et y la position pendant le mouvement oscillatoire.
L'équation générale sera

d’y
— +ky=0
a T
Qvec la position initiale yy = y(0) et la vitesse initiale vy = v(0) = y'(0) /

Exemple 6.1 |

Un objet ayant une masse de 200 g est suspendu a un ressort qui s’étire alors de 10 cm. On descend
’objet 50 cm sous le point d’équilibre et on le relache. Déterminons les équations de la position et de
la vitesse de cet objet. Ou est I'objet apres 2 secondes ; est-ce qu’il monte ou descend ?

Nous devons traduire nos unités pour utiliser celles de base dans le systeme SI, on veut donc des
forces en newtons (N), des longueurs en metres (m), des masses en kilogrammes (kg) et le temps en
secondes (s). Pour simplifier les calculs on utilisera g = 10 m/s? comme valeur pour I'accélération due
al'attraction gravitationnelle@. Lavaleurde g, a Montréalﬁ, est en réalité 9,809 m/s? (ou N/kg).
Dans notre exemple, on a m = % kg, I'étirement initial s = % m, la position initiale y(0) = % m et une
vitesse initiale y'(0) = 0 m/s puisqu’on relache I'objet a ¢ = 0.

Avec les données fournies on peut déterminer la constant de rappel k du ressort en utilisant I'équa-
tion[6.2]a 1a page[6Il on obtient

1 1
mg=ks => --10=k-— > k=20
5 10

L'équation différentielle de ce mouvement est

lﬂwo =0 ou @+100 =0 avec (0)—l "0)=0 (6.4)
5 dr? y= dr? r= YO =5 Y= )

Pour résoudre celle-ci, plusieurs approches sont possibles.

2. Certains auteurs parlent de I'accélération ou de I'intensité de la gravité, d’accélération gravitationnelle, en anglais on
retrouve souvent le terme « gravity of earth »

3. Cette valeur va varier un peu selon I'emplacement, la latitude et la hauteur sur terre. A 'équateur, on parle d’environ
9,78 alors qu’aux poéles on aurait 9,83 (la terre n'est pas une sphere parfaite, 'important est la distance au centre de la
terre). En altitude, cette valeur diminue légerement, on parle de 9,77 au sommet de I'Everest. La valeur nominale moyenne
pour g est de 9,81 m/s? ou 32,2 pi/s? en systeme impérial. Cette valeur nominale moyenne, g = 9,806 65 m/s? avec plus de
précision, fut établie a Paris en 1901 par la 3¢ « Conférence générale des poids et mesures ».
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1. On peut utiliser les techniques du chapitre 4. En notation d’opérateur, I'’équation s’écrit
(D?*+100)y =0
L équation caractéristique m?+100 = 0 ayant comme racines m = +10i, on ala solution générale
y=Cisin(10%) + C, cos(10¢)

En appliquant les deux conditions initiales et en dérivant la position on trouve
_1 cos(101) et v(t) = 4y _ 5sin(10¢)
=3 S dt

2. On peut également résoudre I'équation[6.4]a I'aide de transformées de Laplace.

d’y 1
SE{—+100 =o} > $2Y-=-s+100Y =0
dr? y 2

= (s*+100)Y = %s

1 s
= Y=--—
2 524100
On retrouve ainsi la réponse précédente

L1y s L
y(t) = 258 {32+ 100} = 2cos(lOt)

3. Comme il s’agit d'un chapitre traitant d’applications physiques, vous pouvez utiliser les com-
mandes appropriées de votre calculatrice pour obtenir directement la solution de I'équation
différentielle posée. On utilise ici la commande solved de la librairie ets_specfunc (voir page28)

2
ets_specfunc\solve L d—[y(t))JrZO-y(t)=0,{y(t),l,0}
5 4 2
_ cos(lO- t)
W=——"
d cos(10- zf) -5+ sin(10- 1)
dt 2

La syntaxe est ets_specfunc\solved(équation,{ y(t), y(0), y'(0)}) si y(¢) est la fonction inconnue
cherchée. De plus, dans I’équation, on doit toujours utiliser y(¢) et non seulement y.

La commande deSolve de Nspire, vue plus t6t cette session, peut également étre utilisée pour ré-
soudre I’équation différentielle. Nous préférons cependant utiliser la commande solved, comme
dans 'exemple, puisque cette commande permet également de travailler avec des fonctions
échelon-unité et delta de Dirac.

En évaluant les fonctions position et vitesse pour ¢ = 2 secondes, on trouve

y(2) =0,204041 m et v(2) = —4,56473 m/s
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Apreés 2 secondes, I'objet est 20,4 cm sous le point d’équilibre et il remonte a une vitesse de 4,56 m/s.
Notons également que I'accélération de I'objet est
dv d’y

= V= = — 1
a(r) FTRPTE 50cos(10%)

A t =2 secondes, on a une accélération de a(2) = —20,4 m/s2. La vitesse et 'accélération étant toutes
deux négatives, on peut conclure que la grandeur de la vitesse augmente a ¢ = 2 secondes.
Tracons le graphe de la solution y(t).

y(OA période = amplitude = 5

LA AN
VY

On constate avec I'exemple précédent, qu'un mouvement harmonique simple est caractérisé par
des oscillations sans fin autour du point d’équilibre. Le fait de ne considérer aucune autre force, de
friction ou d’amortissement par exemple, ce qui n’est pas tres réaliste d'un point de vue physique,
nous conduit a ce cas idéalisé de mouvement perpétuel ou rien ne vient dissiper I'énergie du systéme
mis en marche avec nos conditions initiales (position et vitesse a ¢ = 0). On verra plus loin a considérer
des facteurs d’amortissement.

ol

(5 (=]
cn|§”| ]

Nl—

Le mouvement harmonique simple est caractérisé par une solution du type
y=Cisin(wt) + Ccos(wt) ou y=4/Ci+Cisin(wt+¢) = Asin(wt +¢)

* son|amplitude A |; par définition c’est]'éloignement maximal par rapport au point d’équilibre.

Pour I'exemple précédent, comme on le voit sur le graphe, 'amplitude A = % m ou 50 cm.

* sa ; C'est le temps nécessaire pour que I'objet effectue un cycle complet. En général,
sion a des termes sin(wt) ou cos(w?), la période est

2n 2n
pP= - dans notre exemple, ona P = 0°-5° 0,628 319 seconde
¢ la |fréquence [ | des oscillations@; c’est le nombre de cycles par seconde et 'inverse de la
période.
w 5
f= E eyl dans notre exemple, on a f = — = 1,591 55 cycles par seconde
7

4. On utilise également le terme fréquence (vitesse) angulaire pour désigner la valeur de w. La fréquence f, en cycles
par secondes s’obtient en divisant la fréquence angulaire w qui est en rad/s par 27 qui est en rad/cycle.
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Considérons de nouveau I'exemple précédent en conservant les mémes données, mais en y
ajoutant une vitesse initiale 4 m/s vers le bas.

Exemple 6.2 |

Reprenons les données de 'exemple [6.1] page On a une masse de m = % kg, une constante de
rappel k = 20, une position initiale y(0) = % m. On avait également une vitesse initiale nulle, qu'on
remplace ici par une vitesse initiale de 4 m/s vers le bas, donc

v(0)=y'(0) =4 m/s.

La vitesse initiale est positive puisque dirigée vers le bas, qui est la direction positive de la position.
On remarque ici que puisqu’on descend I'objet 50 cm sous le point d’équilibre et qu'on lui donne
une vitesse initiale de 4 m/s vers le bas, on s’attend a ce que I'objet descende plus bas que la position
initiale de 50 cm.
On aI’équation différentielle suivante pour cette situation

1d%y d’y 1,

§ﬁ+20y=0 ou W+100y:0 avecy(0)=§,y(0)=4 (6.5)
Considérant I’exemple précécdent, pour résoudre on peut

1. appliquer les 2 conditions initiales a la solution générale

y=Cisin(10%) + C, cos(10¢)

2. utiliser la condition y'(0) = 4 en appliquant la méthode des transformées de Laplace, on trouve
alors
1s+4
Y =
s2+100
3. ouplus simplement utiliser la commande solved sur votre calculatrice, pour trouver la solution

1 2
y(t) = Ecos(IOt) + gsin(IOL‘) et v(t) =4cos(10t) —5sin(10%)

y(t) A période = T _amplitude = 0,64
2
0 m 2 3m | Jam | |m | le;m t
5 5 5 5 5
_1]
2
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On constate sur le graphique de la solution que 'objet va descendre jusqu'a 64 cm sous le point
d’équilibre, ce qui correspond a 'amplitude du mouvement. On voit également que la période est
encore P = 27/10 = n/5, ce qui est normal puisqu’'on additionne deux fonctions trigonométriques
avec cette période. Ol est I'objet apres 4 secondes? Quelle est alors sa vitesse ? Aprées calculs, on
trouve

y(4) =-0,035424 m et v(4) = -6,393 32 m/s.

Apres 4 secondes de mouvement, I'objet est 3,54 cm en haut du point d’équilibre et il remonte avec
une vitesse de 6,39 m/s.

On remarque que la courbe solution est du type sinusoidale, mais déphasé par rapport a un sinus
ou a cosinus de base, qui a ¢ = 0 aurait une valeur nulle ou un maximum. On a déja rencontré cette
situation au chapitre 3, a la section 3.2 sur les circuits électriques. On avait vu le résultat suivant.

En utilisant une identité trigonométrique pour transformer une combinaison linéaire de sinus et
cosinus de méme fréquence, on peut montrer que

Acos(wt) + Bsin(wt) = V A2+ B?sin(wt + ¢) (6.6)
ou sin(¢) = L et cos(¢) = L = ¢= arctan(é)
VA2 + B2 A2 1 B2 B

Considérant les limites de la fonction arctan, cette identité n’est valable que si la valeur de B
est positive. Consultez I’annexe pour plus d’explications sur cette transformation et pour voir
une version plus générale de cette identité. Votre calculatrice possede une commande, fcollect( ),
permettant d’effectuer cette transformation. Pour les données de notre exemple, on peut vérifier que

5
VA2 +B2=1/(0,52+(0,4)2=0,640312 et ¢=arctan (Z) =0,896 055
La solution y(¢) peut ainsi s’écrire
1 2 . .
y() = 2 cos(101) + = sin(10¢) = 0,640 312sin(10¢ + 0,896 055)
Comme on le constate sur la figure suivante, ot I'on utilise la commande fcollect en mode « exact »
ou en mode « approché » (avec ctrl enter), cette réponse peut aussi s’exprimer a I’aide d’'un cosinus

déphasé
y(t) =0,640312cos(10¢—- 0,674 741)

tCoHect(COS(1 o r) + = sin(lO- r)) JE cos(10- t—tan™ 2
2 5 5
10
Collecg 0500, 2: sin(10- 2 0.640312- sin(10.- 1+0.896055)
2 5
it 0.674741
5
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Tout mouvement harmonique simple aura un résultat semblable a celui des deux derniers
exemples. On peut méme en faire un cas général.

On suspend un objet de masse m a un ressort ayant une constante de rappel k. Avec un référentiel
comme celui indiqué a la figure page et considérant une position initiale y(0) = yy et une
vitesse initiale v(0) = y'(0) = vy, on obtient I'équation suivante a résoudre

d’y d?

mﬁ+ky:0 ou —+—y=0

k k ) .
En posant w? = — ou w = \/ —, 'équation a résoudre devient
m m

dzy + 2., 0 0) = / 0) = 0) =
12 wy= avec y0)=yp et y(0)=v(0)=1vy
Il est facile de montrer (faites-le) que la solution de cette équation est

v
y(t) = Zsin(o) + yocos(wt)

w

En utilisant I'identité trigo[6.6] cette solution peut aussi s’écrire (si vy = 0)

2

y(t) = Asin(wt+¢)  avec A= E+y§ et <p=tan_1(

)
Vo

6.1.2 Mouvement harmonique amorti

Comme on le mentionnait a la page le mouvement har-
monique simple n’est pas tres réaliste. On sait que tout mou-
vement oscillant finit par s’arréter. Naturellement, la friction
ou la résistance de I'air devrait nous donner un amortisse-
ment dans le mouvement, une diminution dans I'amplitude
des oscillations et un retour éventuel au point d’équilibre pour
s’arréter.

On peut méme amplifier I'amortissement du mouvement en
ajoutant, comme sur la figure ci-contre, un mécanisme amor-
tisseur. Si le piston montré a droite est dans un milieu assez
visqueux, il pourrait méme ne pas y avoir d’oscillation autour
du point d’équilibre mais plutdt un lent retour a ce point.

Nous allons maintenant considérer qu’en plus de la force de rappel, il y aura une force d’amor-
tissement qui s’applique sur I'objet en mouvement. De par sa nature, cette force s'oppose toujours
au mouvement, que I'objet monte ou descende. Cette nouvelle force, notée F,, est toujours dirigée a
I'opposé du mouvement. On considere également que celle-ci est proportionnelle a la vitesse, comme
on I'avait vu au chapitre 3.

da
F,=-bv = Fa=—bd—J; avecb>0
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Si on integre cette nouvelle composante a ’équation[6.3]de la page[61] qui résulte de I'application de
la deuxieme loi du mouvement de Newton, on obtient

d’y dy d’y
ma=F = mﬁz—ky— I = mﬁ+ba+ky=0 (6.7)

DansI’équation précédente, le coefficient positif b est parfois nommé la constante d’amortissement
ou le coefficient d’amortissement.

n/[ouvement harmonique amorti (sans force extérieure) \

Un objet de masse m est suspendu a un ressort ayant une constante (positive) de rappel k.
On considere de plus une force d’amortissement proportionnelle a la vitesse avec un coefficient
(positif) d’amortissement b. La position y = 0 désigne la position d’équilibre et y la position
pendant le mouvement oscillatoire. L'équation générale sera

&y dy
+b—+ky=0
ae " ac T
Qvec la position initiale yy = y(0) et la vitesse initiale vy = v(0) = y'(0) J
Exemple 6.3 |
Reprenons les données de 'exemple [6.2] page[6 - On a une masse de m = kg, une constante de

rappelﬁ k = 20 kg/s?, une position initiale y(0) = 5 m On a aussi une vitesse 1n1t1ale de 4 m/s vers le
bas, donc
v(0) =y'(0)=4m/s.

La vitesse initiale est positive puisque dirigée vers le bas, qui est la direction positive de la position.
Ajoutons a cette situation une force d’amortissement, avec un coefficient d’amortissement

12
b= = kg/s (les unités peuvent s’écrire N-s/m ou N-sec/m)

On al’équation différentielle suivante pour cette situation

1d*y 12dy o
——=+——+20y=0 ou, en multipliant I'’équation par 5
5dr> 5 dt
9 (6.8)
TV 1Y 00y=0  avecy0) =1 ,y©
daz Tar T Y=g

En solutionnant cette équation avec la commande deSolve( ) ou la commande solved( ) de la
calculatrice, on trouve la solution

y() =e (1 cos(81) + zsin(8t))
2 8

v 65 4
= Te_etsin (8t +arctan (;))

5. On utilise ici comme unités pour la constante k des kg/s?. On aurait pu aussi utiliser des N/m. Limportant est
d’obtenir des newtons en multipliant par une longueur en metres.
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La présence du terme e %’ nous confirme que la valeur de y retourne a 0 rapidement, ce qui

est normal d'un point de vue physique. On remarque aussi la présence de fonctions sinusoidales,
ce qui suppose que 'objet devrait osciller de chaque c6té du point d’équilibre. Si on diminue la
force d’amortissement, on pourrait s’attendre a un retour plus lent au point d’équilibre avec plus
d’oscillations. Si on reprenait nos données actuelles mais avec un coefficient d’amortissement deux
fois plus petit, donc b = g kg/s, on trouverait la solution suivante :

y(£) =0,763e 3! sin (9,539t + 0,714)

Dans cette derniére réponse, on constate un terme amortisseur e’ plus faible que dans la premiére
réponse. La figure suivante illustre les deux fonctions position obtenues.

3y
: , , 12
coeff. d'amortissement b:?
coeff. d'amortissement b=§
1
8
t
-1 1 S| 2
4 -1 4
N

On peut penser qu’avec un amortissement encore plus faible, le retour a I’équilibre serait plus
long. Considérons encore les mémes données que I'exemple précédent mais avec maintenant un
coefficient d’amortissement b = % kg/s, soit 6 fois moins que notre valeur initiale a 'exemple[6.3]a la
pagel65l Résolvons I'équation différentielle du mouvement

1d%’y 2dy 20y = 1 o i/
EW-'_EE-F 0y=0 avec y(O)—Em et y(0)=v(0)=4m/s
En utilisant Nspire pour résoudre celle-ci, on trouve

deSolve|

l-y"JrE-y'Jr‘lf)-y=lf) and y(0}=l and y'(0}=4 1y
57 5 2 ’

e_i-cos(} ﬁr) 31 -e_i-sin(} mr]
y f

2 22

&

e’ cos(3 11 -4) 3 [11 e sin(3- Jﬁt}l

2 22

a

tCollectlv

E'e_t'sin

11

E-e_f-sin

]

11 ]
»=0.6742- e " sin(9.94987- ++0.835482) _

appnoxky
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Voici le graphe de cette solution

55 &t [55-et sin(B' 11- t+tan"(

1 H0-

%)

L1

-

o

-
d

Les 3 derniers exemples illustrent ce qu’on nommera un mouvement harmonique sous-amorti. Les
solutions sont de la forme

y(t) = Ae "'sin(wt+¢p) ou  y()=e "'(Cysin(wt) + Cycos(wt)) (6.9)

ol A, r et w sont des constantes positives.

Cette solution est un signal sinusoidal, « enveloppé » par une fonction exponentielle décroissante
qui rameéne la position y vers le point d’équilibre. Le résultat n'est pas a proprement parler une
fonction périodique (la fonction ne reprend pas les mémes valeurs a chaque période), mais la
présence d'une fonction sinus indique une périodicité dans le passage par le point d’équilibre (ou par
le maximum ou le minimum). Une telle fonction est dite pseudo-périodique et la pseudo-période est
définie par le temps entre deux passages successifs 8 un maximum (ou un minimum). Ici, avec notre

notation, la pseudo-période est

2n
pseudo-période P = —
w

On remarquera, en comparant les résultats précédents avec ceux du mouvement harmonique
simple (sans amortissement) a la page que les valeurs de w observées dans le mouvement
amorti sont inférieures a la valeur obtenue (w = 10) avec le mouvement sans amortissement. Cela
signifie que la pseudo-période sera un peu plus longue illustrant le fait que I'amortissement allonge
légerement le temps nécessaire pour passer par 2 maximums successifs ou pour effectuer un cycle
complet. Par conséquent la fréquence du mouvement amorti sera légérement plus faible que la
fréquence naturelle du systéme oscillant. On définit ainsi la fréquence naturelle d'un mouvement
harmonique comme la fréquence du mouvement en considérant qu’il n'y a que la force de rappel du
ressort agissant sur I'objet.

II peut arriver cependant que la force d’amortissement soit trop importante pour permettre
des oscillations et générer une solution ou un mouvement « sous-amorti ». Considérons toujours
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les mémes données traitées dans cette section mais avec une force d’amortissement valant 5 fois
la vitesse. Pour étre plus précis, il faudrait dire que la force est F, = —5v ou que le coefficient
d’amortissement est b =5 kg/s.

Exemple 6.4 |

Reprenons les données de 1'exemple page On a une masse de m = % kg, une constante de
rappel k = 20 kg/s?, une position initiale y(0) = % m et une vitesse initiale de 4 m/s vers le bas,
donc v(0) = y'(0) = 4 m/s. Considérons de plus une force d’amortissement, avec un coefficient
d’amortissement b =5 kg/s.

On obtient I’équation différentielle suivante pour cette situation
dy

1dzy+5 +20y=0 (0) L t y'(0)=4 (6.10)
—— +9— = avec =—e€ = .
5 dt? dt Y y 2 y

En résolvant cette équation, on trouve la solution

14 -5t 13 —-20t
HN=—e -
Y =13 30

La figure suivante montre la solution obtenue (courbe en bleu). On a ajouté également (en rouge) une
autre solution obtenue en variant les conditions initiales.

31y
4
14 13 1 m
- -5t —20¢ - {0)=
y=——=e '-——e avec W0)=—m et y\0)=4 —
e A= m et (0)-4 =
11 —5¢ 59 -20¢ 1 m
=—2ea Y———e " avec W0)=—— m ef y(0)=8 —
1 Y 30 120 y( ) 8 y() s
8
t
1 1 3
4 4

On constate des solutions constituées de deux fonction exponentielles décroissantes, ramenant
rapidement I'objet au point d’équilibre. Il n’y a plus présence d'une fonction sinusoidale, on ne peut
plus parler d’oscillations autour du point d’équilibre. Il peut arriver, selon les conditions initiales,
que l'objet traverse une fois le point d’équilibre. Cependant, le comportement général est le retour au
point d’équilibre, sans oscillations.
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Dans 'exemple précédent, on constate qu'en augmentant suffisamment la force d’amortisse-
ment on obtient une situation o1 'objet retourne a son point d’équilibre sans oscillations. On parle
dans ce cas d'un mouvement harmonique sur-amorti. La réponse se présente alors sous la forme

y(t)=Cre "'+ Cre”™" ol 1] et 1, sont deux constantes positives

On a vu a l'exemple[6.3] page[68] la méme situation que précédemment mais avec un coefficient
d’amortissement b = 15—2 kg/s donnant un mouvement sous-amorti. Avec I’exemple précédent, page
[71] avec un bien plus important coefficient d’amortissement b = S _g kg/s, on obtient un mouve-

5
ment sur-amorti.

On peut se douter qu’il doit exister une valeur du coefficient d’amortissement, valeur située entre
les deux valeurs précédentes, ol se produit le passage d'un mouvement sur-amorti 2 un mouvement
sous-amorti. Cette situation correspondra a un mouvement avec amortissement critique.

Exemple 6.5 |

Reprenons encore les données de 'exemple[6.2] page[65l On a une masse de m = % kg, une constante
de rappel k = 20 kg/s?, une position initiale y(0) = % m et une vitesse initiale de 4 m/s vers le bas.
Considérons de plus une force d’amortissement, avec une coefficient d’amortissement

b=4kg/s
On obtient I’équation différentielle suivante pour cette situation

lﬂ+4ﬂ+2o =0 avec (0)—1et "0)=4 (6.11)
5dt2  dt r= YOI =5 et yi= :

En résolvant cette équation, on trouve la solution

1
y(1) = (9t+z e 10t

On obtient une solution constituée d'une droite multipliée par une fonction exponentielle décrois-
sante. Il en résulte un retour rapide vers le point d’équilibre. En diminuant le coefficient d’amor-
tissement (b = 4 kg/s) par rapport a la valeur utilisée dans 1'exemple précédent pour le cas sur-
amorti (b = 5 kg/s), on s’attend a un retour plus rapide au point d’équilibre. En effet, plus la force
d’amortissement augmente, plus 'opposition au déplacement sera grande...

On constate en évaluant la réponse qu’aprés 1 seconde, on sera pour ainsi dire revenu au point
d’équilibre (y(1) = 0,000431 m). Méme apres % seconde, on est déja a 3,37 cm seulement au-dessous
du point d’équilibre.

Dans certaines applications physiques, cette propriété sera recherchée. On peut mentionner les
amortisseurs d'une auto, ou le mécanisme de fermeture automatique des portes qui assure le retour
graduel de celles-ci a leur position normale fermée.

La figure suivante montre la solution obtenue (courbe en bleu). On a ajouté également (en rouge) la
solution de I'’exemple précédent ol1 le mouvement est sur-amorti.
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31y
4
. ! 4 kg
mouvement avec amortissement critique [b=4 —
s
1) .
y(t)= 9!+? e 10¢ ({'ou;vae bk‘:‘ue)
k
1 mouvenent sur-amorti (b:S _g] (courbe mr.tge)
- Fa :
t
1 3
4

Le tableau qui suit résume les différentes situations possibles lorsqu’on analyse un mouvement
harmonique amorti (sans force extérieure).

mv[ouvement harmonique amorti: analyse des types d’amortissement \

L'équation générale du mouvement harmonique amorti est

dzy dy " o 9.9 q o oac /
mﬁ + bE + ky =0 avec position initiale yy = y(0) et vitesse initiale vy = v(0) = y'(0)

Si on utilise la notation « opérateur » vue au chapitre 4, cette équation différentielle peut aussi
s’écrire

(mD*+bD+k)y=0
En considérant les racines du polynéme m D? + b D + k, trois situations peuvent se produire.

* Si b>—4km <0, on a 2 racines complexes et on obtient un mouvement sous-amorti avec
une solution ayant la forme (o1 r et w sont deux constantes positives)

y(t) = Ae”"sin(wt + ¢) ou y(1) = e "' (Cysin(wt) + Cy cos(wi))

e Sib?—4km >0, on a 2 racines réelles distinctes et on obtient un mouvement sur-amorti
avec une solution ayant la forme

y(t)=Cre " + Cre 2! ol r et rp sont deux constantes positives

e Si b?>—4km = 0, on a une racine réelle double et on obtient un mouvement oi1 ’on a un
amortissement critique avec une solution ayant la forme

k y() = (C1+Cort)e™ ! ou r est une constante positive /
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6.1.3 Mouvement harmonique forcé

Jusqu’a maintenant, nous avons considéré un systeme mécanique oscillant ol1 interviennent une
force de rappel et une force d’amortissement. On a pu constater a la section précédente que le
mouvement résultant implique toujours un retour au point d’équilibre. Regardons maintenant ce
qui se produira si on ajoute une 3¢ force qui elle contribue (encourage) au mouvement. En premier,
considérons une force extérieure contributive de la forme f(f) = Asin(wt) ou f(t) = Acos(wt). On
peut obtenir ce type de force externe en reprenant le systeme harmonique précédent et en donnant
au support de notre ressort un mouvement oscillant (sinusoidal) vertical de période P = %” Cela
transmettra a notre objet suspendu un force f(¢) de méme fréquence. On verra plus loin d’autres
situations faisant appel, entre autres, aux fonctions spéciales vues au chapitre 5 (voir page[31).

En appliquant la deuxiéme loi de Newton, comme on |’avait fait a la page[68l pour le mouvement
amorti, mais en y ajoutant une force externe f(t), on obtient

2 2
Zty —ky-— bd—+f(t) I N A 6.12)

ma=F = m
e T ar

Dans I'équation précédente, la force f(t) est considérée positive car elle contribue au mouvement.
En réalité, si elle est du type f(t) = Asin(w?), elle sera positive sur une demi-période et négative sur
la demi-période suivante. En général, cette force externe vous sera donnée et vous pourrez |'utiliser
directement dans I’équation du mouvement.

G/[ouvement harmonique forcé (avec amortissement) \

Un objet de masse m est suspendu a un ressort ayant une constante (positive) de rappel k.
On considere une force d’amortissement proportionnelle a la vitesse avec un coefficient (positif)
d’amortissement b. On a de plus une force externe f(¢) qui contribue au mouvement. La
position y = 0 désigne la position d’équilibre et y la position pendant le mouvement oscillatoire.
L'équation générale sera

d2 dy
+b—+k t
Mg Thg =10
Qvec la position initiale yy = y(0) et la vitesse initiale vy = v(0) = y'(0) /

Exemple 6.6 |

Reprenons les données de I'exemple page On a une masse de m = % kg, une constante de

rappel k = 20 kg/s?, une position initiale y(0) = % m et une vitesse initiale de 4 m/s vers le bas,

donc v(0) = y'(0) = 4 m/s. Considérons de plus une force d’amortissement, avec un coefficient

d’amortissement b = % kg/s. Sans force extérieure, le mouvement résultant est celui du graphe de

la page[70l

Ajoutons maintenant une force extérieure f(¢) = 10sin(5¢) N. Léquation du mouvement devient
1d? ay . 2dy

1
5 dt2 EE +20y =10sin(5¢) avec y(0) = —et y "0) = (6.13)
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En résolvant cette équation, on trouve la solution

269 601 20 150
yt)=e! —cos(3\/ 1£) + ——sin(3v11¢t) | — ——cos(5¢) + —— sin(51)
458 15114 229 229
=¢7'[0,5873¢0s(9,94991) +0,1319sin(9,94991)] — 0,0873 cos(5¢) + 0,6550sin(51)
Cette solution est constituée de deux parties distinctes. La premiere composante
~10,5873 c0s(9,94991) + 0,13195in(9,94991) |

représente la partie transitoire. Lexponentielle négative e~ ! fera éventuellement disparaitre I'impact
de cette composante, ici aprés environ 5 secondesfi. La deuxieme partie représente le régime
permanent de la solution (yperm). Dans cet exemple,

Yperm = —0,0873 cos(5¢) +0,6550sin(5¢)
ou, en utilisant les identités de la page
Yperm = 0,6608sin(5¢ — 0,1326)

La partie transitoire de la solution correspond a la solution homogeéne vue au chapitre 4 et ici
correspond au type de réponse obtenue pour le mouvement amorti (voir a la page[69). Les conditions
initiales n’affectent que cette partie de la solution, donc que le début du mouvement. Le régime
permanent (la solution particuliére vue au chapitre 4) résulte uniquement de la force (source) externe
appliquée. On obtient une solution sinusoidale de méme fréquence que la force externe mais avec
une amplitude différente et un déphasage par rapport a cette source. La figure suivante montre la
solution obtenue (courbe en bleu). On a ajouté également (en rouge) le régime permanent.

inny
VTV

U 9634,-0. 88985

6. Mathématiquement, cette partie transitoire ne devient pas nulle, il serait plus juste de dire que sa valeur devient
négligeable. Ici, aprés ¢ = 5 secondes, e~ = 0.0067 et cette partie de la solution est inférieure 2 0,0038.
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On constate au début un comportement plus aléatoire, dépendant de la partie transitoire et des
conditions initiales en plus du régime permanent. On voit bien qu’apres quelques secondes, les
deux courbes se confondent. Si on modifie seulement les conditions initiales, on verra une différence
seulement pour les premiéres secondes, le régime permanent reste le méme.

11 est courant dans ces types de probléemes de poser certaines questions sur le résultat obtenu. Par
exemple,

(@) Quel est’écart maximal de |’objet par rapport au point d’équilibre ?
On avu a la page précédente que la position de 1'objet est

y(t)y=e! [0,5873 c0s(9,94991) +0,1319sin(9,9499¢)] — 0,0873 cos(5¢) + 0,6550sin(51)

Il est tres difficile de répondre a cette question sans considérer le graphe de la solution. En effet,
dériver la position y(#) et résoudre en posant cette dérivée égale a 0 conduit a de nombreuses
solutions correspondant a des minimums ou des maximum locaux. Utiliser la commande
fMax de Nspire comporte son lot de difficultés, par exemple la sensibilité au domaine (dans
cet exemple, si on spécifie 0 < ¢ < 8 on obtient une réponse différente de celle obtenue avec
5 < t < 8, et pourtant les 2 réponses obtenues sont entre ¢ = 5 et ¢t = 8). De plus un simple
coup d’oeil au graphe de la figure précédente nous apprend qu’on cherche plutét un minimum
absolu.
En sachant qu’on cherche une position autour de ¢ = 1 seconde on trouve que I"écart maximal
par rapport au point d’équilibre sera apres ¢ = 0,9634 seconde. Lobjet est alors a 88,985 cm
en haut du point d’équilibre (puisque la position est négative).

(b) Quelle est 'amplitude du mouvement en régime permanent ? Quel est 'angle de phase ?
Le régime permanent de cette solution est

. 20 150 |
Vperm = —0,0873cos(5t) +0,6550sin(5t) =-— E cos(bt) + E sin(51)
10v229 2
=0,6608sin(5¢—0,1326) = —sin (5t — arctan(—))

229 15
Dans une expression du type Asin(w t + ¢), A représente 'amplitude de I’onde sinusoidale et
¢ estl'angle de phase, en radians.
L'amplitude du mouvement en régime permanent est, dans cet exemple, de 66,08 cm et 'angle
de phase est de 0,1326 radians.

f 5.1 ' mouv-amorti — FAD{ﬂn
=20 cos\5- ¢ 150 sin{5- ¢ 2
229

2. ( ol 2

-20- cos(5-7) 150- sin(s- 7)
229 ' 229
0.660819- sin(5. 7-0.132552) l

tCollect(

tCollect(




6.1. MOUVEMENT HARMONIQUE 77

Pour terminer cette section, nous allons considérer un exemple de force externe non sinusoidale
en utilisant les fonctions spéciales présentées a la section 5.3 du chapitre sur les transformées de
Laplace, a la page[31l On utilisera des fonctions échelon-unité et une fonction delta de Dirac.

Exemple 6.7

Considérons un mouvement harmonique avec une masse de
m = 1 kg, une constante de rappel k = 10 kg/s? et une force
d’amortissement, avec un coefficient d’amortissement b = 2
kg/s. Au temps ¢ = 0 I'objet est descendu 25 cm sous le point
d’équilibre et on lui donne une vitesse initiale de 2 m/s vers le
bas, donc une position initiale y(0) = i m et v(0) = y'(0) =2
m/s.

On va également considérer une force extérieure, f(¢), com-
posée de deux parties: on applique une force constante (vers
le bas) de 2 N pendant les 5 premieres secondes et apres
8 secondes, on donne un coup de marteau, vers le bas, sur
notre objet suspendu, ce qu'on représente par une force, une
impulsion de 26 (¢ —8) N.

La force extérieure de cet exemple sera représentée par la fonction

f®) =2u(t) —2u(t—-5)+26(t-8)

L'équation différentielle a résoudre est
dy

d? 1
d—t;/+ZE+10y:2u(t)—2u(t—5)+25(t—8) avecy(0)=1et y'(0)=2 (6.14)

(a) Résolvez cette équation pour trouver la position y(#).
En utilisant la table de transformées de Laplace, on trouve que la solution dans le domaine s
est

_( s+2 1) s 2e78 L1 st42 1
“\5(s2+25+10) 5s s2+2s+10 20s2+2s+10 5s
On utilise ensuite la table et les techniques vues au chapitre 5 pour trouver la solution

y() =

1 _5))+ Lsin(3(z—5))] e - L
(5005(3(t 5))+1531n(3(t 5)))6 :

u(t—>5)+ ge_(t_g) sin (3(t—8))u(t—8) +---

+ u(t)

(1 41 | 1
e —cos(3t) + —sin(31) |+ =
20 60 5

On peut évidemment plus simplement utiliser la commande solved de Nspire pour obtenir

ets_specfunc'solved|

:—;(J'(f))+2- i()’(f))HO'}'(fFL" ult)-2 ule-5)+2- 5(,,8)1{ 0, % 2})

5

W) es-cos(3-t*15)'u(t*5) e 'sin(3'1*15)'n(t*5) 2- es-sin(3-1724)'u(i78] : cos(3-t)'n(.f) ; 41-sin(3-t)'n(.f) M(i*5) n(.t)

5 ¢f 15 &f 3 of 20- ef 60- ef 5 8
y(t‘ es-cos(S'J*IS)-u(t*EJ I es-sin(_’r -15) ult-5) 2 es-sin(j-t*M)-u(th) I cos(3+4) ult) } a1-sin(3- ) ult) u(e-5)  ult)

i 4 5 5

5e 15-ef 3 ef 20 &f 60- e

A) eS_f-ccs(j-thS)-u(f*S) e5_t-sin(5-t*15)-u(t*5) 26877 sin(3- +-24) u(t-8) } e ! cos(3- 1) ulf) S el sin(3-9) ult) ult-5) uld)
0

5 15 3 2 60 5 5
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(b) Tracez le graphe de cette solution sur un intervalle montrant bien les différents comporte-
ments de la position de I'objet.

V.

3
4

force externe f(t)ZZu(t)*2u(t75)+26(t*8)

force ponctuelle de 26(#8) N

7 il L
o 1 / 5 \/ 8 \/ 15
7 fin de la force constante de 2 N

-1
4 T

Au début du mouvement, on remarque sur le graphe un comportement semblable a un
mouvement sous-amorti avec des oscillations autour d'une valeur qui semble étre y = 0,2 m.
Lobjet oscille autour d'une hauteur de 20 cm sous le point d’équilibre. On peut se questionner
sur ce comportement pendant les 5 premiéres secondes.

Comme la force appliquée est constante et vaut 2 N vers le bas, c’est comme si on ajoutait
un « poids » de 2 N sur I'objet déja suspendu au ressort. Comme on sait que P = ks ou P
est le poids, k la constante de rappel du ressort et s est I'étirement du ressort dii au poids P
suspendu, on peut calculer qu’appliquer une force constante de 2 N implique un étirement
supplémentaire de 20 cm du ressort, et par conséquent une déplacement vers le bas du point
d’équilibre de I'objet avec ce poids supplémentaire.

Entre t =5 et ¢t = 8 secondes, aucune force externe n’'agit sur le mouvement, on retrouve donc
un mouvement sous-amorti classique. A ¢ = 8 secondes, on voit I'impact ponctuel du coup
de marteau vers le bas. Comme cette force n’agit qu’a ¢ = 8, elle communique une nouvelle
vitesse vers le bas a notre objet qui était presque revenu immobile au point d’équilibre. Apres
cet impact, on retrouve le méme type de comportement sous-amorti qu’apres t = 0 ou apres
t =5 secondes.

6.1.4 Larésonance mécanique

Dans un mouvement harmonique, si I'amplitude du mouvement décrit par la masse, au lieu de
diminuer ou de se stabiliser a une certaine valeur, se met a augmenter jusqu’a ce qu’on ait un bris
mécanique, alors on est en présence du phénomene de résonance mécanique. Lorsqu’aucune force
extérieure n’est appliquée au systéme masse-ressort, on aura en général des oscillations autour du
point d’équilibre. C’est le comportement naturel du systéme. Si on néglige la force d’amortissement,
on parle alors de la fréquence naturelle du mouvement pour décrire la fréquence des oscillations
autour du point d’équilibre.

Si on applique une force extérieure sinusoidale qui a la méme fréquence (ou une fréquence sem-
blable pour le mouvement amorti) que la fréquence naturelle, il se produira le phénomeéne suivant : si
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I'objet est naturellement en train de descendre, alors la force extérieure va accentuer cette tendance
et 'objet descendra plus bas qu’il ne le ferait naturellement. Méme remarque lorsqu’il monte. Il en
résulte, dans le cas non amorti, que d'une oscillation a I'autre, 'amplitude du mouvement augmente
jusqu’au bris mécanique. On dit alors qu'on a un mouvement en résonance. L'exemple suivant
illustre cette situation.

Exemple 6.8 |

Considérons un mouvement harmonique avec une masse de m = % kg, une constante de rappel k =
20 kg/s? et négligeons les forces d’amortissement. Au temps ¢ = 0 I'objet est descendu 50 cm sous le
point d’équilibre et on lui donne une vitesse initiale de 4 m/s vers le bas, donc une position initiale
y0) =35 m et v(0) = y'(0) = 4 m/s. Appliquons de plus une force externe f(t) = 2cos(10¢) N.
L’équatlon différentielle a résoudre est

dzy

1
S +20y =2cos(10¢) avec y(0) = —et y'(0) = (6.15)

Sans force extérieure, ce probléme avait été résolu a 'exemple a la page On avait trouvé la
solution

1 2
y() == cos(lO 1+ g sin(10¢) = 0,640 312cos(10f1— 0,674 741)

La fréquence naturelle de ce mouvement harmonique simple est de f = 10 . En appliquant une force
externe de méme fréquence, f(t) = 2cos(10¢), on devrait obtenir un phenomene de résonance. En
résolvant I’équation[6.15lon trouve

1
vy == cos(lOt) + (— - —) sin(10¢)
Comme on le constate sur le graphe suivant, 'amplitude des oscillations augmente constamment.

Cela est causé par la présence du terme linéaire devant sin(10¢). Considérant les limites physiques du
ressort, il se produira assurément une déformation de celui-ci ou un bris.

5 ¥

0 Seosi0{ £+ 2 i T
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En général, on cherche a éviter le phénomene de résonancel] lorsqu’on construit des systemes
ou des structures mécaniques. Plusieurs cas célébres existent pour illustrer ces problématiques. Le

7. Consultez le site de Wikipédia/pour plus de détails sur la résonance, ses cause et ses applications.


https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9sonance

80 CHAPITRE 6. APPLICATIONS DES EQUATIONS D’ORDRE 2

désastre du pont de Tacoma en 1940 est un de ces cas qui a modifié les approches de conception de
structures. On a longtemps attribué a un probléme de résonance la chute de ce pont. Aujourd’hui on
parle plutot d'un probleme d’instabilité aéroélastique. Plus récemment, mentionnons les problemes
du Millennium BridgeE’] a Londres inauguré en I'an 2000 et fermé 2 jours aprés son ouverture au
public. 1l a fallu presque deux ans de travaux pour corriger les problemes d’oscillations excessives de
ce pont piétonnier. En électronique par contre, on peut rechercher cet effet pour amplifier certains
signaux.

Lorsqu’on a une force d’amortissement, I'amplitude du mouvement ne peut augmenter sans
limite. Mais cette amplitude peut cependant devenir assez grande pour qu’il y ait bris mécanique.
Dans cette situation, la fréquence de la force extérieure doit étre 1égerement inférieure a la fréquence
naturelle du systéme. C’est d’ailleurs ce qu'on a observé dans les exemples de mouvement sous-
amorti de la section a la page Plus le coefficient d’amortissement était faible, plus la
fréquence du mouvement sous-amorti se rapprochait de la fréquence naturelle du systéme.

Si on applique, a partir de ¢ = 0, une force extérieure
f(t)=Acos(wt)

sur un objet ayant une masse de m kg, suspendu a un ressort ayant une constante de rappel de k
kg/s? et une force d’amortissement proportionnelle a la vitesse, avec un coefficient d’amortissement
de b kg/s, I'équation différentielle du mouvement sera

2
m% + b% +ky=Acos(wt)

On peut démontrer que le régime permanent de ce systéme sera

A

y:
V (mw? — k)2 + b2w?

cos(w t+¢)

On peut également démontrer que 'amplitude maximale de ce mouvement en régime permanent,
donc la résonance, se produira si w est choisi tel que

k b? 9
w= ) pourvuque b°<2km
m

8. Consultez cette page (en anglais) pour des explications détaillées sur ce désastre et ses causes. Cette vidéo permet
également de bien voir les oscillations jusqu’a I'écrasement du pont.

9. Consultez cette page Wikipedia pour des renseignements de base sur cet ouvrage. Ce document détaille technique-
ment la problématique au niveau de la conception, les analyses techniques et les solutions trouvées. (Cette vidéo permet
de voir la problématique des oscillations latérales (remarquez le mouvement de la foule vers la 45¢ seconde).


https://en.wikipedia.org/wiki/Tacoma_Narrows_Bridge_(1940)
http://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs
https://fr.wikipedia.org/wiki/Millennium_Bridge_%28Londres%29
https://www.youtube.com/watch?v=eAXVa__XWZ8
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Exercices
Dans les exercices suivants, utilisez g = 9,8 m/s? ou g = 32,2 pi/s? selon le systéme d'unités utilisé.

Lorsqu’on suspend un objet de 10 kg a un ressort, ce dernier s’étire de 50 cm. Cet objet est
amené 10 cm sous le point d’équilibre puis relaché. On néglige 'amortissement.

(a) Trouvez la vitesse et la position de I'objet en fonction du temps.
(b) Déterminez 'amplitude, la période et la fréquence du mouvement.

(c) Déterminez la position, la vitesse et 'accélération de 1'objet 0,25 seconde apres le début du
mouvement.

Un objet de 2 kg étire un ressort d'une longueur de 40 cm. Lorsque l'objet est au point
d’équilibre, on le frappe vers le bas, lui donnant une vitesse initiale de 1 m/s. Limpact a lieu au temps
t=0.

(a) Trouvez la vitesse et la position de I'objet en fonction du temps.

(b) Déterminez 'amplitude, la période et la fréquence du mouvement.

(c) Déterminez la vitesse et 'accélération de 1'objet lorsqu’il est a 10 centimetres au-dessus du
point d’équilibre et qu’il se dirige vers le haut.

Lorsqu’on suspend un objet de 20 kg a un ressort, ce dernier s’étire de 98 cm. Lobjet est
descendu 10 centimetres sous le point d’équilibre, et on lui donne une vitesse de 1 m/s, vers le haut.
La constante d’amortissement pour ce systeme vaut 140 N-sec/m.

(a) Déterminez la valeur de la constante de rappel k, posez I'’équation différentielle de ce mou-
vement et trouvez la position de 1'objet en fonction du temps. S’agit-il d'un mouvement sur-
amorti ou sous-amorti?

(b) Quand cet objet repassera-t-il au point d’équilibre ?

(c) Résolvez de nouveau ce mouvement mais en supposant que le ressort s’étire plutét de 9,8 cm
lorsqu’on suspend la masse de 20 kg. Quel type d’amortissement obtenez-vous ? S’agit-il d'un
mouvement sur-amorti, sous-amorti ou bien d’'un amortissement critique ?

(d) De combien le ressort devrait-il s’étirer, en suspendant la masse de 20 kg, pour que 'on
obtienne une situation d’amortissement critique ?

Un objet dont le poids est de 4 livres étire un ressort de 3 pouces. L'objet est descendu 6 pouces
sous le point d’équilibre, puis relaché. En supposant une force d’amortissement égale a 2v (ou v est
la vitesse au temps t, exprimée en pieds par seconde), trouvez la position de 'objet en fonction du
temps. Donnez le résultat sous la forme A () sin (a) t+ gb).

6.5] Une masse de 8 kgestattachée a un ressort; ce dernier s’étire alors de 1,96 metres pour atteindre
I'équilibre. Le coefficient d’amortissement vaut 3 N-sec/m. Au temps ¢ = 0 alors que le systéme
est a 'équilibre, une force externe f (f) = cos(3t) est appliquée au systeme. Déterminez le régime
permanent du systéme.
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Une masse de 8 kg est attachée a un ressort. La constante de rappel vaut 0,625 N/m. Le
coefficient d’amortissement vaut 3 N-sec/m. Au temps ¢ = 0, le systeme est a ’équilibre. Une force
externe est appliquée: f (1) =0 (£) +6 (¢t — 7).

(a) Trouvez la position de I'objet en fonction du temps.

(b) Tracezle graphe de la position pour bien faire ressortir le mouvement et I'effet des impulsions.

Déterminez I’équation du mouvement et celle de la vitesse pour un systéeme non amorti, régi
par I'équation

dzy /

ﬁ+4y=3cos(2t) avecy(0)=1lety (0)=0

Tracez le graphe de la position.

On suspend une masse de 1 kg a un ressort ayant une constante de rappel de 100 N/m. On

néglige la force d’amortissement et on applique une force extérieure de 36 cos(8¢) N. Les conditions
initiales sont nulles, donc y(0) =0 et v(0) = y'(0) =0

(a) Montrez que la solution de ce mouvement harmonique peut s’écrire comme suit
y(£) = 2sin(#) sin(9%)

(b) Montrez que le graphique de cette solution sera celui qui suit

» *mouv-amorti — Rﬁf‘ﬂ]m

My U)=2sim(sin(or)
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Remarque: ce probléme illustre un type d’ondes vibratoires important en acoustique et en
optique.

On suspend un objet de 1 kg a un ressort. Lobjet est descendu 50 centimeétres sous le point
d’équilibre et on le relache. On considére une constante de rappel valant 29 N/m et une constante

d’amortissement de 4 N-sec/m. On applique de plus une force extérieure de 6sin(3¢) mais seulement
a partir de ¢ = w secondes, donc
0 sit<m
f=

6sin(3t) sit=nw

(a) Exprimez la force extérieure f(f) en termes de fonctions échelon-unité, posez I'équation
différentielle et déterminez la position de I'objet en fonction du temps.
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(b) Faites le graphe de la solution pour 0 <t < 10
(c) Quel est le régime permanent de ce mouvement? Quelle est I'amplitude en régime perma-
nent?

6.2 Circuits électriques

Nous avons déja commencé I'étude des circuits électriques au chapitre 3. Maintenant que nous
savons résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 2, nous pouvons regarder ce qui se passe
dans un circuit RLC de base. Considérons le circuit de la figure suivante:

L
S N
&
SR

Qe

s VO

—o o——|—
C

Le tableau suivant (vu au chapitre 3) résume les principales notions nécessaires a I’analyse de ce
circuit.

FElément Quantité Symbole | Unités Représentation visuelle
source voltage Voue(t) | volt (V) —| — ou —@—
résistance résistance R ohm (Q) A\
bobine inductance L henry (H) T
condensateur | capacitance C farad (F) —| I— ou —|f—
courant i ampere (A)
charge q coulomb (C)
Relations importantes
v,=Ri v, =L di V= q
R~ L= "4t cT ¢
Vpt+ v +vs=e(t) ou=V (silasource est constante)
dqg _ _dvg
i = —= C— = ldt
a Ca 17/

Dans I'analyse de ce circuit, () représente le courant électrique circulant dans le circuit et v (f)
la tension électrique (la différence de potentiel) aux bornes du condensateur. Au chapitre 3, on se
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limitait a I’étude des circuits RL ou RC car on ne pouvait résoudre que des équations différentielles
d’ordre 1. En sachant résoudre des équations d’ordre 2, on peut maintenant analyser le circuit RLC.
Apres application des lois physiques appropriées, le circuit précédent se modélise par

Lﬂ+Ri+z—e(t) > Lﬂ+Ri+v =e(1)
dt c dt ¢

dv
En notant que i = Cd_tc on obtient, par substitution, I'équation suivante avec laquelle on

travaillera dans cette section

LC

d*v, dv,
a2 +RCW+UC:e(t) (6.16)

Pour la résolution de cette équation différentielle, je dois avoir 2 conditions initiales

v-(0) = la tension initiale aux bornes du condensateur.

) i . . RETTPURN
v-(0) = T qui est fonction du courant initial a £ = 0.

On peut considérer que i(0) = 0 si on ferme l'interrupteur S de la figure précédente a ¢ = 0 (ce sera
toujours le cas dans cette section). En effet, le circuit étant ouvert si ¢ < 0, le courant électrique ne
peut circuler et doit forcément étre nul. On peut donc considérer a ce moment que v (0) = 0.

Exemple 6.9 |
Considérons un circuit RLC ou sont branchés en série une bobine (inducteur) de L = % H, une

résistance de R = 6 Q, un condensateur de C = % F et une source de e(f) = 24sin(10¢) volts. A r =0

on ferme I'interrupteur et le courant commence a circuler. On considére que le condensateur a une

tension initiale de 5 volts, donc v¢(0) =5 Vet que U'C(O) =0.

En utilisant la forme générale de I'’équation du circuit RLC (voir I'équation dans 'encadré ci-

dessus), on obtient I’équation suivante a résoudre

L 1 v 6. L 4% 24sin(101)
iy et V= sin t
2 50 dr? 50 dt ¢

e 12de 100 2400sin(107) (6.17)
+ — + V~= sSin t .
dr? drt ¢

avec les conditions initiales v (0) =5 et Ué(O) =0

Pour résoudre cette équation, on peut utiliser différentes approches comme on I'a fait a la page
pour le mouvement harmonique. Comme il s’agit d'une application physique, apres ce premier
exemple on utilisera la résolution directe avec Nspire de I'équation différentielle obtenue (voir point
3 plus bas).

1. On peut utiliser les techniques du chapitre 4. En notation d’opérateur, I'’équation s’écrit

(D*+12D +100) v = 2400sin(10¢)



6.2. CIRCUITS ELECTRIQUES 85

L'équation homogene associée est (D +12D +100) v, =0.
L équation caractéristique m? + 12m + 100 = 0 a comme racines m = —6 + 8i.
La solution générale homogene sera

V(1) = e % (Cy sin(81) + Cy cos(81))
Le candidat pour la solution particuliere sera
vcp(t) = Asin(10¢) + Bcos(10¢t)

En résolvant et en utilisant les conditions initiales, on trouve la solution suivante
6t 10,
ve(t)=e Zsm(Bt) +25co0s(81) | —20cos(10¢)

On peut également résoudre I'équation[6.17]a 'aide de transformées de Laplace.

d*v dv
£ { C 4 12d—tC +100v, =2 400sin(10t)}

dar?
= §°V,—55+12(sV,—5)+100V, - 2400- 0 _
¢ ¢ ¢ s2+100
5(s3 + 1252 + 100s + 6000)
> V=
(s%+100) (s2+12s+100)
_ 255+ 300 20s  25(s+6)+150  20s

V.= — = -
€7 (s2+125+100) $2+100 (s+6)2+82  s2+100

En prenant la transformée inverse de ce résultat, on retrouve la réponse précédente
670 .
ve(t)=e 131n(8t)+25003(8t) —20cos(10¢%)

Comme il s’agit d'un chapitre traitant d’applications physiques, vous pouvez utiliser les com-
mandes appropriées de votre calculatrice pour obtenir directement la solution de I'équation
différentielle posée. On utilise ici la commande solved de la librairie ets_specfunc (voir page[28)

2 T 4y, 25 cos(s 1) 75 sin(8 1)
ets_specfmcisotved = = L (veli) 6 — L (velo)rveli}=24- sin(10- 1) { vl 5,0} velt)=-20- cos{10- tpr———+—
2 50 4.2 50 di {et}ﬁ 4-{e‘}6
‘ 25'005{8'!] ‘ 75'sin{8' t] 6t e e
vc(f):'zo- cos{lo-:}‘ 6 | v vc(!]=’20- cos{lO'I}+25- e_ﬁ't'cos(s-t}Jr?S e sm{S t}
lef] 2lef) 4

La syntaxe est ets_specﬁmc\solved(équation,{ y(0), y0), ¥y (0)}) si y(t) est la fonction inconnue
cherchée. De plus, dans I'équation, on doit toujours utiliser y(t) et non seulement y.

La commande deSolve de Nspire, vue plus tot cette session, peut également étre utilisée pour
résoudre I'équation différentielle. Nous préférons cependant éviter celle-ci. Cette commande ne
permet pas de travailler avec des sources e(t) continues par morceaux ou avec des impulsions.
Elle peut également donner des résultats étonnants; résolvez I'’équation de cet exemple avec
la commande deSolve de votre calculatrice. Notez que la solution obtenue (avec OS 5.1) sera
équivalente a la réponse précédente.

10. Pour comprendre cette équivalence entre les deux réponses, il faut regarder du co6té des identités trigonométriques
qui transforment le terme —20cos(10¢) en une combinaison linéaire de puissances de sin(¢) et de cos(#)
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Reprenons la solution obtenue pour notre circuit électrique

-6t

75
ve(t)=e Zsin(8t) +25cos(8t)| —20cos(10%) (6.18)

On remarque dans cette solution deux parties distinctes:

La partie transitoire e 6t( sin(8¢) + 25cos(8 t)) qui correspond a la solution homogene (en tenant
compte des conditions 1n1t1a1es) et qui tend vers 0. On a également le terme —20cos(10t) qui
correspond a la solution particuliere et qui représente le régime permanent pour ce circuit. Apres
2 ou 3 secondes, il ne reste que ce terme, la partie transitoire devenant négligeable. On remarquera
également que les conditions initiales du circuit n'ont un impact que sur la partie transitoire de la
réponse. Le régime permanent ne dépend que de la source appliquée et des composantes du circuit.

dv
Considérant la relation i = C d_tc’ on trouvera pour ce circuit
i(t) = d (e‘Gt (75 sin(81) +25 cos(8t)) 20 cos(lOt)) =4sin(10¢) 25 -6t sin(81)
50 dt 4 - 4

Voici, sous forme graphique, les deux solutions

’ . 5 20 e 31118 t
vc() -20- cos 10 z+25 e > ‘-cos 8 )

: AN
1T VVV VY

sm8£
=4- sin 10 I

" NN S
VARVARVARVARVARY

S’il n'y a pas de source extérieure dans notre circuit RLC, donc si e(f) = 0, on dit que le circuit est
en régime libre. Il y aura alors une solution non nulle seulement s’il y a une forme d’énergie dans
le circuit au temps ¢ = 0. En général, cela se produit en ayant une tension initiale aux bornes du
condensateur, donc avec un condensateur ayant une charge initiale non nulle (v-(0) #0). Léquation
est alors

¥}

=}

5

2
LC

dv,. ,
— ¢ +RC—< — C4v.=0 avec v0)=vy V-0 =0 (6.19)

On suppose ici comme précédemment (voir pageB4) que le courant initial a ¢ = 0 est nul. La solution
de I’équation [6.19 donnera la réponse naturelle du circuit. Comme on I’avait vu avec le mouvement
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harmonique (voir page [73), cette réponse naturelle pourra se rencontrer sous 3 formes selon les
valeurs combinées de R, L et C.

En utilisant la notation opérateur vue au chapitre 4, I'équation[6.19 devient

(LCD*+RCD+1) V- =0 avecl’équation caractéristique associée LC m*+RCm+1=0

Les racines de cette équation quadratique sont

—RC+VR2C?2-4IC R R2C?2-4IC 1R R? 1
m= =——4 _ = ———+ _
2IC 2L 412C? 2L 412 IC

Selon les valeurs des racines m, 3 scénarios sont possible. Posons

, R* 1 R . 2
fr=—-— a=—-—— = lesracinessont m=a+/f
412 IC 2L
(Circuit électrique en régime libre : analyse des types de réponses \

L'équation générale du circuit RLC en régime libre est

2

Ve dv '
LC e +RCW+UC=0 avec v-(0)=v9 v-(0)=0

Si on utilise la notation « opérateur » vue au chapitre 4, cette équation différentielle peut aussi
s'écrire
(LCD*+RCD+1)v-=0

En considérant les racines de I'équation caractéristique, trois situations peuvent se produire.

* Si 2 <0, on a 2 racines complexes et on obtient une réponse sous-amortie avec une
solution ayant la forme (en posant w = y/—2)

ve(t) = Ae'sin(wr+¢)  ou (1) = e (Cysin(wi) + Cycos(wi))

* Si #2 >0, on a 2 racines réelles distinctes et on obtient une réponse sur-amortie avec une
solution ayant la forme

ve(t) =Cre" '+ Cre™! ou r=a+pfetrp=a-p

* Si 82 = 0, on a une racine réelle double (m = @) et on obtient un réponse ol I'on a un
amortissement critique avec une solution ayant la forme

(D) = (C1+Co e va(t)=(C+Cyn)en !

\Les valeurs des constantes C; et C, sont ensuite obtenues en appliquant les conditions initialesj

On remarque que pour chacune des 3 situations précédentes, v.(f) — 0 puisque a, r1 et rp
prennent des valeurs négatives. Donc chaque terme en exponentielle converge vers 0 quand ¢ aug-
mente. Dans le contexte du circuit électrique, cela signifie que si aucune source extérieure d’énergie
n’alimente le circuit, la réponse tombera rapidement a 0.
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Exemple 6.10 |
Reprenons les données de I'exemple a la page [84] mais en considérant que la source est nulle
donc e(t) =0.

(@) On a donc un circuit RLC ou sont branchés en série une bobine (inducteur) de L = % H, une
résistance de R = 6 Q et un condensateur de C = % F mais avec une source de e(t) = 0 volts.
Comme a I'’exemple précédent, on considére que le condensateur a une tension initiale de 5
volts, donc v¢(0) =5 V et que vé:(O) = 0. En substituant ces valeurs dans 1'équation générale
on obtient

1 1 d%v, 1 dv, 0 ©) =5 et b.(0) =0
- — +6-———=+v,= avec vc(0) =5et v-(0) =
2 50 dr? 50 dt = © ¢ ¢

En se référant au cas général dans le tableau précédent, on constate que

R2 1 62 1
=12 IC- 1z T.I-64<0 avecw=v64=38
4-(3)° 2%

ﬁZ

On aura une réponse sous-amortie puisque 2 < 0. En résolvant I'équation différentielle avec
la commande solved de la librairie ets_specfunc (voir page28), on trouve comme solution

15
ve(H)=e® (Z sin(81) +5cos(81)

Comme on I'a vu a la page[66] (consultez également I'annexe[A.4), cette derniére réponse peut
aussi s’écrire

25 _g; 3 25 g .
ve(t) = Ze cos |8t —arctan 4_1 ou V() = Ze sin(8¢+ 0,927 295)

(b) Modifions maintenant la valeur de la résistance et de la capacitance, en laissant les autres
valeurs intactes. Considérons que R =3Q et que C = i E L'équation devient

2
1 1d%ve , 1dve
2 4 dt? 4 dt

+v-,=0 avec vc(0) =5 et U’C(0)=0

En se référant au cas général dans le tableau précédent, on constate que

RZ 1 32 1
2 _ _ _
F= o~ e 1110
4-(3)° z°1

On aura une réponse sur-amortie puisque 2 > 0. En résolvant I'équation différentielle avec la
commande solved, on trouve comme solution

V() =106 —5e74

Comme nous I'avons déja mentionné, un des avantages du traitement des équations différen-
tielles par les transformées de Laplace réside dans la facilité avec laquelle on peut traiter des fonctions
définies par morceaux. Nous verrons cette situation dans le prochain exemple, avec une source
constante appliquée seulement pendant un certain temps.
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Exemple 6.11 |

Considérons un circuit RLC olt sont branchés en série une bobine (inducteur) de L = %0 H, une
résistance de R = 4 Q, un condensateur de C =5 mF (donc C=5-1073 = ﬁ) et une source de
e(t) = 4 volts. A ¢ = 0 on ferme l'interrupteur et le courant commence a circuler. On considere que le
condensateur a une tension initiale de 2 volts, donc v¢(0) =2 Vet que U’C(O) =0. Apres ¢ = 1 seconde,
on coupe la source de 4 V, donc

{ 4 0<t<l
e(t) =

0 t=1loutr<0

Avec la la notion de fonction échelon-unité, on peut décrire plus simplement la source::
e(t)=4u(t)—4u(t-1)

En utilisant la forme générale de I'équation du circuit RLC (voir[6.16), on obtient I'équation suivante
arésoudre
1 5 d? Ve 5 duvg

— +4.
10 1000 dt? 1000 dt

+ Ve =4u(t)—4u(t—1)

avec les conditions initiales v¢(0) =2 et v’C(O) =0
La solution obtenue avec la commande solved de Nspire nous donne

V() = 2072 [4c0s(401-40)+25in(40£—-40) | u(t—1)—e 2°" [2 cos(401) +sin (401 | u() +4u(t) —4u(t—1)

Voici, sous forme graphique, la solution obtenue

y
ve(r)=e20720" 1. (4 cos(40- -40)+2- sin(40- 1-40))- u(r-1)...
5 L.-e 20t (2' cos(40' t)+sin(40' I)) u(t)+4' u(t)—r-l' u(t—l)
4
3

[Sv]

%

U‘Iln—t
U]
| e
S RN

—_
<
| o
SRR |
|
v | o

11. Rappel: comme on I'avait vu a la section 3.2.1 dans le volume 1, le préfixe m (milli) représente 1073 et le préfixe p
(micro) représente 1076,
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On remarque qu’'apres un départ avec une tension initiale de 2 V aux bornes du condensateur,
celui-ci atteint rapidement une tension égale a celle de la source constante de 4 V. Le circuit est
alors en équilibre, aucun courant électrique n'y circule. Aprés 1 seconde, en coupant la source, le
condensateur se décharge et la tension retourne rapidement a 0 V.

Pour terminer cette section, soulignons que nous avons toujours travaillé avec la méme équation
générale du circuit RLC, a savoir I'équation[6.16]

2

d“v. dv,
LC a5 +RCW+VC:e(t)

Conne nous I'avons fait dans les exemples précédents, tous les exercices a la fin de la section peuvent
se résoudre a l'aide de celle-ci. Il est possible d’étudier ce circuit avec d’autres formes équivalentes
d’équations différentielles. Par exemple, en divisant I’équation précédente par L C, on obtient

d*v. Rdv. 1 e(t)
t———t—Ve=——
dr> L dt LC LC

En se référant au tableau des relations dans nos circuits électriques, a la page [83] on pourrait
également représenter notre circuit RLC par I’équation suivante

di

L
dat

+Ri+uv.=e(l) (6.20)

En dérivant par rapport a t de chaque coté de cette équation et en utilisant le fait que le courant i(#)

dv
peut s’obtenir par la relation i = C d_tc on obtient une nouvelle équation différentielle

i 1, d
L—+R—+—=i= —te(t) (6.21)

Comme le courant électrique i est fonction de la dérivée de la tension v, on peut retrouver cette
derniere en intégrant la solution i(#) de cette derniere équation différentielle

t
%m:éf““ = %m:%mHéLidt 6.22)

Pour résoudre I'équation[6.21] précédente, nous aurons besoin du courant initial i(0) et de la dérivée
du courant en t = 0 soit la valeur de i’(0). Comme on I’a déja mentionné, on considére en général que
le courant initial est nul. Mais ce ne sera pas nécessairement le cas pour i’'(0). Léquation [6.20] nous
permet cependant de calculer cette valeur
di 1 . .
—=—(e(—-Ri-vg) = i'0) =

—=7 (e(0) —Ri(0)— v (0)) (6.23)

1

Reprenons les données de 'exemple[6.9a la page B4l mais en le traitant avec les équations6.21] et
[6.23]
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Exemple 6.12 |
Considérons un circuit RLC ol sont branchés en série une bobine (inducteur) de L = % H, une
résistance de R = 6 , un condensateur de C = % F et une source de e(f) = 24sin(10¢) volts. A t =0
on ferme l'interrupteur et le courant commence a circuler. On considére que le condensateur a une
tension initiale de 5 volts, donc v¢(0) =5V, et que i(0) = 0.
En utilisant I'’équation différentielle[6.21] on devra résoudre
1d% di 1 d 1d%i

di
——— 46—+ ——i=—(24sin(10t)) = -——=+6— +50i=240cos(10¢t
2dre? dt 1/50 dt( (102)) 2dt? dt (107)

On sait déja que i(0) = 0 (car 'interrupteur est ouvert si ¢ < 0). Pour déterminer i’(0), utilisons
I'équation[6.23]
1 1
i'(0)==(e(0)—Ri(0)—v:(0)) = — (0-6-0—-5) =-10
0) L(() 0) - v (0)) 1/2( )
En résolvant I'’équation différentielle avec Nspire on retrouve bien la réponse obtenue pour i(f) dans
I'exemple[6.9

. . 25 _g; .
l(t):4s1n(10t)—ze sin(8%)

1 4 d 1 )=t sin(10-1) 25+ sin(8- 1)
ets_specfime\solved|—- ~— (i(e)}+6- ~—(i(t) + — i(r)=240- cos(10-1).{i(r),0,-10} ilf)=4- sin{10-)————"—=
2 d)‘2 dt i 4 (CI)
50
ilr)=4- sin(10- r)—&n(gé'f) )= sinf10-1)- 25 0" 7. gin(g-1)
4 (e’) 4

Pour retrouver la tension aux bornes du condensateur v (f) a partir du courant électrique i(z), on
utilise I'équation[6.22]

t t

v-(t)=v (0)+1f idt=5+ !
¢ e C Jo 1750 Jo

25
4sin(10¢) — Ze_ﬁt sin(81) | dt

[T -6t
= vc(t)zze sin(8¢) +25e " cos(81) —20cos(101)

Comme on I'a déja vu (voir exemple [6.10, page [88), la combinaison linéaire précédente de sinus et
cosinus peut également s’écrire sous forme compacte avec un angle de déphasage.

I 125+ & 7. cos|8 1-tant>
1 25- e 0" L. sin(8- 1) S M 1
propFrac vc(f):5+T- 4- sin(lO- r)ff dr vc(t)f 7 —20- cos(lO- I)
50 Jo
- | 61
125-e 61, cos|w* ftan“(i)} 5. e—ﬁ. . cos(t- w)+ 75-e . sm(t- w)
propFrac|tExpand 7 4
ce O tlginls ce Ot (s
251661 confrs S S W, s 20 cosl10 )25 76 - oy 22858
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Vous remarquerez dans 1’écran précédent l'utilisation de la commande propFrac, qui permet de
simplifier I'expression obtenue, et de la commande tExpand, qui remet en combinaison linéaire de
sinus et cosinus une expression avec un angle de phase. Vous noterez dans ce dernier cas que 'on
a travaillé avec (w - t) au lieu de (8¢) pour éviter que la commande tExpand nous donne un résultat
avec des puissances de sin(?) et de cos(t).

Exercices
. . . ~ . ., . !
Dans les exercices suivants, on considere que le courant initial est nul, donc v-(0)=0

Considérons un circuit RLC ot sont branchés en série une bobine (inducteur) de L = % H, une
résistance de R = 2 Q, un condensateur de C = 1—10 F et une source de e(t) volts. On considere que le
condensateur a une tension initiale de 6 volts, donc v (0) =6 V.

(a) Sila source est nulle, posez et résolvez 1'équation différentielle de ce circuit en régime libre
pour déterminer la tension v (1) aux bornes du condensateur. Quel type de réponse obtenez-
vous ? (voir pagel87)

(b) Supposons maintenant une source non-nulle e(t) = 3sin(#) volts.

i) Posez et résolvez I’équation du circuit. Quel est le régime permanent pour ve(0) ?

ii) Quel est le courant électrique i(¢) pour ce circuit ? Fournissez un graphe montrant la tension
aux bornes du condensateur et le courant électrique, pour un intervalle ou I'on voit bien le
régime permanent.

iii) A quel moment aura-t-on le maximum (en valeur absolue) du courant électrique ? Quel est
alors ce courant?

Considérez de nouveau les données de I’exercice 6.10 mais avec une source e(t) = 12e 2/ V. On
travaille donc avec inductance de L = % H, une résistance de R =2 Q, un condensateur de C = % Fet
une tension initiale v (0) =6 V.
(a) Posez et résolvez I'équation du circuit. Décrivez brievement comment se comporte la réponse
vc(t).
(b) Déterminez le courant i(z).
(c) Surun méme graphique, tracez les solutions v (f) et i(z).
(d) Quelle sera la tension maximale aux bornes du condensateur? Aprés combien de temps
obtient-on ce maximum ? Quel est le courant a ce moment ?

6.12] Considérons un circuit RLC ou1 sont branchés en série une bobine (inducteur) de L = %0 H, une
résistance de R =20 Q, un condensateur de C = 800 uF et une source de e(t) volts. On considere que
le condensateur a une tension initiale de 2 volts, donc v¢(0) =2 V.
(@) On considére que la source est nulle, donc e(t) =0 V.
i)Posez et résolvez I'équation différentielle de ce circuit en régime libre pour déterminer la
tension v, (#) aux bornes du condensateur. Donnez également le courant i (7).
ii)Faites un graphe de votre solution, avec une échelle du temps permettant de bien voir le
comportement de celle-ci. Comment ce comporte v (D) ?
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iii)Apres combien de temps obtient-on (en valeur absolue) la plus grande valeur de i () ?
(b) Mémes questions qu’en (a) mais avec une source constante de e(t) = 12 volts.

(c) Considérons maintenant une source constante de 12 volts, a partir de ¢ = 0, pendant 2/10 de
seconde seulement. On a alors e() = 12 — 12u (¢ — &)

Considérons un circuit RLC ol sont branchés en série une bobine (inducteur) de L = ﬁ H,
une résistance de R = 40 Q, un condensateur de C = 25 uF et une source de e(t) volts. On considere

que le condensateur a une tension initiale de 8 volts, donc v¢(0) =8 V.

(a) Sila source est nulle, posez et résolvez I'équation différentielle de ce circuit en régime libre
pour déterminer la tension v (1) aux bornes du condensateur. Quel type de solution avons-
nous ? (voir page[87) Donnez également le courant i(¢).

(b) Considérant que la source est nulle, on aura une tension v (1) qui ira (rapidement) a 0 V (en
partant de la tension initiale de 8 V). A quelle vitesse cela se produit-il? Considérons que la
tension est nulle si v, < 0,0001. Combien de temps est nécessaire pour arriver a ce point?

(c) Faites les graphes de v (1) et de i(?) en choisissant un intervalle adéquat pour la variable .
Donnez le courant maximal (en valeur absolue) et le moment ol cela se produit.

(d) Considérons maintenant une source de e(t) = 4sin(8t¢) volts. Déterminez la solution v (1) et le
régime permanent de cette solution.

Faites un graphe de la solution ou 'on voit bien le régime permanent. Trouvez la tension
maximale et le moment ot cela se produit. Voyez-vous ce maximum sur votre graphe ?

Considérons un circuit RLC ot sont branchés en série une bobine (inducteur) de L = %0 H, une
résistance de R =1 Q, un condensateur de C = 250 uF et une source constante de e(¢) = 100 volts. On
considere que le condensateur est vide a £ =0 donc v¢(0) =0 V.
(a) Posez etrésolvez I'équation différentielle de ce circuit. Donnez également le courant i(t).
(b) i) Faites un graphe de la solution v () ou I'on voit bien le comportement de celle-ci. Trouvez
la tension maximale et le moment ot cela se produit.
iij)Faites un graphe du courant i(#) olt 'on voit bien le comportement de celui-ci. Trouvez la
courant maximal et le moment ou cela se produit.

Considérons un circuit RLC ol1 sont branchés en série une bobine (inducteur) de L = % H,
une résistance de R = 2 Q, un condensateur de C = 20 uF et une source de e(t) = 20sin(500¢) volts.
On considere que le condensateur est vide a t =0 donc v¢(0) =0V,
(a) Posez et résolvez I'équation différentielle de ce circuit. Donnez le courant i(¢) et son régime
permanent.

(b) Tentez de faire un graphe de i(¢) illustrant bien le comportement de cette solution. Quelle(s)
difficulté(s) rencontrent-on ?

6.16 Considérons un circuit RLC ou sont branchés en série une bobine (inducteur) de L =2 H, une
résistance de R = 50 Q2, un condensateur de C = 0,005 F et une source constante de e(t) = 40 volts. On
considere que le condensateur a une tension de 800 Va t = 0 donc v¢(0) =800 V.
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(a) 1) Posez et résolvez I’équation différentielle de ce circuit pour obtenir la tension v (7). Donnez
également le courant i(#).

ii) Décrivez le comportement dans le temps de ces deux solutions. Quel est la tension aux
bornes du condensateur et le courant a £ = 1,5 secondes ?

(b) Fournissez un graphe pour chaque solution o1 I'on voit bien le comportement de celles-ci.

Considérons un circuit RLC ou1 sont branchés en série une bobine (inducteur) de L =2 H, une
résistance de R = 50 Q, un condensateur de C = 0,005 F et une source appliquée seulement a ¢t =1
seconde, soit une impulsion e(t) = 28 (¢ — 1) volts. On considéere que le condensateur a une tension de
10Vatr=0donc vc(0)=10V.

(@) Posez etrésolvez I'équation différentielle de ce circuit pour obtenir la tension v (7).

(b) Fournissez un graphe pour cette solution ou I’on voit bien le comportement de celle-ci.



Annexes

A.1 Formulaire mathématique: algebre et trigonométrie

L objectif de ce formulaire est de vous rappeler plusieurs notions ou formules de base en mathé-
matiques, le tout devant tenir sur 2 pages. Evidemment, avec aussi peu d’espace, on doit omettre
plusieurs mises en contexte ou restrictions sur les formules données. Nous conviendrons qu’en
général les fonctions ou constantes indiquées sont a valeurs réelles (R) et que le résultat d'un calcul
indiqué est valable en autant que les quantités en jeu existent.

Par exemple, In(x) existe sur R si x > 0. Mais la fonction In(z) est également définie sur les nombres
complexes (C). En effet, In(—8) n’existe pas sur R, mais sur C on trouve In(—8) = 3In(2) + 7i.

Sur le formulaire, si on affirme que In(m n) = In(m) +1In(n), sur les réels cela sera vrai si m et n sont
des réels positifs. Notons que si on accepte une réponse complexe pour le logarithme d’'un nombre
négatif, la propriété sera vraie dés qu’au moins une des valeurs m ou n est un réel positif.

En trigonométrie, on a fait le choix de ne présenter que les 3 fonctions de base: sinus, cosinus
et tangente. Les 3 autres fonctions que I'on rencontre a 'occasion, sécante, cosécante et cotangente
sont définies au début des identités trigonométriques. On utilise la notation « arc» pour les fonc-
tions trigonométriques réciproques comme dans arcsin(x); on constatera sur le graphe I'utilisation
(usuelle sur les calculatrices) de la notation sin™! (x) pour cette fonction.
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Plusieurs des formules suivantes possédent des restrictions dont nous avons volontairement omis le domaine afin de ne pas alourdir le texte.

Opérations arithmétiques Logarithmes et fonctions exponentielles
a ¢ ad+bc . .
ax((b+c)=ab+ac > + Y Fonction exponentielle y = a*
a+b = z é ﬂb = z X g = ﬂ a>1 = croissance a* avec a>1
c c ¢ c/ b ¢ bc 0<a<1l = décroissance
a* avec 0<a<1
y=log,(x) < a¥=x
_ Y —
Lois des exposants y=Inx = er=x
amal = gm+n ﬂ —ahn En général on utilise la base b
al e = 2,71828..., et donc le log y1n(e)
(ab) = a" b (a™)" = a™n naturel In. Cela permet de dé- 14
finir A
an=L (z)n:“_n 2= et In@ ! *
a b b" |
. Les propriétés suivantes sont
Ya=an Vab= ¥a Vb autant valables pour log,(x)
ue pour In(x). 6
vam=(vam=ai  f2= .
b ¥ In(1)=0 In(e) =1 Inte™)=m elnim) = 4
In(m- n) =In(m) +In(n) ln(%) =In(m) - In(n)
Factorisations et développements In(mP) = p In(m) logy (1) = niz;
(a? - b?)=(a-b)(a+Db)
Fonctions hyperboliques
(a®-b3) = (a-b)(a® +ab+b?) P 4
eX e X eXpe X eX_ e X
(a3 +b%) =(a+b)(a®-ab+b?) sinh(x) = ———  cosh()=———  tanh(0)=
(a+b?=a?+2ab+b*> (a-b?=a’*-2ab+1b?
(a+b?=a®+3a®b+3ab®+ b /’\,,mnh(’\,)
(a-b3=a®-3a®b+3ab®-b° e X
o= = === Z 1 5
(a+b)*=a*+4a3b+6a® b +4ab® + b* N y=sinh(x)
n |n n n!
+b)" = n=kpkou| | = ——— }
(a+b) kgo(k)“ kT Rm—n 8
(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab Les dérivées par rapport a x sont
1
24 Ax= ( x+ 2| =2 (complétion de carré) (sinh(x))' = cosh(x) (cosh(x))' =sinh(x) (tanh(x))'= —
2 4 (cosh(x))
Equation quadratique Figures classiques 2D et 3D, (aire A, circonférence C, volume V)
Siax?+bx+c=0avec a#0 alors Triangle Cercle Secteur circulaire
— Vb2 =
=—bi b°—4ac A:%ah A=nr? A=%r20
2a _1 ; =
=z absin(f) C=2nr s=r0

On obtient des solutions réelles ou complexes selon

la valeur du discriminant A = b% —4ac h (0 en radians)
] ) S
2 o,z a >

Inégalités et valeur absolue T
a<b = a+c<b+c R ) R
Sphere Cylindre Cone
a<betc>0 = ac<bc
b 0 b V—énr3 V=nr?h V:%nrzh
a<bete<( = ac>be A=4mr? A=2nr?+2mrh A=nr’+nra

Si X représente une variable ou une expression et b >0
|X|:b <~ X=bouX=-b
|X|<b < -b<X<b
|X|>b < X>bouX<-b
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Géométrie dans le plan cartésien Fonctions trigonométriques réciproques
Considérons 2 points, P1(x1; y1) et P2 (x2; y2) y=sin(x) < arcsin(y)=x —g <x< g et —1<y<1
Distance entre Py et Py : d:\/(xg—x1)2+(y2—y1)2 y=cos(x) <= arccos(y)=x Osx=sm et -1=sy=<l
b4 b4
Point milieu de P; Py est (xl‘ZHCZ;J’l“ZLJ’Z) y=tan(x) < arctan(y)=x —§<x<§ et —co< y<oo
Droite passant par Py et Py : 4Ty - 2Ty
Lapente est m = 27 r=cos(x) ™ V% 1 y=tan"(x)
. X2 — X1 V*;_
Equation: y=mx+b ou y—y;=m(x—x1) 1
8 2 8
(ot1 b est 'ordonnée a I'origine) . m ] 5 -
v=sin(x, - y=—
Cercle de rayon r centré en (a; b) 5 ] &) :
x-a)’+ (y—b)2 =r?
Trigonométrie Identités trigonométriques de base
Mesure des angles csc(f) = ; sec(0) = ;
s sin(0) cos(0)
7 radians = 180° A in(0 6 1
/ tan(@) = sn®) cot(0) = C?S( ) =
b4 . 180° cos(60) sin(@) tan(f)
1°= — radians et 1 rad =
180 n sin?(6) + cos?(6) = 1 1+ tan?(6) = sec?(0)
s=r0 ou 6 est enradians
sin(—60) = —sin(@) sin(x) est une fonction impaire
Triangle rectangle et trigo
di h cos(—0) = cos(0) cos(x) est une fonction paire
sin@) = P2 cos0) = 2L P opp P
hyp hyp
~\ ] tan(—6) = —tan(0) tan(x) est une fonction impaire
_opp ad
tan(f) = adi T b4
adj i Z)= i - ==
sin (0 + 5 ) cos(0) sin (0 5 ] cos(8)
Fonctions trigonométriques cos (9 _r ) = sin(6) tan [9 _r ) _ -1 = —cot(6)
y . 2 2 tan(0)
sin(@) == cos(@) =—
r r Autres identités trigonométriques
Y
tan(f) = =
an(®) X sin(u + v) = sin(u) cos(v) + cos(u) sin(v)
2Ty sin(u — v) = sin(u) cos(v) — cos(u) sin(v)

cos(u+ v) = cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v)

cos(u— v) = cos(u) cos(v) + sin(u) sin(v)

2 2 sin(2u) = 2sin(u) cos(u)
y on) cos(Ru) = cosz(u) — sinz(u)
T o 1-cos(2u) 9 1+cos(2u)
sin“(u) = ———— cos”(u) = ———
2 2 2

Triangle quelconque et trigo

Fonctions trigonométriques, valeurs principales

0 0 en radians ‘ sin(0) cos(6) tan(6)

0° 0 0 1 0
30° 116 1/2 V312 V3/3 Loi des sinus : sin(A) _ sin(B) _ sin(C)
45° /4 V212 V212 1 a b c
60° /3 V3/2 1/2 V3 Lois des cosinus: a2 = b + ¢ —2b ¢ cos(A)
90° /2 1 0 i

b% = a?+c?-2accos(B)

c?=a?+b%-2abcos(C)




A.2. TABLE DE TRANSFORMEES DE LAPLACE 99

A.2 Table de transformées de Laplace

La table qui suit représente votre outil de travail principal pour résoudre les exercices du chapitre
5. Vous devriez apprendre a simplifier algébriquement vos expressions en vous aidant, au besoin, de
votre calculatrice. Identifiez ensuite la bonne formule ou propriété de cette table pour effectuer la
transformée ou la transformée inverse.






A.2. TABLE DE TRANSFORMEES DE LAPLACE

f F(s)
1
P1 1 ou u(?) -
s
1
P2 t =
s
!
P3 t" (n entier positif) SZ;I
P4 et 1
s+a
1
P5 te @t —
(s+a)?
w
P i —_—
6 sin(w 1) P o?
s
p7 COS(LL) l') m
—at . w
P8 e ‘”sm(w t) m
_ s+a
P9 e at COS((,U f) (S-I—a)—2+a)2
. 2WS
P10 tsin(w t) —_—
(52 +w?)
§2 —w?
P11 tcos(wt) —_—
(52 +w?)
r 1
P12 " neR,n>-1 M
sn+1
e—&lS
P13 u(t—a)
s
P14 5(1) 1
P15 O(t—a) e 43
d
P16 d—]:=f’(t) SF(s)— f(0)
2
P17 % = (1) s2F(s)— s f(0)— f'(0)
dnf (n) n n-1 n-2 g/ (n—-1)
P18 W:f (1) S"EF(§)—-s"" f(O)—s"“f(0)—...— f 0)
P19 e 2 f(r) F(s+a)
n
P20 " f (1) (—D”dsn F(s)
P21 g u(t—a) e L{gt+a)
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Cette deuxiéme partie de la table est surtout utilisée pour trouver des transformées de Laplace in-
verses. Les propriétés P25 a P30 ne sont pas essentielles et les résultats indiqués pourraient s’obtenir avec
les propriétés précédentes et les techniques vues dans le chapitre 5. Par exemple, P27 vient directement
de P6; P25 se déduit facilement de P3. On peut démontrer P26 en utilisant P25 et P19. Elles sont dans la
table pour faciliter le travail du calcul manuel de la transformée inverse. La décomposition en fractions
partielles, a 'aide de la commande expand() de Nspire, et un certain travail de manipulation algébrique
peuvent étre nécessaires pour bien utiliser cette table.

F(s) f@
P22 e %SF(s) ft—a)u(t-a)
F(s) t
t
P24 F(5)-G(s) L rmgi—ndr=fn gt =(f* 1)
1 1
P25 —
N (n-1)!
1 tn—le—at
P26 B —
(s+a)? (n=1!
P27 ; l in(wt)
2+ w? w Siw
P28 - L e *sin(wt)
(s+a)?+w? )
P29 ; L( in(wt) —wtcos(wt))
(s2+ wz)z 2053 ° o8
P30 5 L (tsinwn)
(s w2)2 5 (tsin(@

Si fp (1) est une fonction périodique de période P, doncsi f,(t+ P) = f,(t) V>0, alors

fpe‘”f (ndt
0 P

1—e$P

L{fpn} =

Les fonctions dans le domaine du temps sont notées par des lettres minuscules et celles dans le domaine
s par des lettres majuscules. La transformée de Laplace de f(t) est notée F(s). Par définition,

Z{fw}= fo e S f(ndt=F(s) si 'intégrale impropre converge

Les opérateurs &£ et £~ sont des opérateurs linéaires. Pour a,b € R,

Llaft)+bg}=aF(s)+bG(s) et L HaF)+bGs)}=af()+bg)

Si les limites existent,
lim sF(s) = f(0%) et limsF(s)= lim f(2)
§—00 s—0 t—o00
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A.3 Méthode de décomposition en fractions partielles

Nous décrirons dans cette annexe la technique de décomposition d'une fraction rationnelle,
soit le quotient de deux polyndmes, en une somme de fractions partielles, soit une somme de
fractions plus simples. Cette technique peut étre utilisée autant lors du calcul d’intégrales indéfinies
que lors du calcul de transformées de Laplace inverses. Elle permet de revenir a des termes plus
simples, qui eux seront présents dans la table d’'intégrales ou dans la table de transformées de
Laplace. Comme mentionné et illustré a 'exemple[5.14] a la page[24]du chapitre 5, votre calculatrice
symbolique, avec la commande expand, donnera directement le résultat souhaité. Dans cette annexe,
nous expliquerons comment cette commande (ou des similaires avec d’autres logiciels de calcul
symbolique) fonctionne et a quoi vous devez vous attendre comme résultat. Vous n’aurez donc
pas a faire ces calculs manuellement. Mais nous illustrerons a I'aide d’'un exemple ce que pourrait
représenter comme travail un calcul manuel de ce type.

p
On veut décomposer une fraction rationnelle du type % ol P(s) et Q(s) sont deux polyndmes.

1. On doit s’assurer que la fraction rationnelle est « propre », ce qui signifie que le degré de P(s)
doit étre inférieur a celui du polynéme Q(s), ce qui dans notre cours d’équations différentielles
sera toujours le cas. Si la fraction rationnelle n’est pas « propre », on doit effectuer la division
polynomiale soit manuellement, soit a 'aide de la commande propFrac (accessible viale menu
Algebre-Outils fraction-Fraction propre de Nspire). On doit également s’assurer que les deux
polyndmes P et Q n'ont pas de facteurs communs.

2. Considérons que la fraction rationnelle est « propre ». Il faut ensuite décomposer (factoriser) le
dénominateur Q(s) par rapport aux nombres réels. Vous aurez vu, dans un cours d’algébre, le
lien entre les racines et les facteurs d'un polyndéme. Si s = « est une racine du polynéme Q(s),
donc Q(a) =0, alors (s — a) est une facteur de Q(s); donc Q(s) = (s — a) - W(s) ou le degré de
W est 1 de moins que celui de Q. La racine a peut étre réelle ou complexe. Des théorémes
fondamentaux en algebre nous apprennent que Q(s) se factorisera en un produit de termes
linéaires, du type (as + b)" correspondant a une racine réelle et/ou de termes quadratiques
irréductibles, du type (as®+bs+c)", correspondant a deux racines complexes conjuguées (cela
se produit ici si b* — 4ac < 0)

3. Pour chaque facteur linéaire du type (as+ b)", on doit poser :

Ay Ay Ap
+ +eee 4
(as+b) (as+b)? (as+ b)"

4. Pour chaque facteur quadratique irréductible du type (as® + bs+¢)", on doit poser:

Bis+C; Bys+Cy B,s+Cy
(as?+bs+c) (as®+bs+c)? (as®+bs+c)"

Remarque: en général, n dépasse rarement 2, cela simplifie 'application de la méthode. Les
coefficients A;, B; et C; sont des valeurs réelles a déterminer algébriquement ou a l'aide de Nspire.
Les exemples suivants illustrent cette méthode.
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Exemple 1.13

£ . . 8s5+6
(a) Décomposons en fractions partielles 16
s4—

Comme la factorisation de s* — 16 est (s + 4)(s + 2) (s — 2) on devra poser

8s+6 8s+6 _As+B+ C . D
s1=16  ($2+4)(s+2)(s—2) s2+4 (s+2) (s—-2)

En utilisant la commande expand de Nspire, on trouve A= -1, B = —%, C= 1—56 etD= }—é

—452+12s5+32

s*+ 853 +2652 +48s + 45
Comme la factorisation de s* + 8s> + 265> + 485 + 45 est (s* + 25+ 5)(s + 3)? on devra poser

(b) Décomposons en fractions partielles

—4s*+125+32 45" +125+32  As+B ., ¢ ., D
s +853+2652+485+45 (s2+25+5)(s+3)2 $2+42s+5 (s+3) (s+3)?

Avec la commande expand, on trouve A=-2,B=3,C=2et D=-5

et |

cZeros(s4716,s) { 2:i,-2: i,-2,2}
factor(s4716,s) (S,Z). (s+2)- (32+4)

8:s+6 -5 3 5 11
expand ,5 f 1

16 214 a(s2a) 16:(s+2) 16:(s2)
cPolyRoots(s4+8- §O4260 52448 s+45,s) {’3=’3,’1*2‘ i,-1+2- i}
factor(s4+8- $7+26- s2+48- s+45,s) (s+3)2- (32+2- ws)

4+ 52412- 532

expand ,S

s218: 53426- 52448 s+45

2.5 | 3 ‘ 2 5
24255 52420545 53 (543)2

On peut se demander comment obtenir manuellement ces résultats, ou comment votre calcula-
trice Nspire obtient ceux-ci avec la commande expand. Considérons de nouveau I'’exemple ala
page[25ldu chapitre 5.

Exemple 1.14
Décomposons en fractions partielles, manuellement,

11s—6 _ 115-6
$3+452+95+36  (s2+9)(s+4)

On constate avec la factorisation du dénominateur, une racine réelle (s = —4) et deux racines
complexes (s = +3i). En appliquant les principes de la page précédente, on pose:
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11s—6 _As+B C

($2+9)(s+4) s2+9 T ira
_ (As+B)(s+4)+C(s*+9)
B (s2+9)(s+4)
_ As®+4As+Bs+4B+Cs*+9C
B (s2+9)(s+4)
_ (A+C)s*+(4A+B)s+ (4B +90)
B (s2+9)(s+4)

Les dénominateurs étant identiques de chaque c6té du signe égal, les coefficients inconnus A, B et C
doivent satisfaire le systeme d’équations

A+C=0
4A+B =11
4B+9C=-6

De la premiere équation on tire que A = —C, qu’on substitue dans la deuxieme équation pour obtenir
—-4C+B=11 = B=4C+11
En utilisant ce cernier résultat dans la troisieme équation du systéme, on trouve
44+16C+9C=-6 = 25C=-50 = C=-2

Par substitution, on obtient ensuite B = 3 et A = 2. Le résultat final est

11s-6  25+3 2
(s2+9)(s+4) s2+9 s+4

On retrouve ainsi le résultat obtenu directement, avec la commande expand de Nspire, dans
I'exemple5.16de la page25ldu chapitre 5.

Cette approche manuelle est trés lourde en termes de calculs. On peut simplifier les calculs
manuels a faire en utilisant une approche comme celle montrée a I'’exemple de la page
du chapitre 5. Cela se rapproche plus de ce qui est fait par les logiciels de calcul symbolique pour
effectuer la décomposition en fractions partielles.

Exemple 1.15 [
Reprenons, de I'’exemple précédent, la décomposition a effectuer

11s—6 _As+B+ C
(s2+9)(s+4) s2+9 s+4

Multiplions cette équation par (s + 4), simplifions et posons s = —4

11s—6 s+4 —-44 -6 0
—— = (As+B)- +C => ————=(As+B)-—+C = C=-2
249 s2+ (-4)2+9 25
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Comme s = 3i est une racine complexe du dénominateur, on peut reprendre I'étape précédente avec
cette valeur complexe. Multiplions I'équation (A.I) par (s> +9), simplifions et posons s = 3i
115s-6 s2+9 33i-6

=(As+B)+C- = - =A-3i+B+C-—
s+4 s+4 (Bi+4) 3i+4

En simplifiant la fraction complexe obtenue, on trouve

33i—6 . .
- =3+6i=3Ai+B = A=2etB=3
(3i+4)

puisque deux nombres complexes sont égaux si leurs parties réelles et imaginaires sont égales. On
retrouve ainsi plus rapidement les coefficients cherchés.

Cet exemple est I'un des plus simples que 'on puisse traiter manuellement. Comme nous
I’avons indiqué au début de cette annexe, on s’attend dans vos problémes a ce que vous laissiez ce
travail a votre calculatrice. Cela nous permet, en exercices, en devoir ou en examen, de traiter des
problemes beaucoup plus complexes que ceux qu’on retrouve dans un manuel classique d’équations
différentielles.
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A.4 Combinaison linéaire de sinus et cosinus de méme fréquence

La formule suivante est plus générale que celle de la page66ldu chapitre 6. La formule a cet endroit
montre que

Acos(wt) + Bsin(wt) = V A2+ B2sin(wt+¢) ou (A.1)
sin(¢p) = L et cos(¢p) = L = ¢= arctan(é)
VA2 + B2 A2+ B2 B

Celle-ci est correcte seulement lorsque la valeur de B est positive, la fonction arctan donne alors
le bon angle (en radians) entre =" et 7 (en degrés: —90° < ¢ <90°). Si ce n’est pas le cas, il faut ajuster
I'angle ¢ pour respecter les signes du sinus et du cosinus. La formule suivante, en 2 versions, a
I’avantage de toujours donner le bon résultat:

Acos(z) + Bsin(z) = V' A% + B2sign(A) cos (z —arctan (%)) (A.2)
=/ A%+ B%sin (z + gsign(A) —arctan (%)) (A.3)

La fonction sign(A) qu’on rencontre ici se nomme la fonction signe ou signum. Par définition,

1 siA>0

signtd) = { ~1 siA<0

Vous n’avez pas a utiliser manuellement ces formules car vous pouvez obtenir un résultat équivalent
avec la commande tcollect( ) de votre calculatrice. Comme pour toutes les identités trigonomé-
triques, plusieurs formes différentes mais équivalentes sont possibles pour ces transformations.
Votre calculatrice, avec la commande indiquée, peut donner 2 résultats équivalents pour une méme
combinaison selon qu’on fait enter ou ctrl enter (pour avoir la solution en point flottant).

Considérons I'expression 3 cos(5¢)+4sin(5t), que I'on a choisie car 'amplitude du signal résultant
VA2+ B2 = \/9+16 = 5 est simple. Les 2 écrans suivants montrent l'utilisation de la commande
tcollect() pour obtenir une solution en fonction de sin(5¢ + ¢b) ou ¢ est 'angle de phase. On y montre
le résultat selon qu’on appuie sur « enter » ou « ctrl enter» pour obtenir une réponse en mode exact ou
approché (décimal). On vérifie également 'angle de phase obtenu a ’aide des formules et (A3).

ANNEXE—CO..COS =—F F:hnmm

tCollect{S- cos(S- z]+4- sin(S- f)) i éavec ctrl enter .
5 sin|5- t+tan” E]] I tCOlleCt{3' cos(S- f)+4- sin(S- :)]
4 5. sin(5. ++0.643501)
©avec ctrl enter 4] 3 ]
) ——tan’|— tan™|—
tCollect[_S- cos(S- z)+4- sin(S- f)) 2 3 4
5.-sin(5.- £+0.643501) 4] 0.643501
__tan-l —
n ( 4] ( 3} 2 3
f—tan" - tan™ =l = =

12. Merci a mon collégue Michel Beaudin pour cette version plus complete
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Modifions I'exemple précédent pour avoir une valeur de B négative, la formule ne pouvant
plus s’appliquer directement: 3cos(5¢) — 4sin(5¢). Les 3 écrans suivants montrent I'utilisation de
la commande tcollect( ) et la validation des résultats obtenus (en mode exact ou approché) par la

formule (A.3).

anNnexe-co..c

*annexe-co..cos = RAD m [ |

©avec une valeur de B négative

5 sin(s t+m—tan” 5 f-tan”

3 ]] |
- -5 sin
4

3
4
tCollect[S- cos(S- I)—4 sin(S f))

5 -sin(5 - #+2 49809)

tCollect[3 cos(S é)—4 sin(S f))

tCollect{B' cos{:S' f)—‘l‘ sin{:S' f})

5 f—tan? .
5.-sin(s. #+2.49809)

-5 sin

3)
4

. 5 -4 5] ) -4 3
tCollect{_3 fels} {5 r) 4 1n[_5 f}} E—t’an"(—] :'r—tan"[—]
5. sin(5.- #+2.49809) 2 3 4

-4
= n—tan”
3

-4) 2.49809

4

b8
—tan”
2

3 3
5 sin(S- z+:n:—tan"(—)] -5 sin (S : z—tan"(—]] | |
] 4 4

Pourquoi obtenir sinus ou cosinus, dans certains cas ? Considérons les 2 courbes suivantes:

f1(x)=5 cos|5- x—tan"!

i)) :Jsin(5_r)+4ms(5_3.67

’

A

£2(x)=5" sin(5* +-0.927) =3sin(5x)-4cos(5x)
-6.67

On constate que la courbe en bleu (trait plein) est « plus proche » d'un cosinus pur et que celle en
rouge (trait pointillé) est plus proche d'un sinus pur. Mais peu importe, un cosinus n’est qu'un sinus

déphasé... En effet, sin (z + %) = cos(z) et sin (z — %) = —cos(z).

Sur I’écran suivant, on voit la méme combinaison étre transformée en cosinus (en mode exact)
ou en sinus (en mode approx), les 2 réponses sont évidemment équivalentes.



A.4. COMBINAISON LINEAIRE DE SINUS ET COSINUS DE MEME FREQUENCE 109

* *annexe-co..rdi < rao {J1 F3|

tCollect(4- cos(S- I)+3- sin(S- I))

5 cos

o]

©méme expression avec ctrl enter

tCOllect(é' cos(S' f)+3' sin(S' f))
5 -gin(5 - #+0.927295)

E

Pour terminer, mentionnons que I'on peut faire 'opération inverse avec Nspire mais avec une
légere adaptation. En effet, Nspire a une commande texpand( ) qui devrait « développer » une
expression trigo. On voit sur I'écran suivant qu'on peut développer sin(p + g) avec cette commande.
Mais pour simplifier par exemple sin(5¢ + ), il faudra remplacer 5¢ par p sinon la calculatrice
développera I’expression uniquement en termes de sin(t) et de cos(?).

R > *chap3-calcu < rao 401 B9 R b *chap3-calcu < ran 41| B9
tExpand(_sin[u+q)) tExpand(sin{p+£]) cos{p)- J3_+sin(n)
cos[z:)- sin(q)+sin[v)- cos(q) 3 2
tExpand(sin(S- f+£]] pmmec(M[p=5' f]
3 2
-16- JS_ {51n{f}}2 {cos{:f}}a—él- JS_ {cos{:z’ J3_ 305(5' f) : sin(S- f)
2 2

©remplagons 5t par p
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A.5 Table de séries de Fourier
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Les séries de Fourier dans cette table convergent vers les fonctions périodiques données en tout point de
continuité et vers la valeur moyenne en un point de discontinuité. En ce sens, |'égalité entre la fonction f(x) et

sa série de Fourier n’est valable qu’aux points de continuité.

f(x
-1 —-7<x<0 ( )“
flx) = , avec P=2n — - 1
1 O<x<m }

T1 4 (sin() sinBx) sin(5x) L N
L R S WSmo=mo-mo o T Zm Si X
fx)= 2 i ! sin((2n—-1)x) -1 _

T ao2n-1
1 —=<x< z fOp
fx) = T ?Zm avec P =271 ‘ 1 ‘
-1 —<x<— ! !
2 2 ! !
T2 4 (cos(x) cos(3x) cos(5x) ‘ -
—— _ —... _5m _3n I s 3m 5m Uy
Fe=217 3 5 29 2 7 X
4 *© (_1)n+1 : 1
X)=— cos(2n—1)x
fx) nﬂ; T (C )x)
f(x
-x —-n<x<0 CIA
[ =IxI= avec P =27 -
X O<x<m
T3 m 4 (cos(x) cos(Bx) cos(5x)
X)=——— + +
e 2 m 12 32 52
2 7 5 @2n-1)?
f(X)A
fx)=x, —-nm<x<m, avecP=2n
T
sin(x) sin(2x) sin(3x) /
fx)=2 - ...
T4 1 2 3
-3n A2n -1 0 T 2 3 X
o0 (_ n+l
fx)=2 Z sin(n x) /
n=1 Tt
) A
fx)=x, 0<x<2m, avecP=2m ont
sin(x) sin(2x) sin(3x)
X)=m—-2 + + +---
T5 f) 1 2 3
X1
fx)=n-2) —sin(nx) >
n=1" -3m -2n -m O i 2 3m X
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fO) A
f(x)=|sin(x)’, O<x<m, avecP=nm
_2 4 (cos(2x) cos(4x) cos(bx) 13
T6 f(x)"E_E( 13 35 | 57
o cos(2n x)
f(x)_n Z(2n D-2n+1) 3n_-2n__-m_ 0 T 2m 31 X
{sm(x) 0<x<m OIA
flo= avec P =2m
0 T<X<27
14
T7 Fo = l sm(x)_g(cos(2x)+cos(4x)+cos(6x)
T 2 T 1-3 3-5 5.7
- s1n(x) 2 3 cos(2nx) -3n 2n -m O T 2n 3 X
fto= nz @n-1)-2n+1)
f(x)
f(x)=cos(x), O<x<m, avecP=nm 1
_ 8 (sin(2x) sin(4x) sin(6x) \ \ \ \ \
8 [T 01T 235 3 ) —\ >
-3n 0 i 2\ 3m x
fx)= SOi z sin(2n x)
~ 2n-1-2n+1) _
f() A
f(x)=x2, —nm<x<m, avecP=2nm =
w2 cos(x) cos(2x) cos(3x)
)n+1
fx)= ——42 cos(nx) 3n —2n -m_ 0 T 2n 3m %
f) A
fx)=x(r—x), O0<x<m, avecP=nx 2
_ % (cos(2x)  cos(4x) = cos(6x) i
T10 flx)=—- B + P + 32 +
2 X1
- _ 2 >
f= 6 Z:: 2¢ cos(2n.) -3m -2m -1 0 T 2m 3m X




Réponses

Chapitre 5
. 2-¢2 25w
Rép.G.I (@ S © oy
(b) (s+a)?
REPEZ (@ §-%r © (-t
_ —6s
b) (2+d)et-Feiog
RépE3 (@ (-3 h) 3+%.18
1 6 .
B 7%~ 7 @ ﬁ
(©) L-}— 24s
s+3 7 (s2+16)2 ) +4 $2—
a -5 (s2+4)2
$=2  (s+2)%+9 K 1 1 s 3
(€) %_(sfs)z % © 253w @
8
(f) 324_4 0] 7416
1, 2 1 2
® s+t m) 35
Rép.54l F(s)= i a2

Rép.B5 () SHY

s +w?

b) L{e''} =L {cos(wn) +isin(wn} = L{coswn} +iL {sin(wn} = 2 +i

| L
2 +w?

Rép.5.6  indice: eTaT@N! = malg0il = g=al. (cos(wi) + i sin(wi))

4 14 4(s2-105+16)
Rép.ET (@ @) Tosrs02
1 2 2 2_ _
O w2t Gyt © S gyt
1925(s>~16)
© S ts
Rép.5.8 (a) 4e 2 -3e% (g 3e3cos(2t)+5e3 sin(2r)
(b) 3cos(31) +3sin(31) (h) e 'cos(r)— 2e‘tsm(t)—Me z s1n(‘/7§ t)
(© %sin(\/gt) —cos(v51) —4e'0f g . _t
i) 3(cos(t)—sin(t))e 2
& 2+3i-1 6] 2\(/2 (1 (1)
() 2t%e + 1= (sin(51) — 5rcos(51)) G)  FgErsin2v21r)
(f) 6cos(2t) —5sin(2r) —3te™ " &) Zsin(0)+ $tcos(20)

113
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Rép.5.9]

Rép.5.10

Rép.5.11]
Rép.5.12

Rép.5.13]

Rép.5.14]

Rép.[5.15]

(a)
(b)
()
d
(e)
)
(8
(h)
6]

0)]

x)
(a)
(b)
(c)
(d
(e)
®)
(g

Posez f () = sin(wt) dans P16 en utilisant le fait que f(0) =sin(0) =0

5 —4r, 1 4t
ze +§€

1 _L
3ef—1lez2
231n(2t)—1

25 —t L4321
—?e + 3 te 9
Scos(\/_t) sm(\/_t)——e 2+—+4062t
Zet t3e[

—gcos(Zt)—Es1n(2t)+ (cos(t)+s1n(t))—T—T
3cos(2v2t) — e 8¢

Zsm( )——e3

2ef —4Atel +t

%cos(‘/TE H-2et+t

x(t) =2e! + 37

x(f) = —2cos(3t) +sin(3t) +2e™ ¢

y(1) =3te" —8e' + 61 +12

y()=2re* - L+ (P +dr+5)e

x(1) =2e 2! cos(41) + 3e ! sin(41)

x() =% ‘Ztcos(\/_t)+ \/_e‘2’31n(\/_t)+—e‘5t

y(1) =L cos(r) - Esin(r) + B e -2 -

Posez g(t) = f'(¢) et utilisez P16 avec la fonction g(¢)

(@)
(b)
(©
(@)

(b)

(©

(d)

(e)

6]

(a)
(b)
(c)
(d)

Fis) =1+ %)es ) Fls)= <
G()_Ze 3s (e) H(s)= 32+4

(f) F(s)=2e3-
Ho) = 2+ 5)e™ ® Ps)=2-2¢
§(0=2u(f) ~3u(t—1)=2-3u(t~1)

G(s)=2-3%

f)= S+ (t—-3)u(t-2)

F(s) = -+e—23(si2—§)

g =1-*+*u(t-1)
G(s)=§—5%+e*3(s%+s%+§)

a0 =5+-Du(t-2)+2-t-2)u(t—4)
Q=S+e(L-1)-e (5 +5+12)
h(f) =1+ (sin(t) - Du(t— %)

HO =+ (=)t

fO) =4—t+(t-Du(t—4) +(6—t)u(t—6)

4_ 1 —4s(1 .3 —6s
F(S)ZE—S—2+64S(S—2+§)—QZ

§
(r-2)e " Pur-2)+ e
3(t=5)%u(t-5) + [5cos(2r—8) — 3 sin(2r — 8)] u(r—4)
sm(t)u(t—§)+cos(\/_t)

[7e15—5t _ %e12—4t + %e4t—12] u(t—3)

REPONSES

e—Zs—G

T 513

_Ig

S e 2

s2+4

1
S_0gp™$
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Rép.5.16

Rép.5.17

Rép.5.18

Rép.5.19]

Rép.[5.20]

Rép.5.21]

Rép.
Rép.5.23

Rép.5.24]

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
®)
(8
(h)
(D

Aide: utilisez la définition intégrale avec f(f) =

i(1) =5e 2 Vy(r—1)+2¢ %

x(1) =6(r—2)e* 2 u(r—2)—3re "
y)=1-e?' -3 (1-e 2 ) u(t-3)
(e 2 -2 —Nu(r-2)+e' - Je* + 1
x(1) = [1—cos(t—3)]u(t - 3) +sin(r)

y(©) = t+[2cos(t—2) +sin(r - 2) — t]u(r—2)
y(8) = —sin(Hu(t — m) + 3 cos(t) —sin(¥)

y(t) _ e—3[+et+ 1 ( -1 e3—3t) u(t 1) _ l( -2 e6—3[) u(t 2)
y(1) = 2sin(21) - £ cos(21) - (§ sin(21) — 5= cos(21)) u(t — )

v=t-a = t=v+a et dt=dv

(a)
(b)

(©
(d)

(@)

(@)

(@
(b)

y@) =

(@)
(b)
(©
(d)
(e)
()

(g

(@

(b)
(©

(s+2)—(55+2)e™% _ (s+2)e**—55—2

32(1_9725) - 52(625—1)
e 741 1
D) A-e ™) (s?+1) tanh(Z%?)
(e?5-1)?¢ 245 tanh(%)
s(1-e2as) s
(e**—as—1)e %S
as®(1-e=%%)
2 ed r_ 1
g b) S5 +5-3s
2 tsin(21) (b) Lsin(r) - cos(r)
y(t) = [y tsinBw)g(t— w)dw
x(f) = [y e ¥sinQw)g(t — w) dw
_ . i ~
G- — o0 4 SO0 et x(1) = 4~ Je cos(21)

x(t) =2cos(t) —sin(z)

y(1) = —cos(t) —2sin(1)

i1 (1) = e73(2sin(41) — cos(41))
ir(t) = 2e73 cos(41)
x(t)=-3te” !

y(@) = 4e‘t+ re”'+ et
x()=3e' +2+6¢— 9t2

y(1) =—e' -6t
x(f)=10-10e7 !
y(1) =5e7!

x(£) =2sin(f) —3cos(f) +e I +2
y(@) = SCos(t)—Zsin(t)+e‘t—2
x(t) = 2e Tl_2e7+ Bel—14
y(t) = "t Bel—18r+4

ﬁ

1

q1(t) =100+ (-=10v/10 - 50)e(ﬁ‘ﬁ)+(1o\/_ 50)e(

1

’_ﬁ\

Go(t) = 100 + (-25v/10 - 50)e %) +(25\/E—50)e(

ou plus simplement
1 (1) = 100 — 18,3772~ 00652987 _ g1 228~ 0.014702¢
g2 () = 100 + 29,0569~ *065298! _ 129 05700147021

along terme (aprés au moins 15 heures) il y aura 100 kg de sel dans chaque réservoir.

50,9217 minutes

(©

(c)

1 —cos(1)
2t , 4\ ,-3r, 2t
(F+z)e” +F

115

g(Hu(t — a) et faites le changement de variables
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Rép.6.25 x(1) =3 sm(t) +2 et y)=5 sm(t)
Rép.526  x(1) = ¥ cos(v21) - % s1n(\/_t) —e'-3e?
y(1) = —1cos(v2r) - 13‘f 2 sin(v/21) +2e" Be2t
(1) ——4cos(\/_t)+ Y2 sin(v21) +2e7! +2
Chapitre 6
Rép.6.1l (a) v(n)= 77‘ﬁ sm( ‘ﬁ ) m/s y() = cos(ﬁﬁ )
(b) A=0,lm P= # ~1,419s fréquenceest f = n—m = 0,704 cycle/s
(c) at=0,25s, y~=0,044753 m (il est sous le point d’équilibre) v = —0,39591 m/s (il monte) et
a~—0,877 m/s? (il va plus vite puisque I'accélération va dans le méme sens que la vitesse)
Rép.6.2 (a) v(t)—cos(“f ) y( =% s1n(7‘[ )
b) A=¥2x0202m P=222x127s  f=1Y2x079cyclels
(c) t=~0,7393s. Alors v =~ —0,8689 m/s, donc il monte. Et a = 2,45 m/s?, donc il ralentit puisque
l'accélération n'a pas le méme signe que la vitesse.
Rép.63 (@) y()=se > —1e? Cestun mouvement sur-amorti
(b) 1ltraverse le point d’équilibre apres 0,1567 secondes;; et il ne le re-traversera plus.
© y®= e‘%t(lo cos(?"ﬁ ) gsm(&ﬁ )) ou
y(t) = 0 ~31cos (3‘ﬁ t+tan~! (\/_/9)) on a un mouvement sous-amorti.
(d) amortissement critique si le ressort s’étire de 80 cm (avec k = 245)
Rép.64 y(1) =% ~8(cos (81) +sin (81)) pi = ‘/Ee‘gts1n(8t+%) pi
Rép.6.5  yperm =7 ?05 sin(31) — 1955 105 cos(31)
Rép.6.68l (a) y(n)= 3”16sm(‘{; ) u(t) + 2ﬁ e 30~ ”)/IGSln(‘{—?(t—n)) u(t—m)
1 Ty
0.1
t
2 ‘.____.——ﬁ
(b)
Rép.6.7  y(1)=cos(20)+3tsin(2r) et v(r)=3tcos(2r) - 3sin(21)

Voici le graphe de la position pour les 12 premiéres secondes
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Rép.6.8]

Rép.[6.9]

Rép.[6.10]
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108y

10 :

ﬂv\/i

Il'y a un résonance pour ce mouvement.

(@)

(b)
(@)

(b)
(©

(@

(b)

La solution esty(t) = cos(8¢) — cos(10t). On peut montrer a I'aide d'une identité trigonomé-
trique que cette réponse est équivalente a y(¢) = 2sin(¢)sin(9¢)
La ligne pointillée du graphique correspond a I’enveloppe de la solution. C’est +2sin(¢)
f(t)stin(3t)u(t—n) Zt{+4 +29y = 631n(3t)u(t )
y(t) = e"?! cos(51) [ 9 2”u(t— ) + —u(t)] + e 2sin(5¢) [gu(t) - %eznu(t— m]+
+[ 55 cos(31) + 2 sin(31) | u(t — )

Y1) = [&e 2 cos(51) — 2L e 2D sin(5) — & cos(31) + 2 sin31)| u(t — 1)+
[% 2l cos(51) + ge_ZtslIl(Sf)] u(t)

AR > *mouv-amorti <> RAE‘{Dm

47 y(f)=posmon au temps ¢

A /\.:
VU

force commence a agir

)

En régime permanentona y(t) = (?8 cos(31) + s1n(3 nsit>n

Lamplitude sera A = 3‘ﬁ m, soit 25,7248 cm

d v 1 d !
L'équation du circuit est 5- 10 dtZC +2-35 dt +v.=0avec vc(0) =6etv.(0) =

La solution est v.(f) = 6e~>!(cos(51) +sin(57).

La réponse est sous-amortie (présence de sinus et cosinus).
d*v dv, ’
C 1 %% —
L'équation du circuit devient 1 5" 10 2 +2- 5571 + Vo =3sin(7) avec vc(0) =6 et v, (0) =

_ ,—5¢ [ 16506 15036 _ 1500 7350
i) La solution est vC(t) =e S01 cos(5t) + 5501 sin(5 t)] 2501 cos(t) + 522 2501 sin(?).
1500 7350

Le régime permanent est vcperm(t) — 5201 COS(8) + 5207 sin(1).

dv
. c  _
ii)i=Lt—C =5t [- 2753051 cos(5¢) — 125570711 sin(50)] + 2753051 cos(t) + 2155001 sin(f)

Pour le graphe de v (#) et de i(#), on constate que le régime permanent est bien établi apres
2 secondes (la partie avec e™>! est trés prés de 0 si ¢ = 2). On choisit de tracer pour 0 < £ < 12
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*circuit-p..mes RAD D D7

O I I S B N
-
fai]
=

1 Fis N0 1
bl NS

4 |(0.1476,-1.8327)

iii) A £ =0.1476 secondes, j’aurai un courant maximal de —1.8327 ampeéres.

Rép.6II (a) v (1) =e > [-12cos(51) - Bsin5r)] + 3Le2". Comme la source tend rapidement vers 0, la
solution v, (1) converge rapldement (apres quelques secondes) vers une tension nulle.

() () =e>"[Dcos(50) + L2sin(Gr)] - e

el b *circuit-p. mes RAD D X
3
8
7
5
5
a
3
2
1 x
u ile) 4 =
R
()

(d) La tension maximale est de 8,483 volts apres ¢ = 0,292 secondes (valeurs arrondies a 3
décimales). Théoriquement, le courant est alors nul. En pratique si on utilise cette valeur
arrondie a 3 décimales ¢ = 0,292, on trouve plutot i(0.292) = —0,00394 A.

Rép.6.12 (a) 1) vc(t)=2e—10°f[cos(50t)+2sin(50t)] et i(r)=-2e "% sin(501)

2.

1.75

L5

1.25

1.

0.75

0.5

0.25 o

0.1

-0.08 (0.00927,-0.071)

ii)
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On remarque que la tension converge rapidement vers 0 volt.
iii) Courant maximal (en valeur absolue) de 0,071 ampére apres 9,27 ms.
(b) v.() =(—10e1%% [cos(501) +2sin(500)] + 12)u(r) et i(r) = (2e71%sin(501))u(r)

12

10

0.05 0.1 "_
S |
Yo (0.0093,0.354)
0.3
i(y)

0.2

0.1
i

0 0.05 0.1

On remarque que la tension converge rapidement vers 12 volts.
Courant maximal (en valeur absolue) de 0,354 ampere apres 9,3 ms.
© v(1) = (12271907 [cos (507 — 10) +2sin(50 — 10)] + 12) u(t — £) + -
-+ =10e7 197 [cos(507) +2sin(501)] u(?) + 12u(t) — 12u(t — £)
Pour le courant, on peut écrire la solution avec des fonctions échelon-unité ou comme ceci:

0 t<0
i()=4 2e71%sin(501) 0<t<i
2e7100%5in(501) — 122071907 in (507 - 10) r=1

12|’
10
8 vel)
6
4
. |
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

0.35 i
y
04| (0.00927,0.354)
0.2
X
0 0.05 0.1 0.15 0} 0.3 0.35

0.2
=i (0.209,-0.425)

On remarque que la tension converge rapidement vers 12 volts (apres 50 ms environ) et
reste stable jusqu’'a t = 0,2 secondes. Par la suite, la source étant coupée, la tension retourne
rapidement a 0 volts.
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Rép.[6.13

Rép.[6.14

(@

(b)

(©)

(d)

(a)

(b)

REPONSES

Courant maximal (en valeur absolue) de 0,425 ampeére apres 9,27 ms.

V(1) = (160007 +8)e 29" Vu la forme de cette solution, elle correspond a un amortissement
critique. Et i (£) = —800¢e~2000¢

Considérant I'exposant —2000¢ de I'exponentielle ce sera tres rapide.

On vy arrive apres 6,999 ms.

v

vc(f)

- W e U oy @

0.001 0.002~~—0.003. 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 *

=]

0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009

-0.04
-0.08
-0.12

-0.16 (0.0005,-0.147)

Le courant maximum (en valeur absolue) est de 0,147 ampére apres 0,5 ms.

_ 125000000 15624750000 : 1002016000 , , 31376000008 ,—2000¢
V(1) = — 3505375001 COS(B1) + S sin(®1) + (XG50 £+ Sonszra001 ) @

ou v-(£) = —0,031999 cos(81) +3,99981sin(81) + (160321 + 8.032) e~ 2000
Remarque: le coefficient de ¢ affiché 16032 est arrondi comme les autres coefficients en point
flottant. La valeur plus précise de ceui-ci est 16 031,999 488 008.

Le régime permanent est vcperm(t) = —0,031999 cos(81) + 3,99981sin(8¢)
*&00078)
¢ tension maximale a t=0

4

=3

8]

La tension maximale est de 8 V au début, a ¢ = 0. Ce n’est pas facile a voir sur le graphe car
apres environ 10 ms, la partie de la solution en e2%%* devient négligeable.

V() = —100e > cos(5v15991) — 129¥1399 ¢=57 in(51/15991) + 100

i(r) = 2001999 p=51 5in (51/15991)

tension maximale de 192,444 V apres 15,7 ms et courant maximum de 4,81 A apreés 7,73 ms
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v
(0.0157,192.4439)

(0.0077,4.8104)

~ “nVnUnUnUM ﬂvﬂvf\vnvnvnvnvnvﬁv,\vAM : ]

i?)

Rép.6.I5 (@) v(r)=1000e > cos(15v11117) + 12 ¢~575in(151/1111¢) — 1000 cos(5007)

i(t) =10sin(500¢t) — 100\2@ e 3lgin(15v/1111¢) ou en approximant
i(f) = 10sin(500%) — 10,0005¢ > sin(499,975¢) régime permanent Iperm(t) =10sin(500¢)

(b) 1l sera impossible d’obtenir un graphe montrant bien le début pres de ¢ = 0 et le régime
permanent qui n’apparait qu'apres quelques secondes. La présence de 500¢ dans le sinus
signifie une fréquence d’oscillations trés élevés. Si on veut tracer la solution pour les 2
premieres secondes, on devrait voir 159 cycles complets de sin(500¢)... Considérant que votre
calculatrice n’a que 320 pixels en résolution horizontale, cela donnera plut6t un échantillon

de valeurs de la solution.

f1(x)=sol1_ilx)

Avec I'ordinateur, on voit un peu mieux, mais on semble avoir un régime permanent instable.
Par contre, en regardant seulement autour de ¢ = 2 secondes, on voit bien le régime perma-
nent 10sin(500¢).
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Rép.[6.16] (a)

Rép.6.17

(b)
(@

(b)

REPONSES
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-10

) () = 3°;°e 5¢ 7goe 20t 4 40

i(1)=e 2" — Be™5" ou (1) = 25,3333¢720" - 25,3333¢ 7!

ii) Considérant la présence d’exponentielles négatives qui tendent rapidement vers 0, on peut
conclure que v () tendra rapidement vers 40 V, soit la valeur de la source constante. Le

courant, lui, converge rapidement vers 0 A puisque la tension aux bornes du condensateur
devient constante. Apres ¢ = 1,5 secondes on a v, = 40,56 Vet i = —0,014 A.

800.
600.
400.
200. (1.5,40.56046) (2.5,40.00378)

0 0.5 1. 1.5 2. 25

4

y
ity (1.5,-0.014) (2.5,-0.00009)
0 0.5 L. 1.5 2. 25

-8

“12

a? dve
L'équation du circuit est 2 1000 d:}zc +50- 1000 —r + Vo =26(t—1) avec vc(0) = 10 et vC(O) 0.

La solution est v (1) = 4 (€573 — €207 201) u(r - 1) + L (4e7% - e720") (1)
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CHAPITRE 7

Méthodes numériques et séries

7.2 Méthodes numériques pour équations différentielles

7.3 Résolution d'équations différentielles a 1'aide de séries
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7.2 Méthodes numériques pour équations différentielles:

Souvent en pratique on ne s'intéresse pas nécessairement a la forme explicite d'une fonction y qui
serait solution d'une équation différentielle, mais plutdt a la valeur de y pour une valeur donnée

de x.

L'analyse numérique nous permet d'atteindre ce but sans avoir a résoudre 1'équation différentielle.
D'ailleurs, certaines équations ne sont pas résolubles par aucune des techniques vues a date dans
cecours. Ex..y'=x2+y2

Déja traité au chapitre 1,

721 Méthoded'Buler | 0 0 4o ranpel seulement

Nous nous limiterons a regarder des méthodes pour les équations du 1€T ordre. D'autres tech-
niques existent pour les équations du 2€ ordre et les systémes d'équations et vous pourrez

consulter la bibliographie fournie au début du cours pour plus de renseignements sur ce sujet.

Donc nous voulons résoudre y' = % = f(x,y) soumis a la condition initiale y(xg) = yg.

Nous voudrions estimer la valeur de y pour x = xg+h, c'est-a-dire y(xg+h) = 77?7

La méthode d'Euler peut s'expliquer avec le dessin suivant:

A
y
vraie valeur de y pour x=X,+h
Yol h-f(xg,¥,)
T
Xy + Xpth ) ’,}

La droite AB est tangente a la courbe y en x=xg. La pente de cette droite est donc
y' = f(x,y) et en x=x, elle vaut f(xg,yo); donc le segment de droite BC a une longueur
de h-f(xg,y0).
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Déjà traité au chapitre 1, 
pour fins de rappel seulement


1.3. METHODES NUMERIQUES, CHAMP DE PENTES

Déja traité au chapitre 1,
pour fins de rappel seulement

Méthode d’Euler

d
Pour résoudre numériquement d_y = f(x,y) avec la condition initiale y(a) = yp, si on
X

cherche une approximation de y(b) et que I'on sait qu'une solution unique existe dans un
intervalle incluant les valeurs x = a et x = b,

¢ décidez une valeur de n
b—a

e calculezle pas h =

°* posezxp=a,x;=a+h,x=a+2h,---,xp=a+nh=>b.

Utilisez la formule suivante pour calculer les n approximations successives :

Ym+1=Ym+h f(Xmym)  pour

m=0,1,2,---,n—-1

Illustrons maintenant cette procédure a 'aide d’'un exemple simple.

Exemple 1.15

d
Considérons I'équation d_y = x+ y avec y(0) = 1. On cherche a estimer y(1).
X

Nous prendrons n =5 étapes, donc h = 0,2; le tableau suivant résume les calculs.

%, . la pente y/ Yms1 = Ym+h f (%m,Ym)
I (XmyYm) = Xm + Ym =Ym+0,2(Xpm+ Ym)

0 1 1 =14+0,2x1=1,2

0,2 1,2 1,4 =12+0,2x1,4=1,48

0,4 1,48 1,88 1,856

0,6 1,856 2,456 2,3472

0,8 2,3472 3,1472 2,97664

1 2,97664

Avec cette technique, on estime la valeur de y(1) 22,97664 . La valeur exacte est 3,43656 . Le graphique
suivant représente les différents points (x,)) obtenus et la vraie courbe solution:

On remarque I'écart grandissant entre la valeur de y estimée et celle exacte donnée par la courbe.
Evidemment, en utilisant plus d’étapes, on obtient plus de précision.
Avec n = 20, on obtient y = 3,3066 et avec n = 100 on trouve y = 3,4096.

Cette méthode n’est vraiment pas tres performante mais elle est simple a comprendre et a
appliquer. Nous reviendrons sur les méthodes numériques au chapitre 7, nous y verrons une méthode
plus performante et nous discuterons plus en détails de I'analyse des erreurs commises en les

utilisant.
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Voir apres la page 245
pour la version utilisée
avec Nspire

7.2.2 La méthode de Runge-Kutta d'ordre 4
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On veut calculer y(a+h) ol y satisfait 1'équation différentielle y' = f(x,y) avec y(a)=c. La
méthode de Runge-Kutta dit qu'on peut approximer y(a+h) par

y(a+h) = c+ -é— (m1 + 2my + 2m3 +my)

ol m1 = h-f(a,c)

my = h-f(a+% h, c+% my)
11
m3= h-f(a+§ h, C+§ mz)

my4 = h-f(a+h, c+m3)

On peut démontrer cette formule a 1'aide des séries de Taylor a deux variables et de la régle
d'intégration par trapézes. Comme pour la méthode précédente, plus h est petit, meilleure est
l'approximation. L'erreur commise en utilisant cette méthode est d'ordre 5, c'est-a-dire propor-
tionnelle a h3.

Exemple: y'=x+y y(0) =1 y(1)="7
Jai donc a=0, c=1 etonprend h=l.
On aura mp =hf(0,1)=1

13
mp = h-f(i,z) =2

m3 = hf(3,2) =

N\© [\STR)|

7
my = (L) =

= y() =~ 1+5(1+4+5+2)=34167


Acer-Gilles
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Voir après la page 245 pour la version utilisée avec Nspire
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ce qui n'est pas tres loin de la vraie réponse 3.4365, avec beaucoup moins de travail
que la méthode précédente. Elle est simple, efficace et se programme aisément.

Pour avoir plus de précision, on aurait pu prendre h=0.5 et appliquer la méthode pour

obtenir y(0.5) et ensuite ré-appliquer celle-ci avec a=0.5 et c=y(0.5)

De fagon plus générale, si on veut résoudre
y' =f(x,y) avec y(xX0)=yo et qu'on cherche y(xo+b),

on peut appliquer Runge-Kutta N fois avec 'algorithme: h = %

Pour n=0,1,...,N-1, calculez:
Ap = h-f(xp,yn)
1 1
Bp =h-f(xp+5 b, yn+5 An)
1 1
Cn = hf(xp+5 h, yn+3 Bn)
Dn = h'f(Xn+h, yH+Cn)

1
et  yn+l =Yn +3 (Ap +2Bp +2Ch + Dp)

yn+1 = Y(Xn+1)

Exemple: y' = Xx+y y(0) =0 y(1)=7?

Choisissons N=5 étapes = h= %: 0.2

Appliquons 5 fois la méthode avec cette valeur de h. On obtiendra les

approximations suivantes:
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n Xn Yn

0 0 0

1 0.2 0.021 400
2 04 0.091 818
3 0.6 0.222 107
4 0.8 0.425 521
5 1.0 0.718 251

La vraie valeur de y(1) est 0.718 282. On remarque donc une bonne
précision. De plus, le tableau nous donne une série d'estimés de la solution y
pour x=0,0.2,04,06,1.8¢et1.0

Exercices 7.2

1- Résoudre par la méthode d'Euler

a) y'=2x+y y(0)=0 Trouvez y(0.5) avec n=5
b) y'= %1- y(2)=3 y(2.8) =777 avecn=4 et n=8.

Comparer la précision des estimés.

c) y'=x2+y2 y(1)=2 y(0.5) =277 avec n=5 et n=10
(vraie réponse: 0.847957297 par Runge-Kutta en 20 étapes)

2- Résoudre par Runge-Kutta en 1 étape d'ordre 4 en 1 étape

y'=x+y y&)=4  yH=m
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7.3 Résolution d'équations différentielles a I'aide de séries.

On appelle série de puissances une expression du type

2 3 _ n
aO+alx+a2x +a3x +---—2a X

Vous avez slirement vu dans un cours de calcul différentiel que plusieurs fonctions peuvent

s'exprimer comme série de puissances.

X
. X — fuloly =
Ex.: e —1+x+2!+3!+...

Voyons maintenant en quoi cela peut nous aider pour résoudre des équations différentielles.

Exemple 1: Soit a résoudre y'=y avec y(0)=1.

Vous devriez pouvoir résoudre ce probleme facilement (on a vu au moins 4

méthodes pour le faire), mais oublions pour le moment ce qu'on a déja vu.

Supposons que la fonction y que nous cherchons puisse s'exprimer comme

série de puissances:

(o]
—a +tax+axi4axode..= x @
y 0T %4 2 3 ah
n=0

Si c'est effectivement une solution, alors cela doit satisfaire y' =y.
d ) )
= 3 @ +ax+ax?+ ... )=ap+ajx +apxs+ ...

= (ay +2ax +3a3x2 + ... )=ag+ajx + axx2 + ...

(Ici on a supposé que 'on avait le droit de dériver terme a terme.)
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Pour avoir égalité, il faut que les puissances de x égales aient des coefficients

égaux.
Donc aj=ag 2ap=a; 3az=ap 4dag=a3 etc...
a1 _3ag a _ a a3 a
= aj=ap, =75 =75, a3=—3—=£=%, a4=z3=—(!), etc...

On aura donc comme solution

a a
y=a0+a0x+2—(!)x2+%x3+—?x4+...

2 x3 x4
y=ao(1+x+%+§—!+i—!+...)

Comme y(0)=1, alors ag=1

2 3
Donc la solution est: y=1+x+ % + )3(—, + ... 2)

Maintenant si on résout ce probléme par une des nombreuses méthodes déja vues, on trouve
comme solution y = eX, ce qui correspond a notre solution (2). D'ailleurs, donner (2) comme
solution est aussi valable que e*. Si vous voulez calculer y(0.8) = €0-8, votre calculatrice se

servira probablement de (2) en remplagant x par 0.8 et en tronquant la série a un bon endroit.

Exemple 2: Soit arésoudre y"+y =0
Posons y=ag+aix +apx2 + ...
y' =aq +2ax + 3a3x2 + ...
y" =2ap + 6a3x + 12a4x2 + ...
On doit donc avoir
(2ap + 6a3x + 12a4x2 + ...) + (ap + ajx + apx2 +...) =0

= (ag+2ay) + (a1+6a3)x + (ax+12a4)x? + (a3+20a5)x3 + ... =0
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= ap+2a=0 aj+6az3=0 ar+12a4=0 a3+20a5=0 etc..

-ag -a1 -a
= a2=7 a3=? = 1

N
jo+]
(e}

a]
[ a5=3) etc...

N
SN

La solution est:

a a a
y=a0+a1x-2—(!)x2-3—1!x3+%x4+5—1!x5-...

x2 x4 x3 x3
ou y=a0(1-2—!+—!-...)+a1(x-§+§-...)

Comme y contient 2 constantes arbitraires ag et aj, cela devrait étre la
3 5
. P . X X .
solution cherchée. En se rappelant que sin x =x - 37+ 357 -, ODVoitque

1a solution est en fait

y =agcos X +aj sin x, ce qu'on peut vérifier aisément en résolvant par une

méthode classique 1'équation y" +y =0.

I1 est intéressant de noter que méme si on ne connaissait pas les fonctions sin x et cos x, la mé-
thode que je vous montre nous permettrait de découvrir ces fonctions, leurs graphes, leurs

propriétés.

Je fais remarquer que les 2 premiers exemples étant trés simples, on a pu reconnaitre la série de
puissance donnant la solution et l'associer avec une ou des fonctions usuelles, ce qui sera

rarement le cas dans les problemes que 1'on traitera par la suite.

Lorsqu'on utilise comme point de départ la série y = ag+ajx+asx2+..., clest en général que la ou
les conditions initiales sont données pour x=0. Cela est trés pratique car a ce moment on aura
y(0)=ag, ce qui nous permet au départ de connaitre la valeur de ag. De plus, si 'équation différen-

tielle est d'ordre 2, alors y' = aj+2apx+... ety'(0) =aj.
Mais si la ou les conditions initiales sont données pour x = a0, il est préférable de travailler avec
y = ag + aj(x-a) + ap(x-a)2 + ... pour avoir les mémes propriétés que si a=0.

On applique ensuite la méme méthode que pour les 2 exemples du début ou, si on ne veut pas

trainer des (x-a)D, on pose v =x-a et on travaille avec y =ag+aiv +apvZ+...

237
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La notation de sommation: Un des inconvénients avec la méthode de travail que
nous vous avons montrée est d'avoir a écrire les premiers termes des séries de y, y' et
y", de les combiner, de résoudre certaines équations, etc. En d'autres mots, on
manipule trop de termes et d'expressions. Un remede a cela est de travailler avec la
notation de sommation:

2 3

— n
3yt aX+ax"+ax +----2anx
n=0

Nous mentionnons deux propriétés importantes pour les sommations:

S

I- iun vy = i(un+vn)

n=r n=r n=r
s s
2- o E u, = E o-uy si o. est indépendant de n.
n=r n=r

Siy= Eanxn, alors y' = E‘n-anxn'1 (Vériifiez-le)
n=0 n=1

Pour éviter d'avoir les bornes inférieures de la sommation qui varient, on posera

en se rappelant que ap=0 Vn négatif.

[e.°]

A ce moment, y'= 2 n-apxn-1 (Vérifiez-le)
N=-o00
et y'= 2 (n-1)(n)apxn-2 (Vérifiez-le)

n=-oo
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Exemple 3: Reprenons maintenant I'exemple 2: y"+y = 0, mais en utilisant cette notation:

Comme y"+y =0, alors { Z (n-Dn anxn'2]+ [ Z anxn} =0

n=-oco n=-oo

Maintenant, si on veut combiner les 2 sommations en une seule, il faut avoir
le méme exposant de x dans les termes généraux. Cela signifie que 1'on
voudrait avoir x1 plutdt que x22 dans le terme général de la série de
gauche. Pour y arriver, on n'a qu'a remplacer n-2 par n ou, si on veut, n-
2n, donc nk—n+2.

(n-1) sera transformé en (n+2)-1=n+1.

On aura donc

(o] (o]

Z (n+1)(n+2)ansy xB + 2 apx = 0

N=-c0 n=-c0

= Z ((n+2)(n+1)an+2 +ap) x0=0

n=-co
= (m+2)n+Dapy2 +ap=0 1)
- 5o 2
= 2= i) n+l) O )

Les équations (1) et (2) sont des formules de récurrence nous permettant de
calculer les valeurs de ap a partir des valeurs précédentes.

Nous rappelons que si 1'on avait donné les conditions initiales y(0) = 2 et
y'(0) = -1, alors on aurait ag=2 et aj=-1.

La formule (2) n'a de sens que pour n>0
Sin=0 = ay="3"

a1

Sin=1 = a3,=3.2
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i n= -2 _2
Sin=2 = a4_43_4'
n= a3 _3

Donc on retrouve le méme résultat qu'auparavant sauf que les calculs des ap

se font 2 partir d'une formule de récurrence.

Exemple4: y"+2xy'-y=0 avec y(0)=0 et y'(0)=1
Posons y= Zanxn " (on peut omettre les bornes de sommation!)
= y'= z,nanxn'1
= y" = 2n(n-1anxn=2

Si on substitue dans 1'équation différentielle, on aura:

(Zn(n-l)anxn'Z) +2x (Znanxn-l) - (Zanxn) =0
= (En(n-l)anxn-z) + (22nanxh) - (Zanxn) =0

On remplace n par n+2 dans la premicre série et on obtient:

(@2 Danszxn) +(T2nasn) + (Z-apen) =0

= Z[(n+2)(n+1)an+2 + 2nap - ap] x0=0
= (0+2)(n+1)an4o + an(20-1) = 0

_ ~(2n-T)ap
= M2 = ey V20

Maintenant ag=0 et a;=1

I
|
I
|
R
|
i

&
&
1
p—
1
Ny
[\]
o

a
= 32=70=O a3

w
)
w
N
w



_S5a3_ 5
45754 " 51

etc...

Donc la solution est:

. x3 585 597 5913x°
y=X-3rtEr-Tr Yot e

Existence et convergence des séries solutions

A date, on a appliqué la méthode en supposant que la solution existait et qu'on avait le droit

d'effectuer certaines opérations sur les séries, comme de les dériver.

De plus, on a évité de discuter de la convergence des séries obtenues, c'est-a-dire de se demander

si on peut se servir de la série solution pour toutes valeurs de x.

Evidemment dans un bon cours de calcul, vous devez avoir vu des tests sur la convergence des
séries permettant de répondre a cette derniere question. Nous allons cependant vous donner des

critéres simples a vérifier, répondant a ces questions pour un certain type d'équations

différentielles.
Contentons-nous d'examiner le cas de 1'équation différentielle linéaire d'ordre 2
p(x)y" +q(x)y' + r(x)y = 0

ol p(x), q(x) et r(x) sont des polyndmes ou des constantes. (Il existe des généralisations du cas

que je présente.)

Définition: Un point x=a est appelé point singulier ou singularité de 1'équation
différentielle si p(a)=0

Exemple 5: a) (1-x2)y" +y =0 a2 singularités: x=1 et x=-1

A4
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b)  y"+2xy-x2y=0 n'aaucun point singulier.

c) (x2+1)y" +2y'=0 a2 singularités: x=i et x=-i

Les singularités peuvent étre des nombres complexes.

Théoréme: soit p(x)y" + qx)y' + r(x)y =0 avec p, q et r des polyndmes, et soit

a un point non-singulier, i.e. p(a)#0. Alors

1-La solution générale (ou particuliere) de 1'équation différentielle peut

s'obtenir en substituant dans I'équation différentielle
y = ag + aj(x-a) + ap(x-a)2 + ... = Ean(x-a)n.

2-La série solution obtenue par 1- converge pour tout x tel que Ix-al<R, ou R

est la distance entre a et la plus proche singularité. R est appelé le
rayon de convergence de la série.

Si Ix-al=R  on ne peut rien dire.

Si Ix-al>R  alors la série diverge.

Exemple 6: a) L'équation différentielle de I'exemple 4, y" +2xy' -y =0

- icion a a=0 puisque les conditions initiales sont données en x=0

- de plus il n'y a aucune singularité. Donc le rayon de convergence est

infini et la série converge VerR
b) xy"-y=0 avecy(2)=0 ety'(2)=3
On posera y = ag+ag(x-2)+ag(x-2)*+...

= Zan(x-Z)n
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Comme x=0 est une singularité, la série solution convergera pour Ix-2I<2,

c'est-a-dire pour x=£]0,4[

¢) (x2+1)y" +2xy =0 avec a=1

Comme i sont des singularités, la série converge pour Ix-1I<R, ol
R=distance entre 1 et i. Géométriquement,

A

axe imaginaire

i
\<{=J 1’+1°=2
>
1

axe réel

Donc R=v/_2_.

Donc la série solution y = ag+aj(x-1)+ap(x-1)2+... sera convergente

pour

[x-1l <2, c'est-a-dire pour 142 <x<1+/2.

Exemple7: xy"-y=0 avecy(2)=0 et y'(2)=3.
Comme les conditions initiales sont données pour x=2, on posera
y = . an(x-2)R = agta(x-2+ag(x-2)2+...
Pour ne pas avoir a trainer des (x-2), on peut poser v=(x-2) ou x=v+2
Six=2 = v=0

Donc le probléme se ramene a



Chapitre 7

244

(v+2)y" -y=0 avec y(0)=0 ety'(0)=3,i.e.si v=0 = y=0ety'=3.

y est maintenant une fonction de v. On n'a fait qu'un changement d'axe (une
translation!) - A la fin du probleéme, on fera le changement inverse, i.e. on

remplacera v par x-2!!
On part donc avec y= z‘,anvrl
y" = E,n(n-l)anvn'2
et (v2)y" -y = (vi2) D.n(n-1anvi-2 - Y apvh
= z‘,n(n-l)anvn‘1 + 3 2n(n-1)apv2 - D apvi = 0
Si on ramene l'exposant de v a n dans les 2 premieres sommes, on aura
Y (n+1)nans vR + 2 2(n+2)(n+1)ansov0 - Dapv =0

Donc (n+Dnap+1 + 2(n+2)(n+1)ap+2 -apn =0

_ ap - n(n+1)ap4]
= An4+2 = "oy (nrl)

On sait que ap=0 etaj=3 (conditions initiales)

N a2=%rg=0 a;-2ap 3 1 2 ap-6az _ -6/4

_az-12a4 _ (1/4)+12%(1/16) _ 1
B="30 T 40 =40

_a4-20a5 _ (-1/16) - (20/40) _ -3
=760 - 60 =320 ete...

v3 v V33

Donc y = 3V+‘I—E+E-mv6+...
-2)3 _2)4 )5
=y = 32y + B0 (2 2 e

Et comme on vient de le voir dans 1'exemple b), la série sera convergente
pour Ix-2| <2, c'est-a-dire pour O<x<4.

Le document des prochaines pages montre comment s'aider de la calculatrice pour traiter les problemes de

résolution par séries d'équations différentielles.

Consultez cette page [http://www.luciole.ca/gilles/mat265/calculatrice.html| pour d'autres documents pertinents.
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Activite 1
____________________________________________________|

Résolution par séries de puissance d'une équation d'ordre 2 avec conditions
initiales en x=0

gilles.picard@etsmtl.ca 17 novembre 2016

Note: les éguations ou expressions écrites en noir ont été volontairement non simplifiées. Celles écrites en bleu et
gui ne sont pas simplifiées le seront (en vert) en cliquant dessus.

Comme on pourra l'avoir montré en classe, il n'est pas nécessaire d'indiquer les indices de sommation, on n'a qu'a convenir que
a(n)—l} si n<0 . La démarche qui suit montre ce qu'un étudiant devrait pouvoir faire "a la main" en examen.

| |1 |1
- L L

‘Z (etw-<") ety'—z (10" 1) ety z (- G1)- ala)- x2)

L L )

L'équation a résoudre est:

(x2—2)-y“—2r-y'—3y—t] avec y(l])—l ely'(t])—2; si on substitue les termes précédents dans cette équation, on aura:

i
L L

(+2-2). z (- (1) - a5 2) 2 z (1-a()- 1) 3. z (al)-x")=0

7 I ]

[ e () [ L )

On distribue le terme x~+2 sur la premiére sommation (on obtient alors 2 sommations) et on "entre" chaque terme multipliant une
sommation a l'intérieur de celles—ci:
- .

) L b

Z (i G-)- a(n)-x”‘z-x")—z (2 (n—l)-a(n)-x"‘z)—z (on an)-x™1 x)z (5-alm)- x")0
Ii-lllr;iil-lipliﬁam (combinant) les pumanc:eede X: ) o ) o
Z( (n—l)-a<n>-x“)+z (e-n-(n—o-a(n)-ﬁ)-z (o ())Z (540 27)-0

. - . n
On remplace n par n+2 dans la 2e sommation pour que tous les termes généraux soient en x

1
[ L) B L)

Z (1 (- 1)- a(n)-xn)+z (2 (r+2)- (u1)- a(m)-ﬂ]-z (2 a(n)-xn)-z (5 a(w)-x7)-0

L [ YT [ !
[ ) [ R ) Lo Tl LT

On combine les 4 sommations en une seule:

)

Z ((n (n—l)- a(n)—.?- (n+.?)- (n+3) . a(n+.?) +2n- a(n)—.i’-a(n))-x”)—l]

e
0y

[}
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Cette somme sera nulle seulement si tous les coefficients de la série sont nuls, donc on doit avoir:

n (n— l) . a(n)—;’- (n+3) . (n +I) . a(n +;’)—3n- a (n) +3- a(n) =0

On doit résoudre cette équation en fonction du coefficient le plus élevé. A partir d'ici, on voit comment la calculatrice peut nous aider a
faire la suite de ce probléme, pour trouver la formule de récurrence générant les coefficients de la série—solution. On peut utiliser la
commande solve( ) pour résoudre celle—ci en fonction de a(n+2) mais avec solve( ) on doit résoudre pour une variable. On remplace
a(n+2) par une variable, prenons p par exemple:

n (n—l)- a(n)—} (::—2)- (n—l)- a(n—2)—2- n a(n)—3- a(n)—l1|a{n—2)—p d f;(.r:)- (nz—n—3)—2- (n—])- (H—Z)'I."J—U
sol\;e(a(n)- (nz—n—3)—2- (n—l)- (::—2)-[3—0,[7) d g)—%
a(n)- (nz—n—.‘i) _(”2_”_3)'9‘-_

o () (e2)

La formule de récurrence est donc: a(n—Z)—

2 2(n+1)- (n+2)

Pour travailler avec le logiciel, il est préférable d'avoir cette formule en fonction de a(n):

a(n)- (nz—n—.’i) f;(m—z}- (mz—} m—i)

G(N—Z)— 2- (n—l)- (::—2) pomz EI(!H)— 2o (m— ])
a(m) a'(m—z)' (m2—3-m—5] [m=n ou a (Hz_} “_5)1{“
2mr (m-1) 2 (n-1)

Activite 2
__________________________________________________________________________________________ |

©0n construit une fonction récursive {qui s'appelle elle—méme ) pour calculer les coefficients de la série—solution

0. n<0 Terminé
1, n=0
aaln):=(2. n=1
[_n2—3- n—S_]- aa(n—2] e
20 {n—l]

©Calculons les 10 premiers coefficients:

seqlaaln),n,0,9) [12 359 5 69 -55 621 3245}

"4 632716 640 448" 14336 64512

©Voici une commande calculant les coefficients mais sans la récursion globale de aa {n}

,359 5 69 5 62 3245}

. I a(n—2]-(n -3 n—S,) B e PSR B
seqGen z;n.—{’g_l],ﬂ,ﬂ,{ll,9}a{l,2},l [ 4 6 32 16 640 448 14336 64512

©0n peut maintenant construire la somme partielle de la série—solution avec une sommation:

Eg [ rr.] 324557 62135 55x' 69-x0 5ex’ Oext 5exO 3'12—2-x—1
aaln) x") 64512 14336 448 640 16 32 6 4

n=0
©0n peut mettre cette somme partielle en mémoire d'une fonction (et non la sommation elle-méme pour ne pas alourdir les calculs )
2450° 621x° 550x” 692 5x° 9x? 5 342 Termine
ollx): + - - + + - - +2+x+1
64512 14336 448 640 16 32 6
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©0n peut mettre cette somme partielle en mémoire d'une fonction (et non la sommation elle-méme pour ne pas alourdir les calculs |

32450 6210 55 6920 50 9 xT S0 3ex” Terminé
sm’[x); + - — + + - - +2-x+1

64512 14336 448 640 16 32 6 4

©La série est développé autour de x=0 et les points singuliers sont + EE

©La série converge pour — J2 <x<|2, a la page suivante on fait le graphe pour cet intervalle.
©Evaluons la solution si x=1 et si x=0.5 (valeurs a l'intérieur de l'intervalle de convergence )

{50l(1),s01(0.5)} {Ml 7333

| 645120

fl(x) ={ sol (x) -ﬁ <x<\j2_

0.5.1.7333
( _) -
_— T (1 1208603 )
L > 645120
-~ - X
2 // 1
_ )
T '/,/
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Chapitre 7 Q45

Exercices, section 7.3

1- Résoudre par séries de puissances et donner le domaine de convergence correspondant.
a) y' =-y y(0)=4 Evaluez y(1) a l'aide de la série.
b)  y'=xy y(0)=5
¢ y'-y=0 y(0)=1 y'(0)=0
d xy"+y'=0 y(1)=2 y'(1)=3
e) x2y" +xy'-y=0 y(2)=5 et y'(2)=0
) A-xy"+y=0 y(0)=1 y'(0)=0
g  (I+x)y"+2y'=0 y()=2 et y'(1)=-1
2- Résoudre a 1'aide de séries
a)  y'+xy-2y=0 yO=1 . y'(©0)=0

3- Dites si on peut affirmer qu'il existe une solution en série autour de x=a pour chaque

équation différentielle et, si oui, donnez l'intervalle de convergence.

a) x2y"-y=0 a=2 OUI
b) (x2+x)y" + (x-2)y =0 a=1 oul
c) (x2+4)y" -xy'+y =0 a=1 OUI
d) x-x2)y"+y=0 a=1 NON
e) 2x2y" +2xy' +y =0 a=0 NON

4- Le document aux pages suivantes contient 3 exercices supplémentaires a faire par séries de puissance ainsi que
par la méthode de Runge-Kutta:

Consultez cette page jhttp://www.luciole.ca/gilles/mat265/calculatrice.html|pour d'autres documents pertinents.
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Exercices supplémentaires sur la résolution par séries de puissances et sur la méthode de
Runge-Kutta a I’aide de la calculatrice symbolique (version TI-Nspire CAS CX)

1- (x> —4)y"+3xy'+y=0 avec y(0)=2 et y'(0)=1 (on veutestimer y(0,5))

a) pour la méthode par séries de puissances

La formule de récurrence est : a :Ein—ﬂja .
2 g\n+2) "

La solution est y:2+x+1x2+£x3+ix4+ix5---.
4 6 64 30

Cette série solution converge pour [x|<2 ou —-2<x<2.
Si on estime avec le polyndme de degré 5, on obtient :
1 > 1 3 3 s 1 5
0,5)~2+0,5+=(0,5)“+=(0,5)"+—(0,5)" +—(0,5)> =2,5873
y(0,5) 4( ) 6( ) 64( ) 30( )
b) pour la méthode avec Runge-Kutta

On doit transformer I’équation d’ordre 2 en un systeme d’équations d’ordre 1 :
(X*-4)y" =-3xy'-y

Posons y=y, et y'=y, =Y, = (X -4)y,=-3xy,-V,

Le systeme, pour la Tl est :

y1=Y, avec Y;(0)=y(0)=2

—-3X y, —
x2—4"% x*-4

Yo = y; avec y,(0)=y'(0)=1

Les écrans suivants illustrent la solution sur une TI-Nspire CAS CX. On se met sur une
page graphique et, dans le menu, pour « Entrée/modification graphique » on choisit « Eq.
diff » pour accéder au mode équations différentielles.

{ | 1.2 |\ 22 l} *Non enregistré —

yi t[pz | m = x a1
: y - £ g
(oylor (0 .2 )22 = d2: x2-4 x2-4 sl
1"1'7 " (Xoy2e): (0 1 2 =
.................. x| S S S S 5
10 1 10 10 1 10
667 T . 667 T

Lorsque vous étes sur la ligne d’entrée de I’équation, a droite de celle-ci, vous verrez un
petit carré avec 3 points (...) , choisissez ceci et faites = pour accéder aux options.
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Méthode de Résol| Runge—-Kkutta | |= y[y 1]
Tolérance d'erreur :| 0.001 ]I Début de tracé :| 0 |
Champ Fin du tracé : | 0.5 ] ’

L Axes| Par defaut (x et y) ] o L] Pas de tracé : | 0.1 ]I Cl
X'— Champ Résolution : "
ve—| @ Champ de direction a x= '§

o) [ o) [

On choisit maintenant I’option Runge-Kutta pour la méthode de résolution. Conservez
I’option par défaut de 0.001 pour la tolérance d’erreur et mettez I’option « Champ » a
aucun si vous désirez tracer une solution obtenue par la méthode de Runge-Kutta.

Si vous mettez un crochet vis-a-vis yl’ et y2’ (voir fenétres de saisie, a la page
précédente) la calculatrice vous donnera la solution numérique pour la variable y et sa
dérivée. Ici, nous avons choisi de demander seulement la solution pour y.

Vous pouvez consulter le document sur les champs de pente, vu au début de la session,
pour plus de détails sur I’environnement graphique de résolution d’équations
différentielles. Ici, on veut se concentrer sur la solution numérique voulue. Dans ce
contexte :

Début de tracé représente est la valeur initiale de la variable indépendante (on connait
ici y(0), donc on choisit 0 pour le début du trace.

Fin de tracé représente la valeur que I’on veut estimer (quoique I’on puisse utiliser une
plus grande valeur, il vaut mieux indiquer ici la valeur cherchée, ou un peu plus grand si
cette valeur finale refuse de s’afficher dans la table de valeurs), on veut un estimé de

y(0.5)

Pas de tracé indique le nombre de pas potentiel entre Début et Fin de tracé (il vaut mieux
s’assurer de mettre une valeur assurant au moins entre 10 et 50 étapes)

Tolérance d’erreur représente une mesure de I’erreur finale que I’on aimerait ne pas
excéder pour obtenir notre estimé vy, (fin detracé). Dans cet exemple, je veux que
I’estimé que cette méthode de Runge-Kutta me donnera de y(0.5) ne soit pas en erreur

par plus de 0,005. Cette version a pas adaptifs de la méthode de Runge-Kutta ajustera les
pas a chaque étape pour voir a respecter cette tolérance. Cette version de la méthode de
Runge-Kutta est différente de celle que I’on retrouve habituellement dans les manuels
(qu’on appelle souvent la méthode d’ordre 4). Dans ce dernier cas, vous devriez vous-
méme bien contrdler les pas pour obtenir une précision donnée.

Dans les écrans qui suivent, nous voyons un graphe de la solution numérique et une table
de valeurs obtenu a partir du graphe. Pour créer la table de valeurs, on demande k>-
7-1 ou, on utilise le raccourci «” - T. On peut ensuite envoyer la table de valeurs
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dans une page séparée en dégroupant avec la commande —-5-8 ou avec le raccourci
7 -6.

on estime donc y(0,5) ~ 2,5875

2- A+2x3)y"—y=0 avec y(0)=4 et y'(0)=1 (on veutestimer y(0,6))

a) pour la méthode par séries de puissances

1-2n(n-1
La formule de récurrenceest: a . = M
2 (n+2)(n+1) "

La solution est y =4+ X+ 2x> y i Ly s
6 2 120
Cette série solution converge pour x| < % ou —g <X< %

Si on estime avec le polyndme de degré 5, on obtient :

y(0,6) = 4+0,6+2(0,6)2 +%(0,6)3 —%(o, 6)* —%(0,6)5 _5,284072

y(0,6) ~5,299579 avec un polynéme de degré 10.

b) pour la méthode avec Runge-Kutta

Aprés avoir transformé I’équation en un systéme d’équations, on obtient :
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< ‘ »  *Non enregistré <> { m »  *Non enregistré <~ mm

}  *Non enregistré < mm

y M= 2
ME & |» -
(xoylo): (0 . 4 )/‘? = |fci2: 142 x2
b - (Xo,y2e): (0 LT )f? = S L
x
ye_ iz 1 P
18 14 i
£ X ; £
1 1 0.5 1{|FtL 1 0.5 1 1 - 0.5 1

fférentielle
Axes| Par défaut (x ety) =

Xe— ‘ ‘ interpolat.|interpolat.,
= i
>

Début de traceé : | 0
|

Pas de tracé:|0,1 I

Fin du tracé : l 0.6

=~ I=N P

= 06l 5208

5 2088043473887 M ] >

b k |a” |Annu[9r| 0.8] #UNDI #UNDEF ~l

o,

o

Avec Runge-Kutta, la calculatrice donne un estime de 5,2988

Sur le graphe, on voit en haut (les points en rouge) la solution y du probléme et en bas la
dérivée (les points en vert) de cette fonction, le tout tracé pour x allant de 0 a 0,6. On
pourrait faire tracer plus long en augmentant la valeur de « Fin de trace ».

3- xy"+@+x)y=0 avec y@@Q)=0 et y'(1)=2 (onveutestimer y(L,9))

a) pour la méthode par séries de puissances

—[n(n +1)an ,t2a +a J
La formule de récurrenceest: a . = i -
n+2 (n+2)(n+1)

(n’oubliez pas ici que par convention, a_ =0 si m<0)

. 2 3 1 s 1 5
Lasolutionest y=2(x-1)-=(x-1)°+=(Xx-1)" ——(x-1)>+---
y=2(x-1) 3( ) 6( ) 30( )
Cette série solution converge pour |[x-1/<1 ou 0<Xx<2

Si on estime avec le polyndme de degré 5, on obtient :
y(1,9) =2(1,9-1) —%(1,9—1)3 +%(1,9—1)4 —%(1,9—1)5 =1,403667

y(1,9) ~1.415430 avec un polyndme de degré 10.
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b) pour la méthode avec Runge-Kutta

On doit s’assurer de modifier la valeur de « Début de tracé » car les conditions initiales
sont données ici en x = 1. On ajuste également les valeurs de reglages de la fenétre
d’affichage (xmin, xmax, ymin et ymax) pour s’assurer de bien voir la courbe solution. On
remarque ici que I’on a sélectionné uniquement I’équation y1’ ce qui nous donne
seulement la fonction solution y dans la table et le graphe.

' E\Eﬂ A A il K E\Eﬂ Pchionsneaiske o2 B {Equation differentielle

- = =
1 =2 1+4x
d1: g dy2 =-—yi y‘_ (
ooty G Jo j@ =] : B | r——
T Xoy2o): (1 .2 ) = . "
I % (Xo.y2e) f? . Fin dutrace:| 1.9 :l
1 f S
......... I | W PP B PP . a4
o K 3 K T |
Champ Résolution : | 14 |
ol T PR | Tepep & P e E
- - |&H |Annuler|
-6.67 T -6.67 T — =

m‘ iR Rl > *MNon enregistré —

s st ' —% 1.9 #UNDEF 4
-1 undef ‘ P | >

5]

On voit ici que la calculatrice refuse de nous donner la valeur a x=1,9 . Pour la forcer a y arriver, j’ai changé
la valeur de « Fin de tracé » et la valeur du « Pas de tracé ». Avec ces nouvelles valeurs, la calculatrice donne
un estimé de 1,4131

Equation différentielle

S [ x [DE1.y1Y v~
oincatms T —
interpolat.,
Fin du tracé :| 1.95 j |
51 (
X Pas de tracé : I 0.05 ] Y
Champ Résolution : | 14 ] 7 — o
Champ de direction 3 x= —
= 1 1.32071
» — I 1.91 1.41312 =
|OKH |Annuler| F [~
. —— 1.4131233307554 [4]»
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Chapitre 8 . Q4 8

Sous certaines conditions (remplies par la plupart des fonctions rencontrées en génie), une fonc-
tion périodique peut s'exprimer comme une superposition (somme) de fonctions périodiques.

Lorsqu'un systeme linéaire est alimenté par une source périodique, on constate que — en
général— la dynamique du systeme est périodique. Cela se traduit mathématiquement par le fait
que la solution de 1'équation différentielle linéaire associée au systéme linéaire est périodique. 11

est donc naturel de I'exprimer comme une superposition de fonctions périodiques.

Nous allons exprimer les fonctions périodiques sous forme de séries de Fourier, qui sont des

sommes convergentes de fonctions périodiques.

Si la solution d'une équation différentielle est périodique, nous l'exprimerons sous forme de série

de Fourier et nous chercherons directement la série de Fourier de la solution.

8.1 Définitions et préalables

Définition 1: Une fonction y = f(x) est dite périodique s'il existe un nombre positif
P tel que f(x) = f(x+P) pour tout x.

Si, de plus, P est le plus petit nombre possédant cette propriété, alors
f(x) est de période P.

Exemple 1: a) y =sin x est périodique de période 21t
b) y =cos x est périodique de période 21t

¢) y = cos(nx) est périodique de période 2{?—

d) y = sin(nx) est périodique de période %
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Prop. 1: Soit n un nombre entier. Si f(x) = f(x+P), alors f(x) = f(x+nP)
Prop. 2: Soit f(x) et g(x) deux fonctions périodiques de méme période P.
Alors h(x) = af(x) + b g(x) est également périodique de période P.

Prop.3: Si f(x) =f(x+P) et g(x) = g(x+P,), alors h(x)= af(x) + b g(x) sera pé-

P
riodique si et seulement si le rapport P_l est rationnel. Et alors la période
2

de h sera le plus petit nombre P tel que h(x+P) = h(x).

Exemple 2: a) f(x) = cos(2x) a © comme période.

b) g(x) =sin(6x) a g comme période.

¢) h(x) = f(x) + 2 g(x) est périodique car 1?73 = 3 est rationnel; la période de

h(x) est 7.

Définition 2: Une fonction y = f(x) est dite paire si et seulement si f(x) = f(—x).

a a
De plus si f(x) est paire, alors Jfx)dx = 2 OJ f(x) dx.
-a

4

Exemple 3: a) 1, x2, x4, ..., x20 cos(kx), x 2", e*+¢ X, etc... sont des fonctions paires,

ainsi que toute combinaison linéaire de ces fonctions.

2 2
b) jx4dx=2jx4dx
-2 0
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Définition 3: Une fonction y = f(x) est dite impaire si et seulement si

f(—=x) = - {(x).

a
De plus si f(x) est impaire, alors [ f(x) dx = 0.
—-a

Exemple 4: a) x, x3, x> Y s x2n+1, x—(2n+1)

paires, ainsi que toute combinaison linéaire de ces fonctions.

, sin(kx), e*— 7%, etc... sont des fonctions im-

2
b) J;xs dx=0

Prop. 4: Soit f(x) et g(x) deux fonctions paires. Soit h(x) et k(x) deux fonctions im-
paires. Alors

a) f(x)"g(x) est paire | HH=H)
b) h(x)’k(x) est paire - GE=6)
¢) £(x)'h(x), f(x)’k(x), g(x)'h(x) et g(x)k(x) sont impaires HE=06)
d) f(x)g(x) est paire (comme combinaison linéaire de fonctions paires)

e) h(x)tk(x) est impaire (comme combinaison linéaire de fonctions
impaires)

) f(x)+h(x), f(x) £k(x), g(x)Th(x), g(x)1k(x) ne sont ni paires ni impaires.

Théoreme 1: Si y =f(x) est une fonction périodique de période P, alors

1}/2 JP CJ;LP
9 2f(x) dx = J fx)dx = d f(x) dx
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Définition 4: Une série trigonométrique est une série de la forme

a
—2Q + a;c0s(®X) + bysin(@x) + a,c08(20x) + bysin(2WX) + ...

a S N
= —QQ + ziancos(ncox) + 2 b, sin(nwx) »
n=

n=1

Les constantes a, ay, ---, by, b2, ... sont les coefficients de la série trigonométrique.

Si la série (1) converge, sa somme est une fonction périodique f(x) de période P = %t

En effet, il est évident que la série (1) est une fonction de x. Pour montrer que la série a P =

comme période, il suffit de remplacer x par (x+ 2—01;-) dans (1).

On aura: ancos(n(»(x+ 2ERD= a,cos(n®xX + n27m) = a cos(nwx).

P2 C+P

Prop. 5: 1- Jsin(n—zpﬂx)jx = Jsin(n%gx}lx =0.
~P/2 C
P2 C+P
PAL 2n
2- cos| np X fix = | cos npx (dx =0.
-P/2 C
P2

3- J cos(nz?nx) sin(m%x) dx =0 pour tous m et n.
P2

251

2n



Chapitre 8

53

P/2

4- JCOS(H%X)COS(HI%X) dx =0 pour m#n.
-P/2

P2

5- j cos(nZPEx) cos(n%x) dx =

P2

ro[ o

P2
6- J sin(nz%tx) Sin(m%X) dx = 0 pourm#n.
-P/2

P2
; (om . (om ), _P
- Sin l’lPX S1n| HPX X = -

-P/2

Théoréeme de Fourier

OO

a9

. . . 21 . .
Si la série 5+ z [ancos(nwx) + bnsm(n(ox)] avec ( = - converge uniformé-

ao=
2
an—§
2
b,=5

n=1

ment vers f(x) dans l'intervalle (_Z—P 2) [ou dans (C , C+P)], alors

f(x) = % + 2 [ancos(nax) + b,sin(nx) |, ot

n=1
P2 C+P P/2
_2 B_1 1
Iyum _Pé (x)dx Donc 5'=% H@mx_Pg (x)dx
P!Z Cj-P
2n 2 2n 1\,
] f(x) cos(n—l-,—x}ix =p ] f(x) cos(n?x}lx pour n=1
-P2 C
P,{Z C(-.I-P
) f(x) sin(n%x}ix =-125 ] f(x) sin(nz?nx}lx
-P/2 ()

ou P est la période de la fonction f(x).




Chapitre 8

a o0
La série 70 + Z [a,cos(mmx) + by sin(nwx) | s'appelle la série de Fourier de la fonction f(x).
n=1

Les a, et les b, sont appelés les coefficients de Fourier de f(x).

La proposition suivante, due a Dirichlet, et qu'on retrouve le plus souvent dans les livres
d'analyse, présente un ensemble de conditions qui assurent la convergence de la série de Fourier

associée a une fonction.

Théoréme 2: Soit f(x) une fonction bornée, périodique de période P, n'ayant qu'un

nombre fini de discontinuités de type "saut".

Si f(x) posséde en tout point une dérivée a gauche et une dérivée a

droite, alors
1- sa série de Fourier est partout convergente
2- sa série de Fourier a pour somme

f(x) en tout point de continuité

% [f(xa) + f(xg)] en tout point de discontinuité x;, de la fonction f(x).

Remarque 1: Le théoreme 2 nous permettra d'utiliser les séries de Fourier dans tous les pro-
blémes de génie ol interviennent des fonctions périodiques sans nous poser de questions sur la
convergence de la série. En effet, dans tous les problemes concrets, les hypothéses de la pro-

position sont toujours vérifiées.

Remarque 2: Le théoreme de Fourier nous indique comment construire une série trigonomé-

trique a partir d'une fonction f(x) qui est périodique.

<53
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Exemple 5: Calculons la série de Fourier de la fonction

{1 si xe 0, n)
f(x) =

-1 sixen,0)

avec f(x) = f(x + 2m) [donc P =2n]

T
ag = 22_1t _{c f(x) dx =0 car f(x) est impaire.
2 T
= A ] f(x) cos(nx) dx =0 car f(x) cos(nx) estimpaire.
-7
2 F .
b, = 7 _{t f(x) sin(nx) dx

T
()J f(x) sin(nx) dx car f(x) sin(nx) est paire.

|
a

aj

y
({ sin(nx) dx

-2 T
= cos(nx)| 0

—1 sin est impair
Remarquons que cos(nm) =
1 sinest pair

-2 sin est impair

Donc cos(nx)I™ = cos(nm) — 1 = { _ _
0 0 sinest pair

0 sinest pair

= b =
n 4 . . .
o S1nestimpair

On peut donc écrire:
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f(x) = :’—t (sinx + % sin(3x) + é sin(5x) + )

La figure qui suit permet de visualiser le fait que plus on prend de termes dans la série, plus on se
rapproche de la fonction f(x)

4/w sin x
1.57 4/m (sin x + 1/3 sin 3x)

0.5T

N

/,

</
N
o

4/n (sin x + 1/3 sin 3x + 1/5 sin 5x) 4/w (sin x + 1/3 sin 3x + 1/5 sin 5x + 1/7 sin 7x)

L

o
NE L8
9
-
wy
wi
»\
'
.
(=] o
n
-
w,
w
~.

4/% (sin x + 1/3 sin 3x + 1/5 sin 5x + 1/7 sin 7x + 1/9 sin 9x)
1.57

Exemple 6: Trouvons la série de Fourier de la fonction f(x), décrite par le graphe suivant:
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2r 4n X

Ona f(x)= ;‘—t si x e (0,2m) £(x) = f(x+21)

2n

_ 2 (x, _ 1 oPm_4nd _ 3 _
Alors aj = o Jndx—%leo -2n2-2 Donc 7 =
0
2n )
2 Jx 1 (x . 1 n
= =— | =cos(nx) dx = — (= sin(nx) + — cos(nx =0
w2 | (nx) nz(n )+ ())0

T
n= 3 X sin(nx) dx _nz(n cos nx)+n2sm nx)o =T

On a donc obtenu:

fx)= 1-2 (sin X +7 Sin(2x) + 5 sin(3x) + 7 sin(4x) + )

Exemple 7: Trouvez la série de Fourier de la fonction suivante:

Asinx si O<x<m
f(x) =

0 si T<Xx<2m f(x+2n) = f(x)
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-A 2A
T

2 ) —A o
ag = ﬁdrA sin(x) dx = —n—cos(x)|0 = (-1-1) = T

an=

al>

Isin(x) cos(nx) dx

11 faut traiter deux cas séparément: n=1 et n> 1

a; = % fsin(x) cos(x) dx = % sinlez)t =0

pour n>1: a = %f[sin(ml)x —sin(n-1)x] dx

= %[nTll cos(n—-1)x — nl?cos(nﬂ)xi[:
Al-2 2| . .
=12g (] n-1 si n est pair
0 si n est impair
Donc, si n est pair, | a, = _22A
n(n“-1)
b = Al . .
W= sin(x) sin(nx) dx

Ici encore, il faut traiter les deux cas séparément: n=1 et n> 1:

Pourn=1,

Af4 A(x sin(2x)
bl =EO Sin XdX = E(i_T

T A

0 2

57
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Pourn>1,
b = A (sin(n-1)x sin(n+1)x )" ~0
n= 2n n-1 — n+l R

0

On a donc la série de Fourier

fx) = % + %sin(x) _ %(cos(Zx) cos(4x) cos(6x)+ )

n | 41 T716-1 T 36-1

39

Remarque 3: La valeur > représente la valeur moyenne de la fonction f(x).

Remarque 4: Si on translate une fonction périodique suivant 1'axe vertical, tout ce que ¢a
change dans sa série de Fourier, c'est la valeur moyenne de la fonction.

En effet, soit f(x) et sa série de Fourier, et soit g(x) = f(x) + T.

f(x) = % + Z [a,cos(nex) + by sin(nax) |

n=1

gx)= T+ a—?? + Z [ cos(nox) + b,sin(nex) |

n=1

Théoréme 3: Si f(x) = f(x+P) est une fonction paire, alors il n'y a pas de termes en
sinus dans sa série de Fourier, c'est-a-dire que tous les b, sont nuls.

En effet, si f(x) est paire, alors f(x)'sir(n 2PE x) est impaire puisque
P/2
sin(n 2?“ x)est impaire. Alors b, = % Jf(x) sin(n 2%5 x) dx =0 par
P2

la définition 3.
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Théoreme 4: Si f(x) = f(x+P) est une fonction impaire, alors il n'y a pas de termes en
cosinus dans sa série de Fourier, c'est-a-dire que tous les a,, sont nuls.

La remarque 4, ainsi que les théoremes 3 et 4, s'ils sont bien compris, permettent de sauver beau-
coup de temps au niveau du calcul des séries de Fourier.

Dans I'exemple 6 en effet, nous avons obtenu a, =0 pour n=1. On aurait pu arriver a cette méme

conclusion en suivant le raisonnement suivant: si on prend g(x) = f(x) — 1, la fonction g(x) est
impaire et, donc, les a,, sont nuls dans la série de Fourier de g(x). Et puisque f(x) = g(x) + 1, les

a
a, doivent étre nuls dans f(x) aussi, sauf a; qui doit €tre égal a 2 puisque 70 =1.

Remarque 5: Si dans la série de Fourier d'une fonction, les b, sont nuls, c'est que la fonction est
paire. Cependant, il est faux de dire qu'une fonction dont les a, sont nuls est une fonction im-

paire. (Voir I'exemple 6.)

Exercices 8.1

Calculer les séries de Fourier des fonctions suivantes.

-  fx)= x> xe (02n) P=2n

) VI (¢ x € (=5,0)
- =y x € (0,5) P=10
3 fx) = 2 x €(0,3)
- W=, x € (-3,0) P=6
. ) = {cos(x) x € (0,T) o
0 X € (m,27)
5- _JAsin(x)+1 xe€ (0,m)
fx)= { 1 xe (n2n) P=2n
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6- fx)=2x+3 xe (0,1) P=1

7-  fx)=3x* xe(1,2) P=l

8- £(x) :{ 0 x € (-8,0)
X x e (0,8) P=16

Le document des prochaines pages montre comment s'aider de la calculatrice pour traiter les problémes de calcul de
série de Fourier d'une fonction périodique.

Consultez cette page | http://www.luciole.ca/gilles/mat265/calculatrice.html | pour d'autres documents pertinents.
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Activité 1

©Calcul de la série de Fourier d'une fonction périodique
©Considérons la fonction f (x}—4—2x sur l'intervalle 0<x<2. On veut en faire un prolongement pair périodique.

4-2x 0<x<2

©La période sera donc P=4 et la fonction sur 1 période peut s'écrire g (x}— ou
4+2x —2<x<0

4-2x (0<x<2
h(x)=
—4+2x, 2<x<d
©Si g est une fonction sur une période a<x<b et qu'on la rend périodique de période P=b—a a l'extérieur de cette intervalle
©la fonction modulo, mod ( ) permet de tracer la fonction périodique en faisant: g (mod(x—a,b—a)ﬂi)
©les pages 2 et 3 illustrent ceci en tracant cette fonction périodique
Ll’)‘— 4-2- x 0<x<2
442 x,-2<x<0
hb():_ 4—2-x.l]<fx<f2
2rx—42<x<4
hp{x]:—h(mod[r,‘i))
gp{x);—g(mod[z_x— 2.4)— 2]

©Quand la fonction initiale, sur 1 période, peut s'écrire sur l'intervalle O0<x<P, I'écriture est plus simple (car a=0)
©A la page 4, on fera les calculs pour déterminer la représentation par série de Fourier de cette fonction périodique.

©Calcul de la série de Fourier d'une fonction périodique

Terminé

Terminé

Terminé

Terminé

£1(x)=hp(x)

10

f3(x)=fi(x)

En rouge, la somme partielle de la série de Fourier avec 4 termes non—nuls

10
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£2(x)=gp(x)

10

10

c+P

(choisir ce qui est plus simple )

(2 0
2. (4—2-x)qix+ {4+2-x)dx ©si on utilise la fonction g Lx]
4 1o 2
> (2 4 |
- (4—2-1) dx+ (_2-1—4)m( ©si on utilise la fonction h Lx]
4 1Jo 2

a!’:—E- (4—2-x}dr
4

0

©Sur la page suivante, on calcule les coefficents a.

©Comme la période est ici P=4 et que la fonction est en 2 morceaux cela implique 2 intégrales:

©On aurait pu également se souvenir que, par construction, la fonction est paire et alors

f]:airu(x) dx=2-

©Le coefficient a0 de cette série se calcule avec al= — f{x} dx , limportant est ici d'intégrer sur une longueur de période
bl
c

f]:airu(x} dx

. - al - 8 Bt ac
©Donc, la valeur moyenne de la fonction sur une période, —, vaudra ici 2 ce qui était assez évident en regardant le graphe.
2

©Sur la page suivante, on calcule les coefficents a. ou a {n) de la série. La fonction étant paire, les coefficients b. seront nuls.

atelier-mat265-Fourier-Gilles.ths
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©Les coefficients a(n_] de cette série se calcule avec a (n]—— ﬂx) cos|n- —x||dx
P P
c

2 _ _ 0 . | 8+ (cos(n* =)~ l]
2 [ 27 | [ 21 o . ) 2 2
— {4—2-x)~ cos{n —-+x 'd)(— (442 x)+ cos|n* =+ x||ax| ©si on wilise la fonction g (x,'l e
4 .4 , 4 ’

Jo 2 |
©Comme pour la calcul de a0, la fonction est paire et cos {] est paire donc le produit est pair, on peut calculer a fn] uniquement sur

0<x<2
2 Terminé

a2 | - 2% |

aln):=2-=- ‘{4—2-1}- cos|n* —T'I, dx
4 11 4
0
a(n:] 8 8: cns{n- Tt]
2 2 2 2
n nom
©0n peut simplifier a [n] en indiquant que n est une constante entiére, on tape @nl pour cela:
aln1) s ()™
ni -rtz n]z- ::2

©Calculons les 6 premiers coefficients a |::|1:|
©Calculons les 6 premiers coefficients a {n]
seq(aln),n,1,6) 16,16 ,_16 \Ul

2 2
7:2 9. 25T

©Calculons une somme partielle de la série de Fourier:

i}

al) [ [ N 16- COS'S T I’ 16+ cos i I] 16° r:o_#_E I'
— E a(n}- cos‘n- —'J(' 2 2 \ 2
2 - VoA 2 2 2 ?
n=1 257 O bis
16- cos(SITI 16- cos S 16+ cos H) Termine
2 <
! : : ' 2 fflx)
25-rt2 9-7:2 7:2
©Retournons a la page 2 tracer cette somme partielle pour vérifier que celle—ci "approxime" bien la fonction périodique
©Cochez la case du nom de ma fonction contenant la somme partielle
6 Terminé
a0 ’
—+ a{n} cos‘n —_— x, —dlx)
n=1

©La ligne précédente illustre ce qu'on ne devrait jamais faire. Le logiciel ne simplifie pas l'expression avant de la tracer.

©Cela signifie que pour chaque point du graphe, il faudra recalculer la sommation indiquée, incluant les intégrales sous—jacentes dans a

(n)

atelier-mat265-Fourier-Gilles.ths
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©Cela sera trés long, sur la calcu au moins 10 fois plus long. Sur la calcu on appuie sur la touche ON au moins 5 secondes pour arréter
une opération,

©Sur l'ordinateur, on appuie sur la touche Pause ou Break quelques secondes pour arréter les calculs ou le tracé qui prend trop de temps.

©On peut éviter ce demier probleme, en mettant en mémoire dans a {n) le résultat de l'intégrale et non l'intégrale en fonction de n.

, | 8 & cos{n' 7:]
2 | o 2 2 2 2
2. [4—2-xﬁ-c05 n-—-;rJd;( n n
4 |} L4
0
8 8: cos[n- Tt} Terminé
_——ma(n_]
2 2 2 2
n T no-n .
aa{n} g 8 cos{n' TE]
2 2 2 2
noem n-n
: I Terminé
\ 2:7
ﬂ_ﬂ+ HH(HJ'COS n.—.t-x —»dfﬂ'Sf(X}
2 Z 4
n=1
: | Terminé

. W
Define a{n)—Z- 2. [{4—2-1)- cos|n- E-.r“d.r
4 4 |

0

Activité 2

©Considérons la fonction sin [x} pour 0<x<m. On la prolonge pour en faire une fonction périodique de période P=n

©De fagon équivalente, on peut considérez cette fonction f {x]—|si|1(x:]|

b4 4
2 . =
a0:==- | sin(x) dx =
T )o
©La fonction étant paire (\foir graphe  la page 2.3 ), on sait que les coefficients b (n) seront nuls. Vérifions cela:
L. Terminé
2 | enih il 22
b[n):——- slntr]- sin|ns —— - x||dx
x| b
0
A b[_n_] # _ ! — | si|1[2- n'ft)
\(2:n+1)-x (2-n-1) 7|
& @le logiciel ne sachant pas que n est un entier positif, il ne nous donne pas la valeur nulle cherchée. Mais si on remplace n par @nl
bln1) 0

atelier-mat265-Fourier-Gilles.ths
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T Done

a[n):——z- (sintx}- cos|n- Qx) dx
s T
0
N aln1) 2 - 2
(2-n1+1)}-n (2-n1-1)-x
aln) [ 1 1 1 1
Pt = * cos|2: ne T —=
UZ- n+l)-r: (2-::—1]-7: ( ) (2-n+1]-7: (2: n—l)-r:
4 4+ cosliB-x} 4 cos{f)- x} 4 cos(4- :() 4 cos{z- x) _E
a, E [:a(n}- cos{2- g x}] 63 = 35-1 15-m 3om n
2
n=1
4+ c05{8- x}l 4- cos{h-x] 4- cas(‘%-x) 4- cos[Z-x] +E—>J0'[x} Done
637 351 15 m 3z .

©On constate i la page suivante que méme avec peu de termes de la série, le résultat est trés proche de la fonction initiale.

©@Dans l'activité suivante, une fonction semblable & celle—ci mais avec un probléme potentiel...

3.14 ' 9.42

£1(x)=|sin(x)
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Activité 3
____________________________________________________________________________________________|
sin{x},l]<x<:t

. On la prolonge pour en faire une fonction périodique de période P=2n
0, m=<x<2m

©Considérons la fonction £ (x)—{

ﬂrx]l'— sin[-.r),l]{xﬁrt Done
S0, mex=2em

g[r]:—j{mod[r,z-rt)] Daone

b 2
a!’:—i- sin{;(} dx ©on peut laisser tomber la 2e intégrale, la fonction est nulle sur n<x<2n :
2'm 0
) T Done
b(n): . (sinb']- sin(n-x)]d_r
27 0
& b(n_] I - ! ! J sill(n-ft)
12:(n+1)-m 2 (n—1)- =)
bln1) 0

©On pourrait faire l'erreur de penser que tous les termes b {n) sont nuls ici, mais c'est faux. D'ailleurs on voit bien que le résultat est faux
si n=1

seq(bln),n,1,5) |l,u,u,u,n}
2

b(1) 1

2

©Si on met le résultat de l'intégrale dans b {n}, on s'assure d'avoir un probléme...

b [ 1 i
2 (. . —— *sinln- 7
=+ | (sin(x)- sin(n- x))ax 12:(r+1)em 2:(n-1)m 7)
2 Jo '
| \ . ,
I ! — ! ] sin(n+ 7t} - bbln) bone
l,2-(n—l.]'7t 2-[;1—1]-7{.
seq[bb(n), nl ,5) { undef,0,0,0,0 }
e (. 2
©En définissant b (n);=——-
PA
T . ,
[sin{x}- sin(n- x]_]dx de cette facon on évite ce probléme, puisque l'intégrale est recalculée a chaque fois que l'on veut b [u)
0
n Done
a(n): (sinb’]- cos(n-x)}cb(
2:7 0
seq{a(n),n,lﬁ} 0 —2 0 2 0
3n 15=m
5 2 c05[4-x)_2- c05(2-x)+sin(x] L1
e [.a(n}- cos{n-x)+b{n}- sin(n-x:]} 15-= 3n 2 =
2 E !
n=1
2 cos[f}-x]l 2 cos[z-x} siu{x} 1 +ﬂ£r] Done
15 3 2 n
©Allez cochez la fonction f2 (x]—fﬂx] sur la page suivante pour valider le résultat.
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8.2 Prolongement de fonctions non périodiques.

On peut étendre davantage les possibilités de développements de fonctions en séries de Fourier en
considérant des fonctions non périodiques définies sur un intervalle I.

Considérons une fonction y = f(x) définie sur Ja,b[ et supposons que cette fonction satisfait aux
conditions de Dirichlet. Il est alors possible de développer cette fonction en série de Fourier aux

points de continuité.

Le processus utilisé dans un tel cas consiste a prolonger cette fonction y = f(x) en une fonction
périodique y = F(x) de période P = |b—al et telle que F(x) =f(x) sur l'intervalle Ja,b[. Illustrons

graphiquement.

y = f(x)

)

| S—

\

)
o
e

y = F(x)

\
%

S
.

Y

0
[y S
S
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On développe alors F(x) en série de Fourier selon la méthode décrite 2 la section précédente. La
somme de cette série coincide avec la fonction F(x) en tous les points de continuité, donc en tout

point de continuité de f(x) sur Ja,b[.

Prolongements pairs et prolongements impairs.

Dans le cas d'une fonction y = f(x) définie sur JO,L[ ou sur ]-L,0[, pour la développer en série de
Fourier , on peut la prolonger de deux fagons sur ]-L,L[ pour obtenir une fonction paire ou une
fonction impaire. On obtiendra dans le premier cas une série de Fourier cosinus, et dans le

deuxiéme cas une série de Fourier sinus.

D'abord, on peut la prolonger d'une facon paire, c'est-a-dire en faisant f(—x) = f(x).

S(—Xx) f(x)

Y

]
>~
)
P
=

On obtiendra alors une série de Fourier cosinus
_% nnx
f(x) = 5 + El a, cos
n=

En effet, dans ce cas,

L
Jf(x) sin ‘—‘T’fidx =0
1

On peut aussi prolonger d'une facon impaire, c'est-a-dire en faisant f(—x) = —f(x).
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J(x)

(=)
(S

—— - nd

- J(-x)

On obtiendra alors une série de Fourier de sinus

f(x) = 2 b, sinnanx
n=1

En effet, dans ce cas,

L
Jf(x) cos %’E dx =0
i

Y

Exercices 8.2

1- Développer la fonction f(x) = 3x définie sur (0,7)
a) en une série de sinus
b) en une série de cosinus.

2- Développer en une série de Fourier paire

T
1 X e (0,5)

- X € (%,n) L=r; P=2m.
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Chapitre 8

3- Développer en série de Fourier impaire

f(x) =—=x xe (0,1) L=1; P=2

Pour chacune des fonctions suivantes définies sur l'intervalle donné,

a) Faire un prolongement pair et calculer la série de Fourier paire de la fonction périodique

obtenue

b) Faire un prolongement impair et calculer la série de Fourier impaire de la fonction pé-

riodique obtenue

4- f(x)=2x+1,pour O0<x<1

5- f(x) =2x -x2,pour0<x<2

6- fx)=2,pour0<x<1

7- f(x)=1,pourO<x<1 et f(x)=-x+2,pour 1 <x<2

8- f(x)=1,pourO<x<1 et f(x)=0,pourl <x<2

8.3 Utilisation d'une table de séries de Fourier

Vous trouverez a l'annexe A.5 de ce manuel

une table donnant directement la série de Fourier d'un certain nombre de fonctions
périodiques. Cependant cette table n'est pas complete, donc vous ne pouvez pas vous dispensez
des techniques de calcul intégral pour calculer la valeur des coefficients de Fourier. On remarque
également que la période de la plupart des fonctions de la table est 21 . Qu'arrive-t-il si la fonc-
tion qui nous intéresse n'est pas exactement celle de la table, si la période ou I'amplitude n'est pas

la méme? La technique suivante permettra de répondre a cette question.
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Chapitre 8 Q6Y

Soit f(x) une des fonctions de la table des séries de Fourier, de période P;
(En général, P;=2m) A;= amplitude de f(x) = Max(f) - Min(f).
Soit g(x) une fonction identique a f(x), sauf pour la période (et,/ ou I'amplitude)
g(x) peut étre une constante c (c € R) fois f(x).
g(x) = cf(x) P, = la période de g

Ag = Max(g) - Min(g) = amplitude de g(x).

On obtiendra la série de Fourier de g(x) en prenant

A P
= 78 £ 5x |
Af Pg

Exemple: Soit g(x) = 3x+1 si xe[0;2]

s

‘IO

<\

g(x) - 1 = 3x est une fonction du méme type que T5 dans la table:

fx)=x; Pe=2n  A;=2n
. 1. 1.
= fx)=n-2 (sm(x) +5 sin(2x) + 3 sin(3x) + ) par T5

Posons h(x) = 3x sur [0;2] P, =2 A =6
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Chapitre 8

i

Alors h(x)=26—1t"‘f(27t ):%*f(nx)

—2— X
6| . 1. 1.
h(x)=3 - T sin(7mx) + 5 sin(27x) + 3 sin(3wx) + ...
Et puisque g(x) = h(x) + 1, on obtient

gx)=4- 16—c|:sin(nx) + % sin(2mx) + % sin(3nx) + .. }

Remarque: il est souvent nécessaire de modifier la "hauteur" d'une fonction, c'est-a-dire sa va-
leur moyenne avant d'appliquer cette méthode. C'est ce que nous avons fait dans
I'exemple précédent en créant la fonction h(x).

Exercices: 8.3 Refaire les exercices suivants a 'aide de cette méthode:
- page 259 numéros 2, 3, 6

- page 262 numéros 1, 3, 4 (pair seulement), 6

8.4 Résolution d'une équation différentielle a 1'aide de séries de Fourier

Il arrive tres fréquemment, en pratique, qu'on modélise un phénomene physique par une équation
différentielle linéaire (voir les chapitres 3 et 6 ). Nous avons vu plusieurs techniques pour
résoudre ce type d'équations. Par contre, si I'équation différentielle contient une fonction pério-
dique non-élémentaire ( une fonction périodique élémentaire pourrait se définir comme étant une
des fonctions trigonométriques de base) alors ces techniques sont difficilement applicables. Pour
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Chapitre 8 . Abb

contourner cette difficulté, nous utiliserons la représentation par séries de Fourier de ces fonc-
tions périodiques.

La technique qui suit est basée sur les mémes principes que ce que nous avons vu a la section 7.3;
il s'agit de poser comme candidat solution une série infinie, série de puissances (de Taylor) en 7.3
et série trigonométrique dans cette section, et d'appliquer la méthode des coefficients indétermi-
nés. La logique ici est la suivante: si la force appliquée sur un systeme linéaire est périodique
alors le résultat devrait étre €galement périodique, de méme période que 1'input. Nous suppose-
rons ici que la solution particuliere de 1'équation peut effectivement s'exprimer sous la forme
d'une série de Fourier.

Le tableau suivant résume les différentes étapes pour appliquer cette technique.

Résolution de I'équation @(D)y = f(x) ou f(x) est périodique (non-élémentaire)
1° déterminez la série de Fourier de f(x)
2° déterminez la  solution homogeéne y;,

3° posez comme candidat pour une solution particuliere, une série de Fourier de
méme période P que f(x).

a
Donc on pose y, = 70 + Zancos(nmx) + ansin(n(ox) ou W= %73

4° substituez ce candidat dans 1'équation différentielle et déterminez la valeur des
coefficients a, et b,

5° additionnez la solution homogéne et la solution particuliere

Remarque: En général, on s'intéresse surtout a la solution particuliere obtenue, qui
constitue, dans les exemples pratiques, le régime permanent d'un systéme.
En ce sens, on ne rencontre pas de conditions initiales ici qui, dans ces
problemes pratiques, ne modifierait que la solution homogene (ou complé-
mentaire) qui est transitoire...
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Exemple: Résolvons 1'équation différentielle suivante par séries de Fourier:
y’ —y=1(x) ouf(x)estune fonction périodique définie comme suit:
f(x)=x si 0<x<2n doncP =2r.
Solution

1° f(x) est 1a fonction 23.10 dans la table des séries de Fourier, donc

f(x) = 10— 2(31;17( sngX) N sing3x) . )

2° la solution complémentaire est y., = Cie* + Cpe™

3’ Posons yp = % + Zancos(nx) + ansin(nx)

On obtient y’ = —Znansin(nx) + anncos(nx)

et y’ = —anancos(nx) - Zn?‘bnsin(m()

4’ Onadonc y”’ -y = =0 4 2(—n —Da cos(nx) + 2(—n -1)b,sin(nx)
=T+ 2—;—2 sin(nx)
. a,
On en tire que B =T | et

’ a,=0 si >0 ‘

2
n(n%+1)

bn

‘ _ sin X sm(2x) sm(3x) sm(4x)
donc yp‘_n+2(1(1+1) 2(4+1) Y300+ Tae+) * )

sm X sm(2x sin(3x sm 4x



Chapitre 8 63
Exemple: Résolvons 1'équation différentielle suivante par séries de Fourier:

y’ -y’ -2y =1(x), ouf(x)estune fonction périodique définie comme suit:
fx)=x2 si -T<x<W P=2m.

1° f(x) est la fonction 23.14 dans la table des séries de Fourier:

_n2 cosx cos(2x)  cos(3x)
- 4o 0 o0 )

2° la solution complémentaire est y, = C;e?* + Cpe™
a
3° Posons y = -29 + Zancos(nx) + zbnsin(nx)
On obtient y’ = —znansin(nx) + anncos(nx)

ety = —anancos(nx) - znzbnSin(nX)
4° Onadonc y”’ -y’ -2y =

= ,% + 2[(—n2—2)an—nbn]cos(nx) + Z[(—n2—2)bn+nan] sin(nx)

= 7}33 +4 Z(_nlz)n cos(nx)

an —m2
On en tire que 70 = —g—
1)y
(-n2-2) ap -n b, = 4 (nzl )

nag+ (-n?2-2)b,= 0

On trouve, apres calculs,
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. 4 (_1)n+1 (n2+2) ot b= 4 (_1)n+1
07 n2 (n2+1) (n2+4) 17 p (n2+41) (n2+4)

Et, par conséquent,

2 4[ (142) cosx__ (4+2) cos(2x)  (9+2) cos(3x) ]
1(1+1)(1+4) ~ 4@+ @d+4) T 9(0+1)(9+4)

4 sinx ' sin(2x) sin(3x)
+ 1(1+1)(1+4) ~ 2(4+1)(4+4) 3(9+1)(9+4)

0% s L'n 3cosx_6cos(2x) 11cos(3x)_ ] [smx 1n12x) sin(3x) ]
5ty =eetepe S 4[ 458 1 91013 258 1310137

Exercices 8.4
Résoudre :

#. Yy +y= 1si0O<x<T ; P=27
-1 si -T<x<0

#2. y'+y-2y=x-T si 0<x<2nw ; P=2W

#4., 2y"-3y=xsi -T<x<T ; P=2W
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Annexe A 288

Solutions, ancienne partie

Chapitre 7
Section 7.2

1- a) 0.22102 b) n=4 ou n=8: 4.6
¢) n=5:0.7342164481; n=10: 0.79477841993; n=20: 0.8221722286

2- 1.34062339218

Section 7.3

2 3 4
1- a) y=4(1-x+%-§—,+%-...], Vx
x2 x4  x6 X8
b) y=5(1+7+222!+233!+244!+...), Vx .

x2 x4 x6
c) y=1+2—!+ﬂ+g!—+... , Vx
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Annexe A 289

d y= 2+3[(x-1) 5 (x- 1)2+3(x 1)3 (x-1)4+...], pour Ix-1l<1

e) y=5+—(x—2) ——( ~2)} + (x 2)*—... pour 0<x<4
2 4 11 6 319x8
f) y=1- )2(' Z, 6)'( - S!X -..., pour Ixl<1
g y=2- (x—1)+ (x—l) - (x—1)3+é(x—l)4—--- pour -1<x<3
2-a) y=x2+1

3- a)converge pour 0<x<4
b) converge pour 0<x<2
c) converge pour 1-+5<x<1++/5

Chapitre 8

Section 8.1
4m® 1 1
1-  fx)= 3+ 4(cos(x) +7 cos(2x) + 9 cos(3x) + )
_4n [sin(x) + 5 5in(2x) + 5 sin(3x) + )
3 6 n 1 3n. 1. 5n
2- fx)= >+ sin 5X+3 sin FX+FsinFX+ ..
8

3- f(x)—ﬂ;[sm;c ésm x+§sm53—nx+...)

4- f(x) =5 cos(x) + ; - sin(2x) + 157 8 s1n(4x) + 315 sin(6x) + .

A Aln 2 cos(2nx)
5-  fx)= ( +1) | 2 st - 2(2n—1)(2n+1)

6- f(x)=4-

a

(sin(21tx) + % sin(47x) + % Sin(67x) + .. )

7- f(x)=7+%2ﬂ2_21m_’0 _ %Zsm(iim)
T n=1 n n=1
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Annexe A : Zlqo

\ — N n+1
8- f0=2- 1_2 : 2005(2n 81)7“ 8 Lsmmgt_x
T (2n—1) T v n
n=1
Section 8.2
(- n+1
1- a) f(X) = 6 Sin(nx)
mmp%_ﬁ cos(2n-1)x

T 2
o (2n-1)

3 4 1 1 8 2 6 10
2-f(x)= 7+ =) (cos(x) +32 cos(3x) + ) cos(5x) + } =) (0082(2 X) + COS6(2 X) + cosl(oz X) + ]

3. f(x) = (—sm(nx) + 1 sin(amx) - ;sm(31tx) + 1 sin(amx) - )

8 1 1
4-a) f(x) = 2-; (12 cos X +é—2cos 3TEX+52 cos 51tx+...)

b) f(x) =% ( sin 7x +%sin 3nx +%sin 5nx + ) - % ( %sin 2mx +%sin4nx +%sin 6mx + )
5-a) f(x) = % -iz (% cos nx+%cos 2nx +%cos 3nx + )
32 (1 3n 5
b) f) = =5 (3sin &% e%+ n@5) )
8 (. 1 . 1 .
6-a) f(x)=2 b) f(x) =x ( Sin 7IX + 7 sin 37X +3 sin 57x + )

37X 5Ttx 2

7- a) f(x)=%+%(cos%) 2220031tx+31 co(2 )+ os(—) 62cos3nx+ )

b) f(x)——(sm(—)+ smnx+1sm( )+ .. )+— (sm( )—1 (7)+52 n(—) )



Annexe A ' ‘Qq /

8-a) f(x)= % +12—t (cos(g—x)—% cos 32ﬂ)+% cos Szﬂ)+...)
b) f(x)= % (sin(nz—x)+sin1tx+§1- sin(3—’2‘")+% sin Szﬂ)+...)

Section 8.4

#1 y—Ce'x 4 [cosx cos3x  cos5x } 4 [ sinx sin3x sin5x }

" | T+ YTort st T |t | TarD T30+ Y3025+ T

#2. y=c1e'2"+c2e"+2[ — C‘”‘Z‘x C"Sz" +}
(142)%+1  (4+2)%44  (9+2)*+9

(1+2) sinx ~ (4+2) sin2x =~ (9+2) sin3x
+2 7 o+ 7 -+ 7 -+
[1[(1+2) +1] 2[(4+2)“+4] 3[(9+2)°+9]

#4. y=Cefo x . V15 x +2[_ sinx____ sin2x _ sin3x +]
1 2 213431 223432 233433
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