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1Dixième oursÉquations di�érentielles salaires non linéaires.Bifurations de points �xes. Bifuration de Hopf.Dans le ours 6 nous avons étudié le omportement des systèmes d'EDOsalaires non linéaires au voisinage de leurs points �xes. Ce omportementest lié au spetre du linéarisé de es systèmes aux points ritiques onsidérés.La notion de stabilité a été introduite et elle a permis un lassement du typede point ritique auquel on a a�aire (noeud, entre, point ol, foyer). Dansle ontexte de la théorie des systèmes dynamiques on appelle bifurationun hangement qualitatif dans la dynamique du système, omme la perted'uniité ou de la stabilité d'une solution, lorsqu'un paramètre du systèmevarie. C'est un phénomène fréquent et important en sienes de la planèteet de la vie, qui a lieu dès que des rétroations non linéaires sont présentes.Ce ours traitant des bifurations ne onstitue qu'une introdution au sujet: nous présenterons rapidement et simplement quelques notions lefs de esphénomène. Ce dixième ours est très lié au ours 6, dont il utilise lesdé�nitions et méthodes assoiées à la stabilité des points �xes.10.1 Bifurations de solutions stationnairesIl s'agit d'étudier omment le nombre de points �xes, ainsi que leurs pro-priétés de stabilité, peuvent hanger en fontion de la valeur d'un ou desparamètres. Pour ela il su�t d'étudier un ertain nombre de formes anon-iques.10.1.1 Bifurations de olL'exemple le plus simple est:
ẋ = µ − x2, µ ∈ R.La méthode d'étude présentée au paragraphe 6.4.1 en dimension deux,permet aussi d'étudier e système en dimension un :1. Reherhe des points ritiques. Si µ − x2 = 0 alors x± = ±√

µ, e quidonne deux points ritiques pour µ > 0, un seul (x = 0) pour µ = 0 etpas de point ritique pour µ < 0. On a don un point de bifuration en
(x = 0, µ = 0), puisque subitement en e point le problème passe d'uneabsene d'équilibres à deux équilibres lorsque µ traverse la valeur zérodans le sens des µ roissants.



22. Stabilité des points ritiques. Pour étudier la stabilité des solutions onva de nouveau faire une approximation du premier ordre autour despoints ritiques. Pour l'équilibre x+ nous aurons
˙

(x+ + ξ) = µ − (x+ + ξ)2,e qui donne, en substituant la valeur de x+ et négligeant les termesd'ordre O(ξ2) (on rappelle que la notation de Landau O a été dé�nieau paragraphe 5.4.3),
ξ̇ = −2

√
µξ.Par la Dé�nition 6.4.1 de la stabilité, le point x+ est stable ar ξ(t) =

ξ0e
−2

√
µt → 0 pour t → +∞, où ξ0 = x0 − x+ ave x0 = x(0). Ilest lair que x+, par la dé�nition 6.4.2, est même asymptotiquementstable. Le même proédé appliqué à x− montre immédiatement qu'ilest instable.
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µ est stable et traée en ontinu, l'autre est instable et traéeen pointillés. Pour une valeur partiulière µ∗ de µ, des �èhes montrent ladiretion de déplaement de x, déterminée par le signe de ẋ.Les points x = x(µ) entre deux points de bifuration � ou alors entreun point de bifuration et, selon les as, ±∞ �, forment une branhe desolutions. La Figure 10.1 montre les branhes stable et instable pour esystème. La onvention habituelle est de traer la branhe stable en ontinuet l'instable en pointillés.On peut se poser la question de savoir si la stabilité de x+ est globale,'est-à-dire si x+ est approhé asymptotiquement lorsque t → ∞ pour touteondition initiale x0. En lair peut-on toujours négliger les termes en ξ2 dansl'analyse i-dessus ? Reportons-nous aux équations (6.4.4). Elles s'ériventsous la forme linéarisé (6.4.5) seulement si ξ et η sont su�samments petitspour négliger les termes du seond ordre dans (6.4.4). Il est évident que,



3pour une équation di�érentielle salaire - à une variable - le terme du seondordre est en ξ2fxx(xc). Dans le as présent où f(x, µ) = µ − x2, on a
fx(xc) = −2

√
µ et fxx(xc) = −2 ; si bien que l'équation linéarisée (6.4.4)s'érit

ξ̇ = −2
√

µξ + ξ2(−2) + O(ξ3). (10.1.1)Partons, par exemple, d'une ondition initiale x0 telle que x0 = −√
µ+ εave ε > 0 petit. La perturbation assoiée est ξ = x0 − xc = −2

√
µ + ε. Lestermes √

µξ = −2µ + ε
√

µ et ξ2 = 4µ − 4ε
√

µ + ε2 dans (10.1.1) sont dumême ordre de grandeur en module, la linéarisation préédente est illiite.Peut-on ependant en dire plus dans e as simple ? Remarquons que :
• ẋ < 0 pour x >

√
µ, x déroît si l'on part d'un x0 tel x0 >

√
µ,

• ẋ > 0 pour −√
µ < x <

√
µ, x roît si l'on part d'un x0 tel que

−√
µ < x0 <

√
µ,

• ẋ < 0 pour x < −√
µ, x déroît si l'on part d'un x0 tel que x0 < −√

µ.Ce omportement de la solution est indiqué à la �gure 10.1.Cette analyse élémentaire permet de dé�nir le bassin d'attration de x+qui est montré à la Figure 10.2, en traçant y = ẋ en fontion de x pour
µ0 > 0 donné. On onstate sur ette �gure que le bassin d'attration dépendde la valeur du paramètre µ0. Nous n'avons pas de stabilité globale du point�xe x+.PSfrag replaements y = µ0 − x2

x− x+ xbassin d'attration de x+Figure 10.2: Illustration du bassin d'attration ]x−,+∞[ de x+, montrant
y = ẋ en fontion de x, pour µ = µ0 > 0 donné.On omprend que, pour des as plus ompliqués, il est di�ile de véri�er,à supposer qu'elle existe, la stabilité globale d'un point �xe. La stabilitéglobale est peu fréquente. La majorité des résultats de stabilité sont loaux.Lorsqu'il existe plusieurs points �xes et paramètres, il existe des méthodesnumériques - et logiiels - de alul des di�érents bassins d'attration quipeuvent avoir des géométries très enhevêtrées dépendantes des valeurs desparamètres.



4Le point (x = 0, µ = 0) est don un point de bifuration. C'est unebifuration de point �xe de type ol, dite aussi bifuration de type selle-n÷ud : en e point apparaissent, lorsque µ passe par zéro, deux branhesd'équilibres dont l'une est onstituée de points �xes stables - indiqués pardes petits erles pleins - et l'autre de points �xes instables - indiqués pardes petits erles vides. On ne peut plus déider de la stabilité du point �xe
x = 0 indiqué par des demi-lunes pleine et vide (voir Figure 10.3).
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µ < 0 µ = 0 µ > 0Figure 10.3: Stabilité des points �xes en fontion de r.Exerie : Faire une analyse similaire pour l'équation ẋ = µ + x2, µ ∈ R.

� Pour aratériser plus préisément une bifuration, on réérit la fontion
f d'évolution de x ave le paramètre µ onsidéré omme un argument defaçon expliite. Pour un point ritique, on a

f(x, µ) = 0. (10.1.2)L'équation (10.1.2) dé�nit, dans ertaines onditions données par le théorè-me des fontions impliites, une branhe de solutions x = g(µ). La dérivéede la fontion g(µ) se alule en érivant la di�érentielle totale, qui est nulle:
fxdx + fµdµ = 0,e qui donne :
gµ =

dxdµ
= −fµ

fx
.Notons que si fx 6= 0, il est possible de ontinuer la branhe stationnairepar variation de µ, en érivant µ = µ0 + ∆µ et

x ≃ x0 +
dxdµ

∆µ.Si la solution est onnue en x0 pour la valeur µ0, elle le sera enorepour la valeur µ0 + ∆µ du paramètre. C'est le prinipe de la méthode deontinuation pour déterminer une branhe entière de solutions x = g(µ) àpartir d'un point (x0, µ0).On remarque, sur l'exemple préédent, qu'au point de bifuration on a
fx = 0 et une hypothèse lef du théorème des fontions impliites � à savoir,justement, que fx 6= 0 �, n'est pas respetée : de e fait, la tangente dela branhe est vertiale au point de bifuration, et on ne peut don pasontinuer le alul de la branhe par ette tehnique d'inrémentation duparamètre µ. C'est la raison pour laquelle dans la pratique numérique, si



5l'on veut ontinuer le alul des solutions de la branhe, on hoisit ommeparamètre de ontinuation non pas le paramètre µ lui-même, mais l'absisseurviligne s de la branhe des solutions, en onsidérant alors que µ dépend de
s et en dé�nissant ds2 = dx2 +dµ2. C'est un aspet important des méthodesde ontinuation numériques.À plusieurs dimensions, n ≥ 3, la ondition qui orrespond à fx = 0 estdonnée par detJ(x0, µ0) = 0,où J est le jaobien de f en x0 pour la valeur µ0 du paramètre.Remarque 10.1.1. En général, dans les appliations, il y a beauoup plusde variables d'état que de paramètres

~̇x = f(~x; ~µ),

~x ∈ R
m, ~µ ∈ R

p et p ≪ m.10.1.2 Points de bifuration fourhePoint de bifuration fourhe sur-ritique. Considérons maintenant laforme anonique, appelée aussi forme normale de bifuration donnée par
ẋ = µx − x3 = x(µ − x2), µ ∈ R.Elle possède, pour tout µ, l'équilibre trivial x = 0 et, pour µ > 0, deuxautres équilibres non triviaux x = ±√

µ. On a un point de bifuration aupoint (µ, x) = (0, 0) (voir Figure 10.4).
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Figure 10.4: Bifuration de fourhe ; les solutions stables sont en traits pleins,elle instable en tirets épaissis. L'origine est un point de bifuration fourhesur-ritique.L'analyse de la stabilité est faile dans es as simples et les raisonnementssont très répétitifs. Étudions d'abord la stabilité de la branhe de solutionsnulles.



6Soit µ < 0, d'une part si x > 0 alors µ− x2 < 0 don ẋ < 0 et x déroît,d'autre part si x < 0 alors µ − x2 < 0 don ẋ > 0 et x roît. L'équilibretrivial x = 0 est don stable pour tout µ < 0. On voit que le terme en
−x3 joue le r�le d'une fore de rappel vers l'origine, il est stabilisant lorsque
µ < 0.Soit maintenant µ > 0, de même on voit immédiatement que si x > 0est tel que x <

√
µ alors ẋ > 0 et x roît. De même si x < 0 est tel que

x > −√
µ alors ẋ < 0 et x déroît.L'équilibre trivial x = 0 est don instable pour tout µ > 0. On voit quepour µ > 0, le terme en −x3 est déstabilisant pour l'origine.Finalement onsidérons la branhe x =

√
µ qui n'existe que si µ > 0. Si

x >
√

µ alors ẋ < 0 et y déroît. On sait déjà que si 0 < x <
√

µ alors xroît. L'équilibre x =
√

µ est stable.L'examen de la stabilité de la branhe x = −√
µ est laissé en exerie.On onstate qu'il y a perte de stabilité de la solution triviale au point debifuration ave éhange de elle-i au pro�t des branhes non triviales.Point de bifuration fourhe sous-ritique Considérons l'équation élé-mentaire

ẋ = µx + x3 = x(µ + x2), µ ∈ R.Elle possède l'équilibre trivial x = 0 et, pour µ < 0, deux équilibres nontriviaux x = ±√−µ. On a un point de bifuration au point (µ, x) = (0, 0)(voir Figure 10.5).
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Figure 10.5: Les solutions stables (resp. instables) sont en traits pleins (resp.tirets) épaissis. L'origine est un point de bifuration fourhe sous-ritique.Étudions uniquement la stabilité de la branhe x = −√−µ qui existepour µ ≤ 0. Si x < −√−µ alors µ + x2 > 0, ẋ < 0 et x déroît. Si
−√−µ < x < 0 alors µ + x2 < 0, ẋ > 0 et x roît. La branhe x = −√−µest don instable omme on l'indique à la Figure 10.5. On onstate que leterme en x3 est déstabilisant pour la solution nulle dès que µ > 0.On voit qu'il y a à nouveau une perte de stabilité de la solution triviale aupoint de bifuration, mais ontrairement au as préédent il n'y a pas éhangede stabilité ar les branhes non triviales sont dans le demi-plan µ < 0. La



7stabilité de toute solution est perdue lorsque le paramètre franhit le pointde bifuration en roissant.10.2 Solutions périodiques et leur stabilitéJusqu'ii, nous avons étudié les solutions stationnaires, leur stabilité et lesbifurations qui les onernent. Dans ette setion et la suivante, nous nousonentrerons sur les solutions périodiques et les bifurations qui mènentd'une solution stationnaire à une solution périodique (setion 10.3).10.2.1 Dé�nitions d'une solution périodique et de sa stabilitéSoit toujours le système (6.4.1) où F : R
m → R

m, on a la dé�nition suivanted'une solution périodique.Dé�nition 10.2.1. On dit que le système (6.4.1) a une solution périodique
X de période T > 0, si X(t + T ) = X(t) pour tout t.La solution X périodique est représentée, dans l'espae de phase, par uneourbe fermée.La dé�nition d'une solution périodique Lyapounov stable, ou simplementstable, onsiste simplement à remplaer Xc par X(t) dans la Dé�nition 6.4.1de la stabilité d'un point ritique. Soit X̃ une autre solution de (6.4.1)satisfaisant à la ondition initiale X̃0. On a :Dé�nition 10.2.2. Une solution périodique X est dite stable au sens deLyapounov si ∀ǫ > 0, ∃δ(ǫ) tel que ||X̃0 − X0|| < δ =⇒ ||X̃(t) − X(t)|| < ǫpour tout t > 0.10.3 Bifurations de HopfSoit l'équation ẏ = f(y, µ) où µ ∈ R (on prend un seul paramètre pour sim-pli�er), y et f sont un veteur et une fontion à n omposantes. Considéronsles états stationnaires ou d'équilibres aratérisés par l'équation 0 = f(y, µ).Une bifuration des états stationnaires est dé�nie par un point d'intersetionde branhes de points d'équilibre. Les solutions stationnaires sont sans �vie�,les solutions bifurquées n'ont pas plus de dynamisme que les premières. Parontre, le type de bifuration qui onnete les équilibres ave les mouve-ments périodiques est la bifuration de Hopf. Les mouvements périodiquesmême s'ils sont dynamiques sont enore les manifestations d'un ertain or-dre. Donnons un exemple simple d'un point de bifuration de Hopf. Soit lesystème

{

ẋ = −y + (µ − x2 − y2)x
ẏ = x + (µ − x2 − y2)y

. (10.3.1)



8où µ ∈ R.Passons en oordonnées polaires, soit x = r cos θ et y = r sin θ. Il vient :
ṙ cos θ − rθ̇ sin θ = −r sin θ + (µ − r2)r cos θ,et
ṙ sin θ + rθ̇ cos θ = r cos θ + (µ − r2)r sin θ.Multiplions la première équation par cos θ et la deuxième par sin θ etadditionnons les deux équations obtenues. Il vient :

ṙ = (µ − r2)r. (10.3.2)De même, multiplions la première équation par sin θ et la deuxième par
cos θ et additionnons les deux équations obtenues. Il vient :

θ̇ = 1. (10.3.3)En oordonnées polaires, le système s'érit don :
{

ṙ = r(µ − r2)

θ̇ = 1
. (10.3.4)Étudions les équilibres, et la stabilité de eux-i, de (10.3.4). Nous avonsun équilibre pour r = 0 (e qui donne l'équilibre x = y = 0 pour tout µ). Soitune perturbation de l'origine dans les oordonnées polaires, qui orrespondà un r > 0. Notons diretement que et équilibre est stable pour µ < 0,ar alors µ − r2 < 0 et omme r > 0 on a ṙ < 0, le rayon tend vers zéroet le point �xe r = 0 (à savoir x = y = 0) est stable. Par ontre lorsque

µ > 0, la solution stationnaire nulle devient instable si r <
√

µ, alors que
r =

√
µ devient solution de la première équation de (10.3.4). Comme θ̇ = 1on a θ(t) = t + θ0. La solution (x(t), y(t)) = (

√
µ cos(t + θ0),

√
µ sin(t + θ0))est évidemment périodique de période 2π. Le erle fermé de rayon √

µ estle portrait de phase de la solution dans le plan de phase. Par onséquentpour µ > 0, la solution non stationnaire du système orrespond à une orbitepériodique de période 2π, d'amplitude �nie r > 0 qui roît omme √
µ.Puisque ṙ < 0 pour r >

√
µ et ṙ > 0 pour r <

√
µ, l'orbite périodique eststable, 'est un yle limite stable ou attratif représenté à la Figure 10.6.Soit le système (10.3.1), la stabilité de l'origine (x = y = 0) se fait parl'étude des valeurs propres de la matrie jaobienne à l'origine (ours 6, sous-paragraphe 6.4.1, paragraphe 6.5). Soit f(x, y) = −y + (µ − x2 − y2)x et

g(x, y) = x + (µ − x2 − y2)y, ave les notations du ours 6, il vient :
Jc =

(

f c
x f c

y

gc
x gc

y

)

,
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Figure 10.6: Cyle limite.ave fx = (µ − x2 − y2) + (−2x)x, fy = −1 − 2yx, gx = 1 − 2xy et gy =
(µ − x2 − y2) + (−2y)y. Ave xc = yc = 0, on a :

Jc =

(

µ −1
1 µ

)

.Les valeurs propres λ de ette jaobienne sont λ± = µ ± i. On onstateque, lorsque µ = µ0 = 0, valeur pour laquelle naît une orbite périodiquedans le sens des valeurs roissantes de µ, nous avons une paire ±i de valeurspropres imaginaires pures.De plus on véri�e immédiatement que (d(Reλ(µ))/dµ)|µ=µ0
= 1 et ettedérivée est non nulle (dans le présent exemple elle est même égale à un quelque soit µ).Ces phénomènes aratérisent une bifuration de Hopf. Ii, pour le sys-tème que nous onsidérons, on dit qu'une bifuration de Hopf apparaît aupoint (0, 0) pour la valeur µ = µ0 = 0 du paramètre. Un point de bifurationde Hopf est à entendre pour des triplets de valeurs (x0, y0, µ0). La Figure10.7 résume la situation.Une bifuration de Hopf est aratérisée par le théorème suivant que nousénon�ons, pour simpli�er, en dimension deux.Théorème 10.3.1. Soit l'équation ẏ = f(y, µ) dépendant du paramètre µ.Considérons une solution stationnaire y0 de f et une valeur du paramètre µ0telles que1) f(y0, µ0) = 0 (ar y0 est une solution stationnaire),2) fy(y0, µ0) a une paire de valeurs propres imaginaires pures, soit λ±(µ0)

= ±iβ(µ0),3) (d(Reλ(µ))/dµ)|µ=µ0
= α 6= 0.Alors il y a en (y0, µ0) naissane de yles limites. La période initiale(de l'osillation d'amplitude nulle) est T0 = 2π/β(µ0).
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PSfrag replaements x
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µFigure 10.7: L'origine est le point de bifuration de Hopf. La ligne de tiretsindique la solution stationnaire instable. Les lignes en traits pleins trèsépaissis marquent les solutions stables. La �gure indique l'enveloppe desamplitudes des yles limites qui sont des erles dont le rayon roît omme√
µ.Preuve : Elle est admise. �Remarque 10.3.1. Préisons ii un problème de terminologie. Un ylelimite Γ est une orbite fermée (don périodique) isolée. L'adjetif � isolé�signi�e que les orbites voisines ne sont pas fermées et qu'elles tournent autourde Γ soit en s'en éartant soit en s'en approhant. Si toutes les orbitesvoisines approhent le yle limite elui-i est dit stable ou attratif. Sielles s'en éartent le yle limite est dit instable ou répulsif. Notons que leThéorème 10.3.1 ne dit rien sur la stabilité du yle limite.Remarque 10.3.2. Le système (10.3.4), que nous avons pris pour introduirela bifuration de Hopf, est l'exemple prototypique d'un système possédant unpoint de bifuration de Hopf sur-ritique. Il existe un autre type de point debifuration de Hopf dit sous-ritique (voir livre).Exerie : Étudier le système suivant, érit en oordonnées polaires :

{

ṙ = µr + r3 − r5

ẏ = ω + br2 . (10.3.5)où µ, ω et b sont des réels. C'est le système prototypique d'une bifurationde Hopf sous-ritique. �Remarque 10.3.3. Dans l'exemple (10.3.4) on a vu que β(µ) = 1 quel quesoit µ et on sait aussi que la période de toutes les solutions périodiques estégale à 2π quel que soit µ. Cei est onforme à l'assertion du Théorème10.3.1 qui indique que la période initiale (pour µ = µ0 = 0) du yle limiteest égale à T0 = 2π/β(µ0).Ce théorème aratérisant une bifuration de Hopf peut être interprétéomme une dé�nition de elle-i. L'hypothèse 3) est une hypothèse dite



11de transversalité, elle est usuellement satisfaite. La Figure 10.8 montre leomportement possible, lorsque µ varie, d'une paire partiulière de valeurspropres de la matrie jaobienne satisfaisant à la ondition λ±(µ0) = ±iβ.
PSfrag replaements Re(λ)

Im(λ)

β

−βFigure 10.8: Visualisation de la traversée (pour µ = µ0) de l'axe imaginairepar deux valeurs propres imaginaires onjuguées lorsque µ varie. Elles tra-versent l'axe imaginaire ave une pente non nulle d'après la ondition 3) duThéorème 10.3.1. Si toutes les autres valeurs propres ont des parties réellesstritement négatives, ette �gure illustre une perte de stabilité : pour ungain de stabilité il su�t de renverser les �êhes.10.3.1 Bifuration de Hopf sur-ritiquePour introduire la bifuration de Hopf on pourrait partir de la forme normalede ette bifuration qui peut être failement exhibée en dimension 2. Poursimpli�er les aluls on se met dans le plan omplexe. On note z = x+iy ∈ C,
x, y ∈ R et z̄ = x−iy. Dans le plan omplexe ette forme s'érit (aeptons-lepour l'instant)

ż = (µ + iω)z + Cz(zz̄). (10.3.6)où les onstantes C, ω et µ sont réelles. Cette équation est dite la formeréduite de Poinaré-Andronov. Dans la suite de e paragraphe seul le as
C < 0 est onsidéré.Pour examiner failement e problème passons en oordonnées polaires.On pose z = reiθ, ave r2 = x2 + y2 et θ = arctan(y/x), alors r2 = zz̄.Détaillons un peu les aluls. D'après (10.3.6) il vient

ṙ(cos θ + i sin θ) + rθ̇(− sin θ + i cos θ) = . . .

. . . = r(µ + iω)(cos θ + i sin θ) + Cr3(cos θ + i sin θ),soit, en séparant les parties réelles et imaginaires,
{

ṙ cos θ − rθ̇ sin θ = r(µ cos θ − ω sin θ) + Cr3 cos θ

ṙ sin θ + rθ̇ cos θ = r(ω cos θ + µ sin θ) + Cr3 sin θ.
(10.3.7)



12En multipliant d'abord la première (resp. la deuxième) équation par cos θ(resp. sin θ), puis la première (resp. la deuxième) par sin θ (resp. − cos θ) ilvient :
{

ṙ = r(µ + Cr2)

θ̇ = ω.La rotation θ et l'étirement r ont été séparés. On retrouve pour ω = 1 et
C = −1 le système (10.3.4) que nous avons déjà étudié. On démontre qu'unyle limite apparait au point z = µ = 0 et que les orbites périodiques sontstables lorsque µ > 0.Pour µ > 0 la distane r à l'origine d'un point d'une trajetoire tend vers
√

−µ/C lorsque t → ∞, par au-dessus et par en dessous:PSfrag replaements
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√
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Figure 10.9: Diagramme de bifuration pour une bifuration de Hopf sur-ritique. [X] est une onvention de représentation de la solution X = (x, y)T .Pour µ < 0 il y a une branhe stable orrespondant à un foyer à l'origine.Si µ > 0, il apparaît un yle limite d'amplitude √
µ. Les deux branhesde la droite de la �gure permettent, à la fois, d'indiquer, par onvention,l'amplitude de l'unique yle limite assoié à un µ donné et la famille desyles limites vus en perspetive.Ainsi lorsque µ roise le 0 on passe d'un foyer stable à des yles limitesstables, 'est la bifuration de Hopf sur-ritique (voir la Figure 10.9 pourune autre représentation du phénomème). Pour µ < 0, les modules r(t) despoints des trajetoires (une fontion r : t → r(t) pour haque µ donné)déroissent vers zéro lorsque t roît - rappelons que seul le as C < 0 estonsidéré. Pour µ > 0 le module des points des trajetoires (dépendant dumodule r0 du point de départ qui peut être hoisi de zéro à l'in�ni) peutaller de zéro à a =

√

−µ/C ou de l'in�ni à a lorsque t roît. Dans lepremier as les trajetoires dérivent des spirales divergentes autour de zéro



13qui s'approhent exponentiellement du yle limite par l'intérieur. Dans leseond as les trajetoires dérivent des spirales qui onvergent vers le ylelimite par l'extérieur.En fait, ave le système suivant déjà étudié (voir (6.7.1))
{

ẋ = ωy
ẏ = −ωx

,on obtient également une trajetoire périodique, mais sa taille est arbitraire.Les non linéarités du système (10.3.1) modi�ent le système préédent de tellesorte que l'on obtient une taille �préférée� de l'amplitude des solutions péri-odiques. Ces non linéarités peuvent être interprétées omme orrespondantà une énergie �nie. Lorsqu'il y a plusieurs non-linéarités, une ompétitionpour l'énergie s'installe, qui peut donner un omportement haotique.Cette interprétation en terme d'énergie provient de la physique. En e�et,pour une masse sur un ressort, x orrespond au déplaement du entre demasse, y à sa vitesse, x2 à l'énergie potentielle, y2 à l'énergie inétique etla onstane de x2 + y2 traduit la onservation de l'énergie. Les équationssalaires (10.3.1) peuvent s'interpréter ainsi.


