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Chapitre 1

Systèmes lents-rapides

Les systèmes suivants sont parmi les modèles les plus étudiés des perturba-
tions singulières :

" dx=dt = F (x; y; "); x(0; ") = �";
dy=dt = G(x; y; "); y(0; ") = �":

(1.1)

Le couple (x; y) est dans un ouvert 
 de Rn � Rm et " est un réel positif su¢ -
samment petit. Les fonctions F , G sont continues par rapport à leurs arguments
ainsi que les conditions initiales. En remplaçant " par 0, la première équation du
système dégénère en une équation algébrique. Le problème obtenu peut ne pas
satisfaire les conditions initiales (�0; �0). Le théorème classique de dépendance
continue par rapport aux conditions initiales et/ou aux paramètres (pertur-
bation régulière) est mis en défaut. De tels systèmes dits algébro-di¤érentiels
ont donné lieu à des études indépendantes et intéressantes en soi. Ils sont ré-
solus comme limites de systèmes obtenus en introduisant arti�ciellement un
petit paramètre qu�on fait tendre vers zéro. On ne peut espérer qu�une solution
éventuelle du problème (1.1) converge uniformément vers celle supposée connue
du problème obtenu pour " = 0. C�est un problème de perturbation singulière.
L�approche classique pour la description du comportement des solutions de (1.1)
quand " ! 0 pour 0 � t � L, où L peut être in�ni, est celle des échelles de
temps multiples [Voir cours dans cette école de T. Sari sur la comparaison entre
la théorie géomètrique de Fenichel et la théorie de Tikhonov]. Nous adoptons
naturellement le vocabulaire de la cinématique où la variable indépendante t
est désormais le temps et (x(t); y(t))T la position d�un mobile dans l�espace
de phases1 à l�instant t. Quand l�échelle est double, on parle de champs ou de
systèmes lents-rapides. La variable x est dite rapide et la variable y lente. Le
changement de l�échelle du temps � = t=" (temps rapide) transforme le système
en

dx=d� = F (x; y; "); x(0; ") = �";
dy=d� = "G(x; y; "); y(0; ") = �";

(1.2)

1On omettra dans la suite de présenter les solutions comme des vecteurs colonnes.
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CHAPITRE 1. SYSTÈMES LENTS-RAPIDES 3

où nous conservons les mêmes notations pour les variables. Ce problème est une
déformation à un paramètre du système

dx=d� = F (x; y; 0); x(0) = �0;
dy=d� = 0; y(0) = �0:

(1.3)

Relativement à la composante y qui demeure d�abord proche de sa valeur initiale
�0, la composante x varie très vite et est approchée par la solution de l�équation
dite de la couche limite

dx

d�
= F (x; �0; 0) =: F0(x; �0); x(0) = �0. (1.4)

C�est la phase rapide du mouvement. On dé�nit alors l�équation rapide2 par

dx

d�
= F0(x; y); (1.5)

où la composante y est considérée comme un paramètre. La théorie des pertur-
bations régulières donne, sous des hypothèses convenables, une approximation
des solutions de (1.2) par une solution de (1.3) pour des temps � de l�ordre de
1 seulement, correspondant à des temps t de l�ordre de ". Il s�agit alors de dé-
crire la phase lente du système d�origine (1.1) et nous allons voir qu�elle dépend
du comportement des solutions de l�équation rapide (1.5). Une solution de (1.5)
pourrait ne pas être bornée quand � ! +1, ou tendre vers un point d�équilibre,
ou vers un autre type d�attracteur. Ce comportement dépend naturellement des
données initiales. Par exemple, si l�équation (1.5) admet pour tout y dans un
compact Y de Rm un équilibre x = �(y) asymptotiquement stable uniformément
par rapport à y, on dé�nit habituellement l�équation lente par

dy

dt
= G(�(y); y; 0) =: G0(�(y); y): (1.6)

Le théorème de Tikhonov [11, 3] [Voir aussi le cours dans cette école de T. Sari]
dit alors principalement que si, pour toute condition initiale �xée, la propriété
d�unicité des solutions est satisfaite pour les équations considérées, alors les
limites suivantes sont véri�ées :

lim
"!0

x(t; ") = �(�y(t)); t 2]0; T ];
lim
"!0

y(t; ") = �y(t); t 2 [0; T ];

où (x(t; "); y(t; ")) est la solution de (1.1) et �y(t) la solution de (1.6) de condition
initiale �0 dé�nie sur [0; T ]. La première limite n�est pas véri�ée pour t = 0 où
s�observe une couche limite pour la composante x. Si, de plus, l�équation lente
(1.6) admet un équilibre y1 asymptotiquement stable qui ait �0 dans son bassin
d�attraction, alors y(t) est dé�nie pour tout t � 0 et l�on a

lim
"!0

x(t; ") = �(�y(t)); pour tout t > 0;

lim
"!0

y(t; ") = �y(t); pour tout t � 0. (1.7)

2Cette équation est appelée parfois équation de la couche limite, mais nous réservons cette
dernière appellation à l�équation rapide assujettie à une condition initiale.
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La variété dé�nie par x = �(y), pour y variant dans le compact Y , est appelée
variété lente du système (1.1). Elle est formée des points d�équilibre de l�équation
rapide (1.5) et est donc attractive.



Chapitre 2

Théorie de
Pontryagin-Rodygin

D�après Pontryagin et Rodygin [6], lorsque la dynamique rapide admet des
cycles �y asymptotiquement stables, le comportement limite du problème sin-
gulièrement perturbé est le suivant : après une transition rapide près des cycles
�y, les orbites de solutions s�enroulent très vite autour de la surface engendrée
par ces cycles. C�est en quelque sorte l�équivalent de la variété lente. Le reste
du mouvement, en fait la lente dérive de la variable y, est approchée par la
moyenne sur les cycles. Ce résultat était obtenu pour des champs de vecteurs
de classe au moins C2, sous l�hypothèse de stabilité asymptotique des cycles
�y pour l�approximation linéaire, c�est-à-dire que l�équation variationelle cor-
respondant au cycle a des multiplicateurs de modules inférieurs à l�unité avec
une seule exception. Cependant, le résultat que nous énonçons ici montre que
la description des solutions par Pontryagin et Rodygin demeure vraie pour des
champs de vecteurs C0 avec stabilité asymptotique des cycles. Nous désignons
les hypothèses par la lettre P . A partir d�ici, le point (:) au dessus d�une variable
désignera la dérivation d=dt et l�apostrophe ( 0) la dérivation d=d� , où � = t=".
P1 : Pour tout y, l�équation rapide (1.5) possède la propriété d�unicité des

solutions pour toute condition initiale préalablement �xée.
P2 : Il existe une famille de solutions x�(� ; y) dépendant continûment de

y 2 Y , où Y � Rm est un compact d�intérieur non vide, telle que x�(� ; y) est une
solution périodique de l�équation rapide (1.5) de période T (y) > 0. L�application
y ! T (y) est continue.
P3 : Le cycle �y correspondant à la solution périodique x�(� ; y) est asymp-

totiquement stable et son bassin d�attraction est uniforme sur Y .
De ce qui précède on déduit que le cycle �y dépend continûment de y et

est localement unique, i.e. il existe un voisinage W de �y tel que l�équation
rapide (1.5) n�admet pas d�autre cycle dans W . La solution x�(� ; y) est dite
orbitalement asymptotiquement stable.
Nous dé�nissons l�équation lente dans l�intérieur �Y de Y par le système

5
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moyennisé
�
y = �G(y) :=

1

T (y)

Z T (y)

0

G0(x
�(� ; y); y) d� : (2.1)

Supposons ce qui suit :
P4 : L�équation lente (2.1) possède la propriété d�unicité des solutions pour

toute condition initiale préalablement �xée.
P5 : �0 est dans �Y et �0 est dans le bassin d�attraction de ��0 .
Nous nous référons à l�équation de la couche limite comme étant l�équation

(1.4) et au problème réduit comme étant

�
y = �G(y); y(0) = �0: (2.2)

Nous avons alors le résultat suivant :

Theorem 1 [7] Supposons véri�ées les hypothèses P1 à P5. Soit ~x(�) la solu-
tion de l�équation de la couche limite (1.4). Soit �y(t) la solution du problème
réduit (2.2) et L un nombre réel dans son intervalle positif de dé�nition. Alors,
pour tout � > 0, il existe "� > 0 tel que, pour tout 0 < " < "�, toute solu-
tion (x(t; "); y(t; ")) du problème (1.1) est dé�nie au moins sur [0; L] et il existe
! > 0 tel que

"! < �;
jjx("� ; ")� ~x(�)jj < � pour 0 � � � !;
jjy(t; ")� �y(t)jj < � pour 0 � t � L;
dis(x(t; ");��y(t)) < � pour "! � t � L:

(2.3)

La distance mentionnée est la distance usuelle dans Rn dé�nie pour chaque
t par inf


2�y(t)
jjx(t; ")� 
jj.

Les approximations du théorème 1 peuvent être obtenues également pour
tout t � 0 en supposant qu�il existe dans �Y un point d�équilibre y1 de l�équation
lente moyennisée (2.1) qui soit asymptotiquement stable.
P6 : L�équation lente (2.1) admet un point d�équilibre y1 dans �Y qui est

asymptotiquement stable et �0 est dans son bassin d�attraction.

Theorem 2 [7] Supposons véri�ées les hypothèses P1 à P6. Soit ~x(�) la solu-
tion de l�équation de la couche limite (1.4) et �y(t) la solution du problème réduit
(2.2). Alors, pour tout � > 0, il existe "� > 0 tel que, pour tout 0 < " < "�,
toute solution (x(t; "); y(t; ")) du problème (1.1) est dé�nie pour tout t � 0 et il
existe ! > 0 tel que

"! < �;
jjx("� ; ")� ~x(�)jj < � pour 0 � � � !;
jjy(t; ")� �y(t)jj < � pour t � 0;
dis(x(t; ");��y(t)) < � pour t � "!:
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En cas d�unicité de la solution (x(t; "); y(t; ")) de (1.1), le théorème 1 dit que
les limites suivantes sont véri�ées :

lim
"!0

dis(x(t; ");��y(t)) = 0; t 2]0; L];
lim
"!0

y(t; ") = �y(t); t 2 [0; L]:

La première limite n�est pas véri�ée pour t = 0 où s�observe une couche limite
pour la composante x. Si l�hypothèse P6 est véri�ée, le théorème 2 dit quant à
lui que

lim
"!0

dis(x(t; ");��y(t)) = 0; pour tout t > 0;

lim
"!0

y(t; ") = �y(t); pour tout t � 0: (2.4)

2.1 Idée de la preuve du théorème1

D�abord on montre qu�une solution (x("� ; "); y("� ; ") de (1.1) reste proche de
la solution (~x(�); �0) de l�équation de la couche limite (1.4) en vertu de la dépen-
dance continue par rapport aux paramètres et aux conditions initiales. On uti-
lise un lemme de permanence, un outil de l�Analyse Non Standard (ANS) [1, 5]
qui permet d�a¢ rmer que cette approximation demeure vraie jusqu�à un temps
� = ! "in�niment grand" correspondant tout de même à un temps t0 = "! "in-
�nitésimal". La trajectoire atteint donc très vite la surface S engendrée par les
cycles limites et ne s�en éloigne plus. Elle s�enroule rapidement autour tout en
présentant une dérive lente de y décrite par la moyenne sur les cycles. On établit
qu�une trajectoire qui arrive in�niment près de S à un temps �t reste près du
cycle ��y(�t) le long duquel elle oscille rapidement avec une période approximative
de "T (�y(t)), �y(t) étant la solution du problème réduit (2.2).
Pour approcher cette moyenne, on utilise un autre outil puissant de la théorie

non standard des perturbations : la méthode de stroboscopie. C�est une méthode
proposée by J. L. Callot et G. Reeb et améliorée par R. Lutz T. Sari (voir
par exemple [9]). Il est demandé au lecteur non habitué au langage de l�ANS
d�admettre dans ce qui suit le sens intuitif du symbole �'" i.e. "in�niment
proche de". Le principe de la méthode stroboscopique est le suivant : soit �(t)
une fonction. Supposons que nous savons dé�nir une suite (tn; �n = �(tn)) telle
que tn+1 ' tn, �(t) ' �n dans [tn; tn+1] et

�n+1 � �n
tn+1 � tn

' H(tn; �n);

où H est une fonction continue. On peut alors conclure que la fonction �(t) est

in�niment proche d�une solution de l�équation di¤érentielle
d�

dt
= H(t; �). Les

tn sont appelés des instants d�observation successifs.
Appliquons cette approche à notre problème1 . Supposons que la trajectoire

considéré est arrivée in�niment près de S. Soit tn un instant d�observation. Soit
1D�aucuns pourraient reprocher l�heuristicité de la présente démonstration, mais la preuve

détaillée et rigoureuse [7] nous obligerait à nous livrer aux subtilités de l�ANS, et ce n�est pas
notre intention dans ce cours.
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xn = x(tn) et yn = y(tn) tel que xn 2 �yn . Le changement de variables

� =
t� tn
"

; U(�) =
y(tn + "�)� yn

"
; (2.5)

transforme le problème
" _x = F (x; y; ");
_y = G(x; y; ");

de condition initiale (xn; yn) en

x0 = F (x; yn + "U);
U 0 = G(x; yn + "U);

de condition initiale (xn; 0). La solution du dernier système est notée (x(�); U(�)).
Ce problème est une perturbation régulière de

x0 = F0(x; yn);
U 0 = G0(x; yn);

(2.6)

de condition initiale (xn; 0). D�après le théorème de dépendance continue des
solutions par rapport aux paramètres, on a

x(�) ' x0(�);
U(�) ' U0(�);

pour tout t 2 [0;�]; (2.7)

où (x0(�); U0(�)) est la solution de (2.6) de condition initiale (xn; 0) avec �
dans son intervalle positif de dé�nition. La première équation de (2.6) n�est
rien d�autre que l�équation rapide (1.5) de condition initiale xn et de paramètre
y = yn. Il existe �n 2 [0; T (yn)] tel que x�(�n; yn) = xn. D�où

x0(�) = x
�(� + �n; yn); U0(�) =

Z �

0

G0(x
�(s+ �n; yn); yn)ds:

En utilisant (2.6) et (2.7) et la périodicité de x�, nous avons

U(T (yn)) '
Z T (yn)

0

G0(x
�(s; yn); yn)ds: (2.8)

Considérons à présent l�instant successif d�observation tn+1 := tn+"T (yn). Soit
xn+1 = x(tn+1) et yn+1 = y(tn+1). D�après (2.5) et (2.8), nous avons

yn+1 � yn
tn+1 � tn

=
U(T (yn))

T (yn)
' �G(yn):

D�après la méthode de stroboscopie, y(t; ") ' �y(t) pour tout 0 � t � L.
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Fig. 2.1 �Une solution de (2.9) avec " = 0:01, �1= 2, �2= 2, �= �1 dans l�espace
de phase (x1; x2; y). La trajctoire continue à s�enrouler autour de la surface engendrée
par les cycles �y; même quand ces derniers sont instables, jusqu�à y = +1.
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Fig. 2.2 � Comparaison de la composante y(t; ") de la solution de (2.9) et de la
solution �y(t) de l�équation moyennisée (2.12) correspondant aux données de Fig:2.1.
L�approximation de y(t; ") par �y(t) est valable jusqu�à t = 4.

2.2 Exemples

Exemple 1 [7]
L�exemple suivant illustrera le résultat du théorème 1 mais aussi un phéno-

mène de retard à la bifurcation. Considérons le système lent-rapide tridimen-
sionnel

" _x1 = x2 � yx1(1� x21 � x22)3;
" _x2 = �x1 � yx2(1� x21 � x22)3;
_y = x21;

(2.9)

d�équation rapide
x01 = x2 � yx1(1� x21 � x22)3;
x02 = �x1 � yx2(1� x21 � x22)3;

(2.10)

où y est un paramètre. En coordonnées polaires (x1 = r cos �; x2 = r sin �),
l�équation (2.10) s�écrit

r0 = �ry(1� r2)3;
�0 = �1: (2.11)

De (2.11) nous voyons que l�équation rapide (2.10) possède un cycle unique
non trivial �y pour toute valeur non nulle de y, qui n�est autre que le cercle
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de centre (0; 0) et de rayon 1. Soit x�(� ; y) = (cos � ;� sin �) une solution 2�-
periodique d�orbite �y. Ces cycles sont asymptotiquement stables pour tout
y < 0 et instables pour y > 0. Si y = 0, l�origine de (2.10) est un centre.
Le théorème de Pontryagin-Rodygin [6] ne s�applique pas car les cycles �y ne
sont pas exponentiellement stables. Notons aussi que pour tout y < 0, le bassin
d�attraction de �y est le plan (x1; x2) tout entier privé de l�origine, si bien que
la stabilité est uniforme sur tout intervalle Y de ]�1; 0[. Soit (S) le problème
de Cauchy consistant en le système (2.9) avec la condition initiale (�1; �2; �)
telle que � < 0. Le problème réduit est dé�ni par

_y =
1

2�

Z 2�

0

cos2 �d� =
1

2
; y(0) = �: (2.12)

Sa solution est �y(t) = �+t=2. D�après le théorème 1, la solution de (2.9) satisfait
lim
"!0

y(t; ") = �y(t) tant que 0 � t � L < �2�. De plus, (x1(t; "); x2(t; ")) reste
près du cycle ��y(t), en oscillant rapidement autour, avec une période approxi-
mative de 2�", c�est-à-dire que r(t) est approchée par la solution de l�équation
moyennisée

" _r = �r�y(t)(1� r2)3; r(0) =
q
�21 + �2

2: (2.13)

La solution de (2.13) est notée par �r(t). On véri�e que �r(�4� � t) = �r(t). En
particulier, pour t = 0, �r(�4�) = �r(0). Puisque �y(�4�) = ��, si une trajectoire
du système moyennisée s�approche des cycles de rayon 1 pour une valeur � < 0,
elle demeure alors proche des cycles tant que � < �y(t) < ��. Rappelons que,
pour 0 < �y(t) < ��, les cycles sont instables : il y a retard à la bifurcation pour le
système moyennisé. La relation entrée-sortie près des cycles est dé�nie par � 7!
��. Les �gures 2.1 et 2.2 sont des simulations numériques (MATLAB) montrant
que la solution y(t; ") est approchée par la solution moyennisée �y(t) même au-
delà du temps t = �2� où les cycles deviennent instables. Cette approximation a
lieu asymptotiquement jusqu�au temps de sortie t = �4� du système moyennisé.
L�enroulement de la trajectoire de (x1(t; "), x2(t; "), y(t; ")) autour des cycles
�y se poursuit pour des valeurs strictement positives de y, bien que les cycles
soient devenus instables.

Exemple 2
Considérons le système (�) suivant

" _x1 = �x2 + x1
�p

x21 + x
2
2 � 1 + "

��p
x21 + x

2
2 � 1� "

�
(1� x21 � x22);

" _x2 = x1 + x2

�p
x21 + x

2
2 � 1 + "

��p
x21 + x

2
2 � 1� "

�
(1� x21 � x22);

_y = �y3x21;

qui se transforme en coordonnées cylindriques (x1 = r cos �; x2 = r sin �; y) en

" _r = r(r � 1 + ")(r � 1� ")(1� r2);

" _� = 1;
_y = �r2y3 cos2 �:
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Fig. 2.3 �Comparaison de la composante y(t; ") de la solution de (�) de condition
initiale (1; 1; 0:5) et de la solution �y(t) de l�équation moyennisée (2.15) avec " = 0:05.
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L�équation rapide
r0 = r(r � 1)2(1� r2);
�0 = 1;

(2.14)

admet un cycle limite stable �y correspondant à r = 1 (cercle de centre l�origine
et de rayon 1). Son bassin d�attraction est uniforme par rapport à y, puisque
c�est tout le plan (x1; x2) excepté l�origine. Ce cycle correspond par exemple à la
solution 2�-périodique x�(� ; y) = (cos � ; sin �). D�après le théorème 1, l�équation
régissant le mouvement lent est donnée par

_y = � 1

2�

Z 2�

0

y3 cos2 �d� = �y
3

2
: (2.15)

Cette équation admet l�origine comme équilibre asymptotiquement stable. Si
l�on choisit une condition initiale (�1; �2; �) de (�) telle que (�1; �2) 6= (0; 0),

la solution �y(t) de (2.15) de condition initiale � est �y(t) = �
q
�2=(t� + 1). Le

théorème 2 permet d�a¢ rmer que

lim
"!0

dis(x(t; ");��y(t)) = 0; t > 0;

lim
"!0

y(t; ") = �y(t); t � 0:

On donne un exemple de simulation sur la �gure.2.3.
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3.1 Quelques exemples

Il est connu que la stabilité asymptotique n�est pas robuste sous l�e¤et de
petites perturbations. La stabilité asymptotique, disons de l�origine d�un pro-
blème perturbé régulièrement, n�est pas assurée par la stabilité asymptotique
de l�origine du problème réduit. Qu�en est-il des systèmes lents-rapides ? Suppo-
sons que l�origine d�un problème singulièrement perturbé et du problème réduit
est un point d�équilibre. Il a été établi, sous des conditions de stabilité expo-
nentielle tant de l�origine de l�équation rapide que de celle de l�équation lente,
que l�origine de tout le problème est exponentiellement stable (voir par exemple
[2] théorème 9.3, page 380). Pour un champ di¤érentiable, lorsque le problème
réduit possède par exemple un cycle limite �, la question de savoir si le pro-
blème singulièrement perturbé admet ou non une orbite périodique �" près de �
pour de petites valeurs de " a été traitée par des auteurs comme K. Friedrichs,
W. Wasow, N. D. V. Anosov, N. Fenichel et plus récemment par F. Verhulst
[12]. Il a été établi que l�orbite � de période P peut être �prolongée�(continued)
à une famille �" d�orbites fermées si (i) �, comme orbite du problème réduit,
a 1 comme multiplicateur simple de Floquet, (ii) pour tout y 2 �, le point
d�équilibre x = �(y) de l�équation de la couche limite est hyperbolique. Ce genre
de résultats exige des conditions fortes qui assurent jusqu�à l�unicité de �" pour
" assez petit avec une période tendant vers P quand " ! 0 et la propriété de
phase asymptotique. Examinons d�abord les exemples suivants :
Exemple 3 Le système lent-rapide planaire

" _x = �x+ y;
_y = �y2x+ "y;

14
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où " est un petit paramètre positif a pour équation rapide

x0 = �x+ y:

La variété lente est dé�nie par la bissectrice x = �(y) := y. Elle est formée
d�équilibres (globalement) asymptotiquement stables de l�équation rapide pour
toute valeur de y. En substituant, dans la deuxième équation du système, �(y)
à x et 0 à ", on obtient l�équation lente

_y = �y3:

L�origine y = 0 de l�équation lente est (globalement) asymptotiquement stable.
On peut appliquer au problème le théorème de Tikhonov pour les temps in�nis
pour toute condition initiale (x0; y0). On a alors, d�après (1.7),

8t � 0; lim
"!0

y(t; ") = �y(t);

8t > 0; lim
"!0

x(t; ") = �(�y(t));

où (x(t; "); y(t; ")) est la solution du système tout entier de condition initiale
(x0; y0) et �y(t) est la solution de l�équation réduite. A présent, sachant que �y(t)
tend vers 0 lorsque t tend vers l�in�ni, on obtient la limite suivante pour la
solution du problème d�origine

lim
"!0; t!+1

(x(t; "); y(t; ")) = (0; 0):

Cette limite ne signi�e pas que l�origine du système, qui est ici un
point d�équilibre, est asymptotiquement stable, ni même attractive.
On véri�e par linéarisation que c�est un point-selle pour toute valeur
de ".

Exemple 4 Le système lent-rapide suivant

" _x = �x3 + "x;
_y = �y + x2;

est donné uniquement pour exhiber un exemple où, contrairement au précédent,
l�origine de l�équation rapide x0 = �x3 est asymptotiquement stable mais pas
exponentiellement et celle de l�équation lente _y = �y est exponentiellement
stable. On peut alors a¢ rmer que toute solution du problème perturbé tend
vers (0; 0) quand " ! 0 et t ! +1. Pourtant, l�origine (0; 0) est un point-
selle pour toute valeur de " > 0.

Exemple 5 Les équations rapide et lente du système

" _x = �x+ ";
_y = �y + "x;

sont données respectivement par x0 = �x et _y = �y dont les origines sont
exponentiellement stables. Toute solution du problème singulièrement perturbé
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tend vers (0; 0) quand " ! 0 et t ! +1. Cependant, l�origine n�est même
pas un point d�équilibre du problème.

Exemple 6 Reconsidérons le système (�) de l�exemple 2 (page 11)

" _x1 = �x2 + x1
�p

x21 + x
2
2 � 1 + "

��p
x21 + x

2
2 � 1� "

�
(1� x21 � x22);

" _x2 = x1 + x2

�p
x21 + x

2
2 � 1 + "

��p
x21 + x

2
2 � 1� "

�
(1� x21 � x22);

_y = �y3x21;

transformé en coordonnées cylindriques en

" _r = r(r � 1 + ")(r � 1� ")(1� r2);

" _� = 1;
_y = �r2y3 cos2 �:

Son équation rapide
r0 = r(r � 1)2(1� r2);
�0 = 1;

(3.1)

admet le cercle unité �y comme unique cycle limite stable. L�équation lente était
dé�nie par

_y = � 1

2�

Z 2�

0

y3 cos2 �d� = �y
3

2
: (3.2)

L�origine y = 0 est un équilibre asymptotiquement stable de (3.2) mais sa
stabilité n�est pas exponentielle. On peut a¢ rmer grâce au théorème 2 (voir
les limites (2.4)) que pour toute condition initiale (�1; �2; �) de (�) telle que
(�1; �2) 6= (0; 0), on a

8t � 0; lim
"!0

y(t; ") = �y(t); 8t > 0; lim
"!0

dis((x1(t; "); x2(t; "));��y(t)) = 0,

où (x1(t; "); x2(t; "); y(t; ")) est la solution du système (�) de condition initiale
(�1; �2; �) et �y(t) est la solution de (3.2) de condition initiale �. En�n, puisque
�y(t) tend vers 0 quand t tend vers l�in�ni, on obtient

lim
"!0; t!+1

dis((x1(t; "); x2(t; "); y(t));�0 � f0g) = 0:

Cette limite ne dit pas que la courbe fermée �0 � f0g dans l�espace de phases
R3 est un ensemble asymptotiquement stable. D�ailleurs, pour toute valeur de
" > 0, le cylindre formé par les cycles �y est �répulsif�pour le système
(�), étant compris entre deux cylindres �attractifs�correspondant à r = 1�" et
r = 1+". Autrement dit, la dynamique rapide �exacte�du problème, c�est-à-dire
le système

r0 = r(r � 1 + ")(r � 1� ")(1� r2);
�0 = 1;

qui est une déformation à un paramètre de (3.1), admet pour tout y et pour
tout " > 0 deux cycles limites r = 1� " et r = 1 + " stables entourant le cycle
limite r = 1 instable (voir Fig.3.1).
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.
Simulation de l�exemple 6 avec " = 0:1:

Dans les applications, il est raisonnable d�imposer la condition de stabilité de
type exponentiel, ou de type exponentiel uniforme en place de la simple stabi-
lité asymptotique (on dira que la stabilité asymptotique est critique lorsqu�elle
n�est pas exponentielle). Les exemples qui précèdent montrent justement que
la stabilité asymptotique n�est pas robuste. Signalons en�n que la stabilité ex-
ponentielle des origines des équations lente et rapide n�est pas une condition
nécessaire pour la stabilité asymptotique de l�origine, quand c�est un équilibre,
du système complet ([2], exemple 9.9).

3.2 Stabilité pratique

Les limites des exemples précédents, bien que n�impliquant pas une stabilité
asymptotique, apportent une information d�un intérêt pratique. Elles traduisent
une sorte de stabilité �apparente�des équilibres où des cycles des systèmes en
question pour de très petites valeurs du paramètre ". Examinons le cas d�un
système di¤érentiel dépendant du paramètre positif "

_x = f(x; "); (3.3)

où f : Rn � R�+ ! Rn est une fonction continue. Notons par x(t; x0; ") les so-
lutions telles que x(0; x0; ") = x0. Nous ne supposerons pas que la limite de f
est dé�nie lorsque " tend vers 0. Le système (3.3) peut donc être singulièrement
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perturbé. Les deux dé�nitions suivantes sont extraites du cours donné par C.
Lobry et T. Sari lors de l�école CIMPA 2003 de Tlemcen, Contrôle Non Linéaire
et Applications ([8], 151-177) (voir aussi des mêmes auteurs le rapport de re-
cherche [4]). La terminologie est néanmoins empruntée à A. R. Teel et L. Praly
dans [10]. Ces derniers en font usage dans la théorie de la commande en termes
de stabilisation pratique des systèmes.

De�nition 1 On dit que l�origine est semiglobalement pratiquement asympto-
tiquement stable (SGPAS) pour le système (3.3) quand " ! 0 si, pour tout
R > 0 et tout r > 0, il existe "0 > 0 et T > 0 tels que pour tout " 2]0; "0], tout
t � T et tout x0 tel que jjx0jj � R, toute solution x(t; x0; ") de (3.3) satisfait
jjx(t; x0; ")jj � r.

La dé�nition dit que toute solution véri�e limx(t; x0; ") = 0 quand t! +1
et " ! 0 et que la convergence est uniforme par rapport à x0 dans la boule de
Rn de rayon R et de centre 0 (i.e. limt!+1;"!0 Supjjx0jj�Rjjx(t; x0; ")jj = 0). En
d�autres termes, si BR et Br sont les boules de Rn de centre l�origine et de rayons
respectifs R et r, toute trajectoire partant d�une boule arbitrairement grande
BR atteint une boule arbitrairement petite Br en un temps �ni assez grand et
pour " assez petit. Ceci n�est pas une attractivité uniforme1 par rapport aux
conditions initiales à cause de la présence du paramètre ".

Exercices (équations scalaires régulièrement perturbées) : Ces exemples,
vus presque tous dans [4], montrent que la propriété de stabilité asymptotique
semiglobale pratique quand "! 0 signi�e en quelque sorte que l�origine �semble�
globalement asymptotiquement stable quand "! 0.
1. Montrer que c�est le caractère de globalité de la stabilité asymptotique

de l�origine qui est �apparent� quand " ! 0 pour l�équation _x = x("x � 1)
(examiner le bassin d�attraction).
2. Montrer que c�est le statut de point d�équilibre qui est apparent pour

l�origine de l�équation _x = "� x quand "! 0.
3. Montrer que l�origine de _x = x2(" � x) est SGPAS quand " ! 0. Est-

elle asymptotiquement stable ?(attractivité, globalité de l�attractivté et stabilité
apparentes quand "! 0).
4. Peut-on dire que pour l�équation _x = �x+"=x l�origine est SGPAS quand

"! 0 ? (pourtant...).

L�attractivité uniforme par rapport aux données initiales peut ne pas être
globale. Le nombre réel R n�est plus arbitraire et nous avons la dé�nition sui-
vante :

De�nition 2 On dit que l�origine est pratiquement asymptotiquement stable
(PAS) pour le système (3.3) quand "! 0 s�il existe R > 0 tel que pour tout r >
0, il existe "0 > 0 et T > 0 tels que pour tout " 2]0; "0], pour tout t � T et tout
x0 tel que jjx0jj � R, toute solution x(t; x0; ") de (3.3) satisfait jjx(t; x0; ")jj � r.

1L�attractivité uniforme de l�origine d�un système par rapport aux conditions initiales im-
plique sa stabilité asymptotique. De plus, la stabilité asymptotique globale est équivalente
à l�uniformité de l�attractivité pour toute condition initiale dans une boule arbitrairement
grande centrée à l�origine.



CHAPITRE 3. TIKHONOV, PONTRYAGIN-RODYGIN ET LA STABILITÉ19

Reconsidérons le problème perturbé (1.1). Les résultats du théorème de Ti-
khonov sur un intervalle de temps non majoré (voir les limites (1.7)) s�inter-
prètent en terme de stabilité pratique comme suit :

Theorem 3 Sous les hypothèses du théorème de Tikhonov pour les temps in�-
nis, le point (�(y1); y1) de la variété lente est PAS pour le système (1.1) quand
"! 0.

De même, le théorème 2 induit le résultat de stabilité asymptotique pratique
suivant :

Theorem 4 Sous les hypothèses du théorème 2, le sous-ensemble (courbe fer-
mée) �y1 � fy1g de 
 est PAS pour le système (1.1) quand "! 0.

Exercices :
1: Déduire des exemples 3 à 6 des résultats de stabilité pratique.
2:Montrer à l�aide de la théorie de Tikhonov que l�équation lente du système

suivant , écrit en coodonnées cylindriques,

" _x = �x+ r cos �;
_r = r(r � 1 + ")(r � 1� ")(1� r2);
_� = 1;

(3.4)

admet un cycle limite stable �. Pouvez-vous établir que le sous-ensemble �(�)��
de R3 est SGPAS quand "! 0 (x = �(y1; y2) est la variété lente du problème).
En examinant l�équation lente "exacte" (i.e. les deux dernières équations de
(3.4) sans négliger "), qu�en est-il vraiment pour l�objet � ?
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