Méthodes de résolution des
problemes elliptiques

N.Daoudi-Merzagui

Part 1

Le lemme de déformation, le
théoréme du min-max et le
théoréme du col.

1 Lemme de déformation

Lemma 1 Soit X un espace de Banach et J : X — R une fonctionnelle de
classe Crvérifiant la condition de Palais- Smale. Soit ¢ € R,une valeur réguliére

de J. Alors il existe g > 0, tel que pour tout 0 < € < gq,il existe n : X — X,

un homéomorhisme satisfaisant:

HhVYue{J<c—eo}U{J>c+eo},n(u)=u

i) n({J <cH+eo}) C{J <c—eo}

ot {J < ¢ —gg}note lensemble {v € X, J(v) < c—ep}et{J > ¢+ ep}note ’ensemble
{veX,J(v) > c+eo}.

Proof.

la démonstration est présentée dans le cas particulier o X est un espace de
Hilbert, ce qui permettra d’identifier X et X’ par l'intermediaire du produit
scalaire et on confond donc differentielle et gradient.Et, J est supposée de classe
C2.Pour la démonstration sous les conditions énoncées , la notion de pseudo
gradient est & considérer, voir Kavian.

Soit ¢ une valeur réguliére de J.

Etape 1 montrons qu’il existe g > 0 et § > 0 tq |[|[DJ(u)|y > ¢ pour tout
u € {c—eg < J < c+ep}.Pour cela, on raisonne par absurde: Supposons le
contraire

Veo > 0,¥6 > 0,3u € {c—e9 < J < c+eottq||DJI(u)|x <6

N - 1 1 1
En particulier en considérant eg = § = -, Ju, € {c— ~<J<c+ ;} tq

|IDJ(un)llxy < £ — 0. Comme J satisfait la condition de Palais -Smale,
n—oo
la suite (uy,),~;admet une sous suite convergente vers un certain u*, alors par

continuité de J on a,

Jw)=J ( lim un> = lim J(uy,) =c

n—oo n—oo



et lim ||DJ(uy)||x = 0 implique lim DJ(u,) = 0 et par continuité de DJ on
n—00 n—00
obtient DJ(u*) = 0 c.a.d ¢ est une valeur critique de J Ce qui contredit ¢ valeur

réguliére de J.
Etape 2 Prenons maintenant 0 < € < ¢, alors les ensembles

A {c—e<J<c+e}
B = {J<c—¢g}U{J>c+eo}

sont fermés et disjoints et la fonction

B d(u, B)
7 ()= d(u,A) +d(u,B)

est telle que 0 <y (u) <lety(u)=0siu€ Bety(u)=1siue Adeplus la
fonction «y est localement lipschitzienne sur X. En effet, soit u € X,

1. si uw € X\ A,alors puisque A est fermé, il existe r > 0, tq la boule B (u, 2r) C
X\ A ce qui entraine que pour tout v € B (u,r),

d(v,A)+d(v,B) >r

2.8iu € Aalorsu € X\ B et le meme raisonnement s’applique. Par suite, pour
tout v,w € B (u,r), on a

|d (v, B) —d(w,B)| | d(w, B) d(w, B)

(v,
d(v,A)+d(v,B) d(v,A)—I—d(v,B)7d(w,A)+d(w,B)
d

|d(v, B) = d(w, B) + : S(up)d(wyB) (ld (v, B) = d(w, B)| +[d (v, A) — d (w, A)[]

|7 (v) =y (w)] <
<

1
1 2(d(u,B)+r)

S + 2 ||’U7w||X

r

car v — d(v, B) est 1 lipschitzienne.
Etape 3 Considérons maintenant 'application ® : X — X définie par

DJ (u)
max (|[DJ (u)]|x ,0)

@ (u) = — (u)

® est localement lipschitzienne ( car DJ est C!) et

| (u)]ly < 1, pour toutu

®(u) = 0, pourtoutu€ec B
DJ (u)
P = ——— tout A
(u) D7 Wl pour tout u €

Par application du théoréme de Cauchy-Lipschitz,au probléme de Cauchy suiv-

ant
dz z
{4529 g



(1) admet pour tout u € X, une solution unique ¢ — z(t) définie sur un
intervalle]t min, tmaz[. Comme le second membre est borné, on a en fait ¢, =
—0o0 et tygr = +00.

Posons 7, (u) = z(t). Le théoréme de dépendance continue de la solution d’une
EDO par rapport a la donnée initiale montre que 7, est localement lipschitzi-
enne pour tout t. De plus,toujours par Cauchy-Lipschitz, on a la propriété de
semi-groupe 7;(n,(u)) = 1,4 ,(u).Il en découle que 7, est inversible et que son
inverse est n_; , qui est aussi localement lipschitzienne. On a ainsi montré que
71, est un homéomorphisme de X sur X pour tout t.

Remarquons que puisque ®(u) = 0 pour u € B, on a alors n,(u) = u pour tout
t.

Pour conclure , on va choisir une valeur de t appropriée.

Tout d’abord, on a

w = (DJ(n,(w)), d";g“)> = (DJ (1, (u), ® (17, (u)))
| DI (ny(w)]?

<0

= W (DI, w0 =

Alors, J est décroissante le long des trajectoires 7, (u).

En particulier, si u € {J <c—¢,} on a J(n,(u)) < ¢ — € pour tout ¢ > 0.0r
I’ensemble qui nous intéresse peut s’écrire

{J <c+e}={J <c—e¢, JUA. Tl suffit donc de s’intéresser a I'ensemble 7, (A).
Soit donc u € A. Comme la fonction ¢ — J(n,(u)) est continue décroissante,
il existe un premier instant ¢y > 0 (dépendant de u) tel que J(n, (u) = c —¢
(avec tg = 400 si on n’atteint jamais cette valeur). Done, pour tout t tel que
0<t<tp,onan(u) €A dou

dJ(n,(u))

) — DI ()l < =9

Par conséquent, en intégrant cette inégalité, il vient
T (1) — T (u) < 6ty

d’ou
2¢e

: (o) —(e—e) ==

to < 5 (J(uw) = J(ny, (w)) <

| =

En d’autres termes, on a montré que pour t = %,
n(A) c{J <c—¢}

ce qui achéve la démonstration. m
Remarque

1. Dans le cas ou X n’est pas un espace de Hilbert, on ne peut pas identifier
X’et X et la démonstration, qui a besoin d’un champ de vecteurs dans X
comme second membre de 'EDO ne fonctionne pas telle quelle. Méme



si X est un espace de Hilbert, mais J est seulement de classe C', alors
ce second membre n’est pas localement lipschitzien, et on ne peut donc
pas appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Dans ces deux cas, on
remplace dans la démonstration ci-dessus (définition de la fonction @) le
gradient de J par un pseudo-gradient et pour plus de détails se référer a
Kavian pages 164-167.

2. Lelemme de déformation permet donc d’avoir une caractérisation topologique
des valeurs réguliéres exprimée seulement en termes des valeurs prises par
la fonctionnelle et non a 'aide de sa différentielle.

Notation 2 D2 ={n homéomorphisme de X satisfaisant i)du lemme}.

2 Le théoréme du min-max

Theorem 3 Soit A un ensemble de parties de X non vide et

c = inf supJ(u
On suppose que J vérifie la condition de Palais-Smale au niveau ¢, que ¢ € R et
qu’il existe o tel que A soil stable par DE° pour tout €9 vérifiant 0 < g9 < a,(
c’est-a-dire que si A € A, alors n(A) € A pour tout n € D).
Alors ¢ est une valeur critique de J.

Proof.

On raisonne par I’absurde. Supposons que ¢ soit une valeur réguliére. On
suppose que le parameétre €9 du lemme de déformation, est tel que g9 < « et
soit € une valeur associée du lemme de déformation.

Utilisant la caractérisation de la borne inférieure,on a

JA € AjsupJ(u) <c+e
ucA

alors, A C{J < ¢+ ¢} et le lemme de déformation,implique
e D, n{J<c+e})c{J<c—¢}
ce qui entraine n(A) C {J < ¢ — ¢}, et par suite

sup J(u) <c—e
uen(A)
Or, par hypothese, n(A) € A,ce qui contredit la définition de ¢ borne inférieure.
[ ]

Remark 4 1) Si J vérifie la condition de Palais-Smale, -J aussi. On a donc
un résultat analogue pour
d = sup inf J
i)
2) Si A ={{u},u € X}, alors on retrouve le fait qu’une fonctionnelle qui vérifie
la condition de Palais-Smale et qui est minorée atteint sa borne inférieure.



3 Théoréme du col

Theorem 5 Si J € CY(X;R) vérifie la condition de Palais-Smale et est telle
que

i) J(0) =0,

i) 3R >0 et a >0 tels que si ||u| y = R alors J(u) > a,

iti) Jv € X, ||v]|x > R, tel que J(v) < a.

Alors J admet une valeur critique ¢ > a.

Proof.
On applique le principe du min-max avec

A = {y([0,1]); v € C([0,1]; X),7(0) = 0,7(1) = v}

et,

1
o= §min {a,a — J(v),e0} >0

Soit v un chemin continu reliant 0 & v et A = ([0, 1]) I’élément de A qui lui
est associé. Comme la fonction ¢ — ||y(t)||x est continue de [0, 1] dans R, par
le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe s € [0,1] tel que|y(s)||y = R.
Parconséquent, supJ(u) > a, ce qui implique que

A

= inf supJ(u) >
o= ksl ze

D’autre part,c < +oocar I'image d’un chemin est compacte dans X.
Maintenant, soit 7 un homéomorphisme de DZ. Par construction, on a

JO)=0<a—a<c—a«a

et
Jw)=a+Jw)—a<a—-a<c—aq,

donc on a n(0) = 0 et n(v) = v par définition de DY. Par conséquent,

noy(0) =0 et noy(l) =v
ce qui équivaut a dire que n(A) € A . =

Remark 6 1) Ce théoréme s’appelle théoréme du col en relation avec une in-
terprétation géographique des conditions i) a i) dans le cas ot X = R? et
J(u) représentant Ualtitude d’un point u. Les conditions i) et ii) signifient que
lorigine est placée dans une cuvette entourée de montagnes d’altitude au moins
a. La condition 4ii) signifie qu’au dela de ces montagnes existe un point v situé
moins haut que les montagnes. Par conséquent, on peut joindre contindment
0 a v en passant par un col de montagne et la construction du minmaz nous
dit comment faire : il suffit de regarder U'altitude mazximale atteinte sur chaque
chemin et de choisir un chemin qui minimise cette altitude mazximale.



4 Exemple d’application

Soient, © un ouvert borné de RY, N > 3, A; > 0 la premiére valeur propre de
I'opérateur Laplacien —A dans H{ (Q) et une fonction g € CO°(R;R) et G sa
primitive s’annulant en 0 telle que

i) 9(0) =0,
ii) limsup@ <M
s—0

iii) il existe # > 2 R > 0,tels que 0 < 0G(s) < sg(s) pour |s| > R,

iv) 480 — 0 quand s— +oo

sN—2

Considérons le probléme de Dirrichlet

—Au=g(u) sur Q @)
u=0 sur OS2

La condition ¢) implique que (2) admet la solution triviale u = 0.

Montrons que (2) admet une autre solution.

L’approche utilisée est variationnelle: trouver les solutions du probléme (2) est
ramenée & trouver les points critiques de la fonctionnelle

J(u) = %/Wu\zdz - /G(u)dx

Q Q

qui est bien définie et de classe C! sur H}(Q2) et dont la différentielle est donnée
par
DJ(u) = —Au — g(u), (au sens de H (1))

Nous montrons que le théoréme du col s’applique ce qui assure ’existence d’'une
valeur critique c. Et si ¢ est strictement positive, il existe alors au moins un
point critique correspondant et il n’est pas nul puisque J(0) =0 < c.

Pour pouvoir appliquer le théoréme du col nous procédons par étapes en mon-
trant des résultats auxiliaires

Résultatl:
Ihypothése iv) sur g implique:



Si une suite de fonctions mesurables (u,)qui tend presque partout vers u est

2N
telle que /|un\N+2 < C . Alors,
Q

glun) = g(u).
LTN+2(Q)

Démonstration .

Par le théoréme d’Egorov, pour tout £ > 0, il existe un ensemble mesurable €2,
C Q tel que mes(N\Qe) < € et (uy,) converge uniformément vers u sur ..
Utilisant iv) la définition de limite et la continuité de g on a

N—

g(s)| < €|s| 77 + O (¢)

On a:
/lg(“") —g(w)| ¥ da = / l9(un) — g(w)| 737 da + /\g(un) — g(u)| ¥ da
@ O\ Q. a.

Tout d’abord,sur le complémentaire de €2, , on peut écrire

[ lgtwn) — gl e < 2857 [ (19w # -+l #5) do
O\ Q. QN Qe
< 213%-15'1%/ (#2524 Ju #7)
Q0.
+mes(Q\Qg)C% (")
< ¥ /RO +eCF () (3)

(remarquez que par le lemme de Fatou,on a

/ [ im | ¥ do — / 2 < )
n—oo
O\ Q. ON Qe

Dans (3), on choisit d’abord &’ pour rendre le premier terme assez petit, puis &
pour le second terme. Une fois ¢ fixé, on a par convergence uniforme,

/|g(un) - g(u)|%dm — 0 quand n — +oo
Qe

d’otu le résultat



Résultat 2 La fonctionnelle J vérifie la condition de Palais-Smale.
Démonstration.
Soit un une suite telle que J(u,) — ¢ et DJ(u,) — 0 dans H~1(Q).
De iii) et la continuité de G on a

Vs, 0G(s) < sg(s) — Cste

et par suite,

(DJ(un),un) = (—Aup, — g(up)) undz (4)

V| do — /g(un)undw
Q

IN

Il
D O O

Vi, |? dz — Q/G(un)d:ﬂ + Cmes§)
Q

= 0J(u,) — <Z - 1> /|Vun\2 dx + Cmes) (5)
Q
De (5), et comme 6 > 2, on a

2
/\Vun|2 dx < %J(un) + CmesQY — (DJ (uy), un) (6a)
)

Des hypotheses sur (u,) ,(6a) et I'inégalité de Poincaré en déduit que (uy)
est uniformément bornée dans HE(€2), on peut alors en extraire une sous-suite
(toujours notée (uy,)) et trouver un u € H(Q) tels que u,, —u dans Hg(Q) et
Uy — u p.p. dans . Maintenant, par l'injection de Sobolev

/\un\?dx <C
Q

et, en utilisant le résultat 1,

glun) = g(u).
L N+2 (Q)

Or Pexposant conjugué de 2* n’est autre que =% et comme H}(Q) — L¥ (Q),par

8 Nt2
dualité, il vient L¥+2 (Q) — H~Y(Q).
On a obtenu que

~Au, = DJ(un) + g(u,) — g(u)dans H™(Q)

Rappelons que (—A)~! est un isomorphisme de H~1(Q) sur H}(Q) ce qui mon-
tre que
un — (=A)7'(g(u)) dans Hy(Q)



et la condition de Palais-Smale est satisfaite.
Résultat 3 La fonctionnelle J vérifie les hypothéses du théoréme du col.
Démonstration.

On a par définition de J : J(0) =0 .

De plus, comme A; est la premiére valeur propre de —A,on a

/|Vu\2dx > At [ul[ 12 (q) pour tout u € H3(Q)
Q

Par hypotheése ii), il existe p < A1 tel que g(s)/s < u au voisinage de 0.Par
ailleurs, au voisinage de U'infini, on a

N+2

lg(s)] < Cls|~==

On peut donc écrire
N+2
g(s) < ps+ Csn=s pours > 0

et N
g(s) > ps — CsN=2pours < 0

Dans les deux cas, en intégrant & partir de 0, on obtient
G(s) < gs“‘ +Csf* (7)
Si, on choisit € > 0 tel que
(1= —p=>0

alors;utilisant(7) , on peut minorer J au voisinage de 0 par

€ 2 1—e¢ B 2 5 2~
2/|Vu| dx—|—< 5 A1 2>/|u| dx C’/\u| dx
Q Q Q

€ 2 2%
9 ||u||H3(Q) -C ||u||L2*(Q)

J(u)

v

Y

Pour u au voisinage de 0 dans H}(Q) et en utilisant I'injection de Sobolev et
parce que 2* > 2,0on obtient:

J(u)

Y

€ 2 2%
B ||u||H5(Q) -C ||UHL2*(Q)

v

2
este [|ull o)

c’est-a-dire la condition ii) du théoréme du col.

Enfin, soit p; € H{ () fonction propre de -A associée a la valeur propre Aq,
est considérée normalisée dans L2(Q) et positive .

Pour tout ( >0 on a

2)2
<2 L /G(C<P1)d93
Q

J(Cpq) =



Par iv), g croit sur-linéairement a I'infini, il existe donc 8 > A1 tel que g(s) > Bs
pour s assez grand, d’ou

Vs >0, g(s) > Bs — Cste

Par conséquent,
2

Vs >0, G(s) > 6% — Cste s

Il s’ensuit que

< (M —B)

J(Cpy) < 5 — cste

Il existe donc ¢ > 0 tel que J(Cp,) < 0, c’est-a-dire la condition iii) du théoréme
du col se trouve vérifiée.

Conclusion 7 Par application du théoréme il existe une valeur critique c.Et ¢
est strictement positive,par suite il existe au moins un point critique correspon-
dant et il n'est pas nul puisque J(0) =0 < c.

Remarque Dans cet exemple, comme 6 > 2, on dit que G est & croissance
sur-quadratique a U'infini et que g est sur-linéaire. L’allure de g est comme suit

)

Figure 1: allure de g

Exercice

1. Montrer que si g vérifie les hypothéses i) a iv). Alors
a)Ve>0,3C(e) >0 telle que

N+42

Vs € R, |g(s)| < els|v=2 + C(e)

b)Vs € R,|s| > R = C|s|? < |G(s)| < C’|s]*".
c) 0 <2r =2

d) Vs €R,|s| > R = |g(s)| > C|s|? L.

10



2. Donner un exemple de fonction g.

Part 11

Principe du maximum,
applications et régularité
elliptique

5 Introduction

Le principe du maximum concerne les points de maximum ou de minimum de
solutions de certains problémes aux limites, Il y a en plus deux grands cadres,
le cadre dit « fort », (cas de solutions au sens classique), et le cadre dit « faible
» (cas de solutions variationnelles).Les principes du maximum sont utiles pour
établir des estimations & priori sur d’éventuelles solutions.

Un grand nombre de résultats de régularité, d’unicité ou d’existence de so-
lutions pour des probémes elliptiques du second ordre peuvent étre établis en
utilisant le principe du maximum.

6 Principes du maximum

La méthode du principe de Maximum est basée sur ’observation suivante: Si
une fonction de classe C? atteind son maximum sur un ouvert {2 en un point
o € Q,alors

Du (z0) =0 et D*u(z0) <0

D?u (zg) < 0 veut dire que la matrice symetrique D?*u = (#;gﬁj)est définie
négative en xg.

11



6.1 Le principe du maximum classique

Soient Q un ouvert connexe de RV, a(-) := (a;;())1<i j<nune matice N x N,
b(-) == (bi(-))1<i<n et un vecteur, et ¢ une fonction, tels que a;; € LS, (2) et
bi € L*(Q); 1 <4i,7 < N. On considére A et L deux opérateurs du second
ordre définis par :

N
= Z ai(aijﬁju) + cu, (8)
ij=1
= Zau i (u) + b-Vu + cu, (9)
3,j=1
N
= 1
> s Zb (10)
1,7=1 =1

On dit que A est un opérateur du second ordre a partie principale divergentielle.(Au = div(a (.) Vu) + cu) .
Il est & noter que dans I'opérateur L. on peut supposer sans perte de généralité
que la matrice a(.) est symétrique a;; = aj;, car d;;u = O;ju et :

N N
aij + aj;
Uzl ai;0ij ( le a;ji0ji(u) = ”2231 B 9ij(u)
Il faut noter qu’en général les deux opérateurs A et L sont de natures différentes,
et qu’en particulier les propriétés spectrales de 'opérateur A dépendent essen-
tiellement de la symétrie ou non de la matrice a(-).

Pour les solutions faibles, on considére 'opérateur différentiel sous forme
divergence,(on peut également rajouter des termes d’ordre un). Si les coefficients
de A sont réguliers, alors la forme divergence est semblable & celle de L considéré
dans le cas de solutions classiques.

Rappel

1. L’operator L(respA) est dit elliptique sur  si la matrice a(-) vérifie la
condition de coercivité (ou d’ellipticité) :

Ja(z) > 0,Y¢€ € RY;pour presque tout z €
N
> ai(@)6€; > alx) ¢

ij=1

a(x)€.€

2. L’operator L est dit strictement elliptique sur €2, si

Ja > 0,Y€ € RY;pour presque tout x € ,
N

a@)EE = Y ay(@)§g; > al?

1,j=1

12



3. L’operator L est dit uniformément elliptique sur €2,si

Joa,A > 0,Y€ € RY; pour presque tout z € €,
N
AP > a@)Ee= ) aii(@)€€; > afg)

i,7=1

Remark 8 Si a;; sont bornées sur Q,alors strictement elliptique implique uni-
formément elliptique .

Lemma 9 Soit L elliptique et ¢ < 0.Siu € C*(Q) et Lu > 0 dans Q,alors u ne
peut atteindre un mazimum positif dans Q.

Proof. Supposons qu’au contraire u atteint un maximum positif au point xo €
Q,alors

(20) <0 (11)

De plus, la matrice a () étant symmetrique, d’aprés les propriétés des matices
symétriques,a (.) est diagonalisable et il existe une matrice orthogonale Q telle
que pour Q' transposée de Q,on a

Q.a()Q"' =D = (dii);<;<n

(théoréme spectral ). Notons que dy; > o (zg) > 0.

En posant
y=Qz et U(y) =u(z), (12)
on obtient,
N
0%u U
Z aij (zo) 92,01, (z0) = aij (o Zle T ZQkJ To (ay By ) (Qzo)
i,j=1 g v

™M= 5 T Mz

dii (o) (%Zi) (Qzo)

par(12), U admet un mazimum en (Qxo), alors

i,7=1

. 0*U

ce qui implique,

Z di; (o) <82 >(Qx0) (13)

i,j=1
Et (11)et(13)entrainent Lu (z¢) < 0.Ce qui contredit "Lu > 0 dans Q.”. m

13



Theorem 10 Soient  borné et a(.) strictement elliptique avec ¢ < 0. Si
ue C?*(Q)NCQ) et Lu > 0 dans Q,alors u atteind un mazimum positif sur la
frontiére O i.e

maxu < maxu ™
Q

o0

Proof. Supposons que 2 C {:c € RN |xq| < d}, considérons pour € > 0,la
fonction
w(z) = u(z) +eexp (tr1),

alors
(Lw) (2) = (L) (2) + £ exp (t) (Pan (&) + thy (2) + ¢ (2)

On peut choisir ¢ assez grand pour que Lw > 0.Par le lemme précédant w ne
peut atteindre un maximum positif dans €2, alors

supu < supw < supw™’ < supu’ + e exp (tz)
Q Q a0 a0

ot ut = max(u,0).Et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient le résultat. m

Remark 11 1.5i Lu < 0 dans €, alors en appliquant le théoréme précedant a
(—u) en prenant en considération (—u)" =u~, on obtient

minu > —maxu
Q o0

2. Si Lu =0 dans Q alors

max |u| = max |u|
Q o

Corollary 12 Soit L strictement elliptique avec ¢ < 0.5i u € C2(Q) N C(Q) et
Lu > 0 dans Q,alors u ne peut atteindre un maximum strictement positif dans

Q.

Theorem 13 (Principe du Maz. Fort) Soient ) connexe borné et L stricte-
ment elliptique avec ¢ < 0. Siu € C*(Q)NC(Q) et Lu > 0 dans Q,alors, si
u atteind son maximum sur € en un point interieur de €, alors u est consante
surl.

Et de maniére similaire si Lu < 0 dans Q,alors, si u atteind son minimum sur

Q en un point interieur de S, alors u est consante sur €.

Proof.
Soit, m := supu et l'ensemble ¥ := {z € Q,u(x) =m} On montre que ¥ €

Q
{Q, o} .Raisonnant par ’absurde, on suppose que
EN(Q%) #£2
On proceéde en 3 étapes.

Etapel: Construction d’ une boule B,.(z*) vérifiant:

14



Figure 2: procédé de construction de la boule

1.B.(z*) C (/%)

2.BQT(IE*) cQ

3.B,(z*) N'Y contient un seul point.Construction de B, (z*) :

Puisque u est continue, (£2,/%) est ouvert, alors contient une boule prenons le

centre x1de cette boule et un point x4 € 3;il existe alors un arc reliant z1a x-

- Denotons pr x3 , le premier point de cet arc dans %

- Posons s = d (x3,09Q) = inf f {|z3 — x|,z € 00}

- Prenons x4 sur I’ arc entre z; et x3 avec |z3 — 24| < 3

- Soit By, (x4) la bplus grande boule autour de x4contenue dans (2,/%) , on

ald <r; < %s

- Prenons x5 € 9B, (x4) NE

- Finallement soit z* = %x4 + %x5 et r = %7“1

Puisque B, (z*) C By, (z4) U{x5}, alors B,(z*) N3 contient un seul point, ¢’est

@al De B,.(z*) C By, (v4) C Bs (x3) et s = d (z3,0(2), on obtient Ba,.(x*) C (2.
On considére maintenant une deuxiéme boule Bz (z5),

Figure 3: construction d’'une 2eme boule

15



Etape2: Fonction auxilliaire: soit

exp (_{ |l — x*|2) — exp (5ir?)
1 —exp (5ir?)

x) =

ou t sera fixé par la suite. Remarquez que h(z*) = mgxh =1 et
h(z) > 0siz € By(z*)
h(z) <0siz¢ B.(z*)
De plus, pour & € By (z5) on a |& — z*| € | 5, 3 [et

N N

D ag (e =) (25— 23) =Y (aii +bi (2 — 2f)) +
o = —t
Lh = 9=l - — o=
1 —exp (Fr? P\ o= 7]

~—

1 —t
—Cc——————exp | —r
1 —exp (5ir?) P72
exp (_{ |z — :E*|2)

> 4t2a(r>2—2t§:(a--+b-|3r>+c
B 2 i=1 ) T2 1 —exp (5r?)

Il est alrs possible de choisir t assez grand pour que

Lh >0 sur Bz(xs)

Etape 3: la contradiction
On considére w = u + h et € est choisi tel que
1
°=3
Remarque :Puisque u est continue, le maximum sur ce compact est atteint et

puisque cet ensemble et 3 sont disjoints, on trouve € > 0.0n a alors:
- Pour x € B, (z*) N 0B; (z5)

(m — max {u(z);z € B, (z*) N 9Bz (5)})

w(z) = u(z) + eh(z) < m—6+%6 <m
- Pour x € OB (z5)\B, (z*)
w(z) =u(z) + eh(x) <m+ch(x) <m

On a aussi
w(zs) = u(xs) +eh(zs) =m+0

Maintenant, puisque Lw > 0, par le lemme(9), on obtient une contradiction.

16



Corollary 14 (Preservation de la propriété de posz'tim‘té) Soit Q0 borné et L
strictement elliptique avec ¢ < 0. Siu € C?(Q) N C(Q) et verifie

Lu>0 sur €,
u>0 sur 092, '’

Alors , soit u(x) > 0 pour tout x € Q, soit u = 0.
[

Theorem 15 (Principe du Mazimum pour des fonctions nonpositive ) Soit §)
borné et L strictement elliptique (pas de condition de signe sur c). Siu €
C?(Q)NC(Q) et verifieLu > 0 sur Q, et u < 0 sur Q .Alors , soit u(x) < 0
pour tout x € Q |, soit u = 0.

Proof. On sait que
c(z) =ct(z) —c (), avec ¢t ™ >0
alors L — cTverifie les conditions du théoréme (13) car, vu que u < 0,on a
(L—c+)u2 —ctu>0

6.2 Estimations basées sur le principe du maximum

Donnons une application du principe du maximum fort & un résultat d’estimation

6.2.1 Estimation L

Soit le probleme,

—Lu=f, surQ
{ u=¢@, surdQ ’ (14)

avec f € C () et p € C(Q)

Proposition 16 Soient 2 borné et L uniformément elliptique avec ¢ < 0.5i
u € C*(Q)NC(Q) et verifie(14) , alors

<
Ju(2)] < max|p| + Cmax|f],

ou C = C (diam (), o, ||b]| o /@, |le|l o /@) -
Proof. Supposons Q C {x € RN, |z1| < d} et considérons

w(x) = I%?)XCPJF + (ch (td) — ch (tz1)) mgxf+

Tout d’abord, puisque |x1| < d alors

0 > ch (td) — ch (txz1) > ch (td)

17



L(ch(td) —ch(tz1)) = (—t?ann —c)ch(tz) — thysh (tz1) + cch (td)
— (Pa—t[b] o — llell ) ch (tz)

IN

alors en choisissant t assez grand on peut avoir
L (ch(td) — ch (tz1)) < —1

et en prenant
t=1+a"'+a bl +a el

on a
—L(w—wu)>maxf™ — f>0 dans
Q

et
w—u:rré%ngr—gozo sur 0f)

alors, d’aprés le corollaire (14), on obtient w—u > 0 dans Q et par suite,quand
on prend C > ch (td) et d = 1diam (?) , et

C =exp (diam (Q) (1 +al+al ol + a~ ! ||c||oo))

on obtient

+ +
u(z) <w(z) < maxp + Cmgxf , (15)

ce résultat appliqué & —u donne
> _ _ _
u(z) > (r%%xw —I—C'mgxf ), (16)
De (16¢t15) ,on déduit
<
0 ()] < max |l + Cmax| ],
0il C = C (diam (), o, .. /@ e, /). m

2

N
Remark 17 Sil’on considére L = A = Z Dyi.(Dy; = 25), utilisant le fait que

Ox?
=1

D;Au = AD;u,la proposition précédante donne des estimations pour u € C3(Q)
vérifiant

—Lu=feC'Q) (17)

Ces estimations sont de la forme

Vu (@) < max [Vl + Cste | fllga oy € ©

avec || fllerqy = [1flle + IV llso -

18



Proposition 18 Soient Q borné et L uniformément elliptique avec a;j,b;,c €
CH(Q).Siu € C3(Q)NCLQ) et verifie (17) Alors pour tout x €

Vu (@)] < max |Vl + C (14 | fllor o))

ot C' = C (diam (Q) , o, [ull o - laijll 1 » [billon s llellen)

Proof.
On va utiliser le principe du Maz.pour |Vu\2 .Posons Ly = L — c.et notons la
N
) 2
Hessienne par V? = (D;;) avec ’V2u| = Z (Diju)2 ,on a alors
i,j=1

N N
D; (|vu|2) =2 DwuDyu et, Dy (|Vu|2) =2 DyuDju+ DiuDiju
=1 =1

et utilisant la stricte ellipticité de L, on a

N N
1
Z L()Dlu Dlu = §L() (‘VU,F) - Z Z aijDiluDﬂu
=1 =1 1i,j=1
1 2 2 12
< Lo (\vu\ ) — o |V2l (18)

De plus, en dérivant (17)par rapport & x;,et multipliant par dyu, on obtient,

—DyfDiu = (D;Lu) (Dyu) = (LDyu) (Dyu)
N N
Z DlaijDiju + Z leiDiu + chu alu
ij=1 =1
< (LoDw) (Dyu) — ¢ (Dyu)? + Co (|V2u| + [Vl + |u]) [V(19)
N N
ot Cy = Z llaijll o —|—Z lbillcr + llcllor -En sommant (19) et utilisant (3) ,on
i,j=1 i=1
obtient
N
Lo (|Vu\2) > Z(LODlu) Dlu—l—Qa}VQu‘

~

1
> 2V Vu+2¢|Vul + 20 |V2u|* — 2NC (|V2u| + [Vu| + |u) [Vul

et de l'inégalité de Cauchy - Shwartz, il s’en suit

Lo (|Vu|2> > o |V2ul” = |Vf| = Cy |Vu| — NCo [ul?.

19



D’autre part on a

N
2 Z ai; DsuDju + 2ulu — 2cu?

ij=1
20 [Vul? + 2uf — 2cu?
2a|Vul” = f7 = (1 +2¢)u®

Ly (u2)

AVANLY,

ce qui permet d’obtenir
2
Lo (|Vu|2 + 'yuz) >« |V2u| + \Vu|2 e |Vf|2 - |f|2 — Cy

ouy=1+a"'Cy et Co =Co (ull o llaijllor [billor s lleller) -
Pour faire passer le terme restant négatif & droite, on ajoute un autre terme soit
(Co+7 [ fllor)ch(tzr) avect = a4l bl 1 s tel que t est assez grand pour
que t>a —t |b| > 1.Et,

Lo (ch(tzy)) ayt*ch(tzy) + bitsh(tz,

(at? —t|b]) ch(tzy) > 1

Y

ce qui permet d’obtenar,
Lo (19uf + 72 + G+ 7|l ) ek (t1) > 0

et Uapplication du principe de Mazximum implique alors,

sup (19l 4702 +-Co+ (743 ) Ul ) et
sup ( (19 #9307+ Coot (v 1) Ul ) eh o)
o

Et puisque on peut supposer que ch (tz1) < ch (tdiam ()), il s’en suit

IN

sup |Vu|?
Q

sup [Vu| < sup [Vu| + C3 (1 + ([ fll¢1))
Q 0%
ot C3 = C3 (diam (Q), [ull » @ laijllo s 1Biller s el en)-
n

Remark 19 Une estimation similaire est vérifiée dans le cas d’équation semi-
linéaire de la forme
—Lu= f(z,u), z€Q (20)

avec f € C! (Q X R) .On a le résultat suivant

Proposition 20 Soient Q borné et L uniformément elliptique avec a;j,b;,c €
CH(Q).Siu e C3(2)NCH(Q) et verifie (20) Alors pour tout x €
[Vu ()| < max [Vu|+C

0 C = C (diam () , 0, [ull o | fllos ) s lisllen s IBill s llellen )
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7 Le principe du Maximum Faible

Dans cette section, nous considérons des solutions faibles et sous des hypothéses
de régularité moins restrictives que précédemment.Les résultats seront enoncés
pour Popérateur A( sous forme divergence) pour une comodité d’integration.

Rappel

1. Unedistribution T' € Dr(Q) est dite positive si pour tout ¢ € DT (Q),(¢(x) > 0dans ),
(T,¢) > 0.

2. Si f € HY(Q) est telle que f > 0 au sens de D/(f2). Alors, pour tout v
dans Hy(Q), (f, er>H—1(Q),H5(Q) > 0.

Theorem 21 Soient Q borné et a(.) strictement elliptique tel que a;; € L ()
avec ¢ > 0. Toute fonction u € H'(Q) qui vérifie

—Au = —div(a (.) Vu) + cu > 0 dans 9,
u” € H}(Q)
est positive ou nul presque partout dans 2.

Remark 22 La deuxiéme condition est une facon d’exprimer que u est positive
au bord de ), méme si ce dernier n’est pas assez régulier pour qu’il existe une
trace. En fait, si Q est régulier, on a vyy(u~) = vo(u)~ et H(Q) = kerv,.

Proof. 1l suffit de montrer que u~ = 0. Comme u~ € H}(Q) par I'inégalité de
Poincaré, il suffit de montrer que V (v~) = 0. Soit donc f = —div(a (.) Vu)+cu
qui appartient a H _1(9). Nous avons par conséquent

0 < (f, v+>H_1(Q))Hé(Q) = /a () Vu™ (z) Vu (z) dx + /cu_u(x) dx

Q Q
Or
u” = ~1u<oyu = — (Liu<oy)
et
V@) = Lz Ve = — (Luugoy) Vu
donc

/a (x) Vu™ (z) Vu~ (z)dz + /c(zf)2 (z)dx <0
Q Q

d’ou par Dellipticité de a(.)
2
al||V(u )HL2(Q) <0

et I'on en déduit V(u~) =0. =
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Theorem 23 Soient ) borné et a;; € L>(Q) avec a;j(x)§;€; > 0 pour presque
tout x € Q et tout £ € RN, et c € L>(Q) telle que c(x) > n > 0 presque partout.
Si g € L>(Q),alors toute fonction u € HL(Q) solution de

—div(a(.) Vu) + cu =g au sens de D/(S2) (21)
satisfait
1
HuHLOO(Q) < 5 ||g||L°°(Q)

Proof. Soit k € RY, alors (u—k)* € H}(2).0n déduit (21) que

/a () V(u— k)T (2) Vu (z) dz + /c(u —k)Tu(x)de = /g(u —k)tdx
Q Q Q
| V(= k)t = 1on Vu = ket = Tpogy = (L)

d’ot.

/a () V(u— k)" (2) Vu (z) do /a () V(u—k)* (2) V(u— k) () de

Q Q
= [e@ V-1 @ V- B @) d

Q
0

Y

ce qui entraine

/c(u —k)tu(z)dr < Q/g(u — k)tdx

Q

Comme §2 est borné, on peut soustraz're/kc(u — k)Tdx auz deux membres de

Q
cette inégalité, ce qui donne,

/c(u—k) (= k) (2) d < /(g—kc) (u— k)*dz
Q

Q

Et,

/c(u —k)(u—k)t (z)dx = /C [(u— k)ﬂQ (z)dz = ||(“ - k)+HL2(Q)

Q Q

Prenons
gl ey

Ui

k
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alors g — ck < 0 presque partout. Comme (u — k)+ > 0 presque partout, on en
déduit que

/(g —ke) (u—k)Tde <0
Q
Par la dernicre égalité, il vient (u—k)™ =0, c’est a dire u < k presque partout.
On reprend ensuite le méme raisonnement avec v = (u + k)=, toujours avec
_ ||9||Loo(Q)
n

k

8 Reésultats de régularité elliptique

Les équations elliptiques linéaires du second ordre possédent une propriété tres
importante : la solution "gagne" deux dérivées par rapport au second membre
de I'équation. C’est ce qu’on appelle la régularité elliptique.

8.1 Espaces de fonctions Holderiennes

Definition 24 Pour 0 < 8 < 1, on dit que u est holdérienne d’exposant (3
(lipschitzienne pour 8 = 1) s’il existe une constante C telle que, pour tout x,y
dans Q,

lu(z) —u(y)| < Clz —y|”.

L’espace des fonctions holdériennes est noté C%#(Q). Toute fonction holderienne
est continue. Posons

|u(z) — u(y)]
|U|coﬁ(§‘z) = sup B
zye@ |z —yl

et,

ull cos @y = lullco@) + [ulcos g

[l co.s () est une norme sur I'espace des fonctions holdériennes C%#(Q) qui

en fait un espace de Banach. L’espaceC*?(() est constitué des fonctions de
classe C* dont toutes les dérivées partielles d’ordre k sont dans C%#(2). On le
munit de la norme ||.|\Ck,ﬁ(Q) ,pour laquelle il est complet, définie par,

[ullers@y = luller@) + \Iﬁi)zi 1D ulco.0(q)
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8.2 Régularité elliptique

Theorem 25 Soit 0 < 8 < 1 et Q un ouvert borné de classe C*P. Supposons
que les coefficients de L supposé stictement elliptique, a;j,b; et c appartiennent a
CYB(Q) et soit A un magjorant de leurs normes dans cet espace. Soit f € C*5(Q)
et g € C%P(Q). Soit u € COB(Q)N C? (Q) une fonction telle que
—Lu=f dans
{ u=g surdfl
Alors u € C*P(Q) avec lestimation

lullgas@y < € (1 oo @y + Igllczs )

ot C ne dépend que de N, 3, a, A et (.
On a aussi un résultat d’existence et d’unicité.

Theorem 26 Sous les mémes hypothéses que précédemment sur louvert et
opérateur L, pour tous f € C*P(Q) et g € C*B(Q), il existe une unique
fonction u € CO(Q) N C%(Q) telle que

—Lu=f dans
u=g surofl

Ce théoréme montre que l'opérateur L™ réalise un isomorphisme entre C%8 () x

(c*2 @),/ C37@) et C25(@)
Le résultat suivant présente une régularité d’ordre plus élevé.

Theorem 27 Soit 0 < [ < 1,k un entier positif et Q un ouvert de classe
Ck+28 Supposons que les coefficients de L, aij,bi et ¢ appartiennent a C*5(Q)
et soit Aun majorant de leurs normes dans cet espace. Soit f € C*P(Q) et
g € CF+28(Q).Soit u € COP(Q)N C% () une fonction telle que
—Lu=f dans Q
u=g sur oS
Alors u € C**28(Q) avec l'estimation

lull crrze@y < Clfllors@) + 119lrizs @)

ot C ne dépend que de N, 3, a, A et Q.

Remark 28 Les démonstration sont trés techniques, et nous renvoyons o Gilbarg-
Trudinger pour les détails.

Theorem 29 Soit Q un ouvert de classe C? et supposons que les coefficients
de a(.) appartiennent a C%1(Q). Soit f € L?(Q) et g € H*(Q).Soit u € H(Q)
une fonction telle que
—Lu=f dans
{ u=g sur o)
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Alors u € H?(2) avec 'estimation

lullesasay < € (Iflla) + 1902y )

ot C ne dépend pas de f et g. De plus, l’équation est vérifiée presque partout
sous la forme —Lu = f.

Remark 30 i) L’existence et l'unicité de u découle ici directement du théoréme
de Laz-Milgram (on ne suppose pas la matrice A symétrique).

i) Si a;; € CH(Q), alors a;; € WH(Q) et donc 9;a;;0;u € L*(2). Ce terme a
bien un sens et l’on peut appliquer la formule de Leibniz pour dériver le produit
aijaj u.

i11) La régularité de l'ouvert n’est pas une condition nécessaire pour que le Té-
sultat ait lieu.

Theorem 31 Soit k > 1,Q un ouvert de classeC*t2, a;; € Ck:1 (Q) et ¢ €
CF11(Q). Soit f € H*(Q) et g € H*2(Q). Soit u € H* () une fonction
telle que
—Lu=f dans
{ u—g € Hy(Q)

Alors u € H*2(Q) avec 'estimation

||“HH'»'+2(Q) < C (”fHHk'(Q) + ||9HH'»'+2(Q)>

ot Ck ne dépend pas de f et g.

Remark 32 On retrouve le fait que si Uouvert, les coefficients et les données
sont de classe C, la solution est de classe C°.

Pour les solutions fortes, c’est & dire les fonctions u € W2P(Q) telles que
—Lu = f presque partout, on a également une théorie d’existence et de régu-
larité.

Theorem 33 Soit Q un owvert de classe C*', a;; € C°(Q) et bi,c € L®(Q).
Pour tous f € LP () et g € W2P(Q)
avec 1 < p < 400, il existe un unique u € W2P(Q)une fonction telle que

—Lu=f dans
u—geue Wyt (Q)

avec l’estimation

lllyomey < Co I iy + N9lhwoma
ot C'p ne dépend pas de f et g.

Remark 34 Le résultat est faux pour p =1 et p = 4o0.
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8.3 Exercices

Exercicel Soient © un ouvert borné et régulier de RN, A > 0, f € L?(Q) et
g€ L?(09).

On se propose de résoudre le probléme elliptique suivant, avec conditions
aux limites de type Robin (ou Fourier) :

{ —Au = f, dans

%Jr)\u:g, sur 02
1. Donner la formulation faible (ou variationnelle) de ce probléme.

2. Démontrer l'existence et 'unicité d’une solution faible. Pour cela on
pourra prouver et utiliser 'inégalité de Poincaré-Friedrichs : il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout u € H' (Q),

2

IVl 2oy + / ul?ds | > C ull s -
Q

3. Que peut-on dire sur la régularité de la solution ?

Exercice2(Régularité en dimension 1)
Soit @ =10,1[ et f € L% (Q)

1. Vérifier qu’il existe un et un seul u solution de
u € H} ()
/ Du (t).Dv () dt = / F ) v (t)dt, Yo € HE (Q) (22)
) Q

2. On suppose maintenant que f € C(Q,R) C L?(Q). On pose F(x) =
/f(t)dt pour tout z € Q. Soit u la solution de (22). Montrer que, pour
0

tout ¢ € C(Q,R), on a

/(Du (6) + F(£)) o (1) dt = /cgo () dt

Pour un certain c€ R convenablement choisi indépendant de ¢.

3. En déduire que Du = —F 4 ¢ p.p.sur €2, puis que u est deux fois contind-
ment dérivable sur 2 et

{ —u' = f(x) pour tout x € Q
u(0) =u(l) =0
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Exercice3 Soit O = R2 = {(21,22),22 € R,z1 > 0} et f €r2(), et soit
u € H} ()solution du probléme suivant :

/Vu.Vvdw = /fvdx,Vv € Hy ()
Q Q

Alors u € H? (Ri)
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