Derniere partie du chapitre I
Courbes Paramétrées

H.BENALLAL

II1.6. Formules de Frenet
Les formules de Frenet expriment la dérivée du repere de
Frenet.

Proposition 1 Soit a: I — R une courbe paramétrée
par la longueur de Uarc de classe C3. Alors, on a

) = k(t)-N(t)
N'(t) = —k(t).T(t) +7(1)-B(t)
B(t) = —7(t).N(t)

Preuve:

Il nous reste que la deuxieme formule a montrer. soient
a,b, c les coordonnées de N'(t) dans la base {T, N, B}:
N'(t) = aT'(t) + ON(t) + cB(t).

Pour tout ¢ € I, on a: N(¢).N(t) = 1. Cela donne:
N'(t).N(t) =0 et donc b = 0.

Puis: Vt € I:

N'(#).T(t) = —=N(@t).T'(t) = =N(t).k(t).N(t) = —k(t)

donc : a = —k(t).
De méme Vt €, B(t).N(t) = 0, donc

N'(0)-B(t) = —B'(£).N(t) = =N(£)(—7(£)-N(£)) = ()



d’ou ¢ = 7(t).
Ce qui donne: N'(t) = —k(t). T(t) + 7(t).B(t)

Sous forme matricielle:

T'(t) 0 k() 0 T(t)
N'@) | = =k@®) 0o 7@) | x| N@)
B'(t) 0 —7(t) 0 B(t)

Exemple: L’hélice
a: R — R telle que : a(t) = (acos(L),asin(t),2) ol

c=+vVa?+b*a>0
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On a [|a(t)|| = <— + =

Vecteur tangent :



1
La courbure : On a T"(t) = = (—acos(%), —asin(%),0), et
c
a

1
KO = 1Tl = 5V =

LT a4 1

le vecteur normal : N(t)

k(t) a a4+ b?
d'on N(t) = (—cos(t), —sin(t),0)
La binormale : B(t) = T(£)AN(t) = ‘ —gsin(g) Coos(t) ! =(Lsin(l), —Lcos(1), 2),
b— cos(t) —sin(f) 0
par suite:  B'(t) = = (cos(t),sin(t),0). Ainsi
T(t) = —B'(t).N(t) = —C—b2 (cos(t),sin(L),0) . (—cos(t), —sin(%), 0)
b b b
= — (—ngO) == D'ou 7(t) = T

Remarque 5:

Si o n’est pas paramétrée par la longueur de 1’arc, on
peut donc la reparamétriser par une nouvelle courbe g :
J — R3 telle que B(s(t)) = a(t) o s(t) est une abscisse
curviligne: I — s(I) = J — R3. En dérivant, on ob-
tient: o/(t) = B'(t).5'(¢)

Posons v(t) = §'(t) = ||a/(t)|| 1a vitesse de a.

o/ (t)

v(t)

Le vecteur tangent : o/(t) = v(t).T(s(t)) = T(s(t)) =

La courbure :
(T"(s(2))) = T"(s(2)).s'(¢) = v(t).k(s(t)).N(s(t))

= v(t).k(s(t)).N(t)
ou encore k(s(t)).N(s(t)) = Z_Z _ C;_f% _ %Cé_f

c-a-d: =




De méme:

—r{(s() Ns(n) = LEDL B 1B

Donc  B'(t) = —v(t).7(s(t)).N(s(t

Finalement: T'(t) = v.k.N et B'(t) = —v.T.N
Exemple:

Soit a : R — R? la courbe paramétrée définie par:

a(t) = (3t — %, 3%, 3t + t*)
OnaVt € R:d/(t) =3(1—122t,14t%) et |/(t)]| =
3\/5(1 +t?) # 1. Donc a n’est pas paramétrée par la
longueur de l'arc.
Soit v(t) = 3v/2(1 + t?), déterminons (T, k, N, 7, B).
o (t) 1
v(t)  V2(1+1)

i o L4 2(1 — t?)
La courbure .DT (t) =v(t).k(t).N(t). OrT'(t) = 7 ( 1507 Qo2 0).

1. 1 2t (1—1¢%)
ROV = 5T = 57w (_(1 TR +t2)2’0>

= \3(1 + t2)2/'\( (1 i t2)27 (1 n t2)2,0>1 = kN

. Tl

) a U(t)( - )3(1 T 2)2
Tt 2t 1 — ¢2

N(t) - ||T(t)|| B <_(1 _|_t2)2’ (1 +t2)2’0>

1 [1—-t* 2t
B(t):T(t)/\]\f(t):\/§ 1+t2’1+t2’1 . Donc

1 1 2t 1 —t?
—7(t).N = ~.B'(t) = — — 0
m()-N =250 3(1+t2)2( 121+ )

Le vecteur tangent : T'(t) = (1—¢%261+12).

Ou simplement: k(t) et




1

Ce qui donne: 7(t) = k(t) = 3040

Théoreme 2
Soit v une courbe réguliere paramétrée de classe C?, alors
la courbure et la torsion sont données par:

_ @) A" @)

) = e

Et
o/ (t)-(a"(t) A a™(t))

t pu—
T(S( )) HO{/(t) A CY”(t)HQ
Ou le produit mixte: u.(v A w) = det(u, v, w)
Preuve: Voir TD.

Proposition 2 : Une courbe est une droite si et seule-
ment st sa courbure est nulle.

Preuve

1. Soit a une droite: «(t) = tv(t) + ¢ ou v vecteur
unitaire et ¢ vecteur constant. On a o/(t) = v
et ||/ (t)|| = |lv]| =1, donc T'(t) = v = constant.
C’est-a-dire T'(t) = 0. Ce qui donne: k(t) = ||T'(t)|| =
0.

2. Inversement
Soit a une courbe paramétrée par la longueur de I'arc
telle que sa courbure k(t) = 0,Vt € 1.
On a T(t) = d(t), et T'(t) = "(t) = k(t).N(t) =
0,vt € I. C-a~d: T(t) = Tj constant Vt € I. Ainsi
' (t) =Ty, dot aft) = tTh+c, (c vecteur constant).
Par suite a est une droite.



Proposition 3 . Une courbe a est plane si et seulement
st sa torsion est partout nulle.

Preuve:

1. Soit e une courbe plane réguliere paramétrée par ab-
scisse curviligne, c-a-d a est dans un plan P engendré
par les vecteurs 1" et N.

Le vecteur B = T'A N unitaire et orthogonal au plan
P . Donc a(t).B(t) = 0.

En dérivant: o/(t).B(t)+«(t).B'(t) = 0. Or o/(t).B(t)
T(t).B(t) = 0. Donc a(t).B'(t) = 0.

Ou bien —7(t).«(t).N(t) = 0 Vt. Ce qui donne
—7(t).a(t).||N(t)|| =0 Vt. C-a-d 7(t).at) =0 V.
Or a(t) peut étre nulle en un nombre fini de point,
et comme 7(t) est continue, alors 7 = 0.

2. Inversement
Si a(t) est de torsion partout nulle, alors

B'(t) = —7(t).N(t) =0
D’otu le vecteur binormal B(t) = By est un vecteur
constant.
Considérons %(a(t).Bo) = o/(t).By = T(t).By. Comme
T et B sont orthogonaux, alors: T'(t).By = 0. Par

suite: %(a(t).Bo) =0

En intégrant:, on trouve: «a(t).By = constant. C-a-
d: «a(t) est dans le plan défini par I’équation a(t).By =
C ou C' une constante quelconque.

Si on pose By = (a,b,d) et a(t) = (z(t),y(t), 2(t))
on aura

a(t).By = ax(t) + by(t) + dz(t) = C



a(t) est donc appartient au plan d’équation caractéristique
ar+by+dz = C | ce ci implique que « est une courbe
plane.

II1.7. Aspect d’une courbe paramétrée réguliere:

Proposition 4 : Soit a une courbe réqulicre de classe
C3, « est supposée paramétrée par abscisse curviligne.
Si a(0) =0, alors, au voisinage de 0 on a:

alt) = <t — %gt?’ + t351(t)> T(0)+ <%t2 - %‘l)t?’ - t382(t)> N(0)

+ <ék070t3 + t363(t)> B(0)

Ou k‘o = k(O),TO = T(O),k(/) = ]C/(O) et 111’%82(15) =0 (Z =
%
1,2,3)

Preuve: Le développement de Taylor de o au voisinage

de 0 domne: a(t) = a(0) + ta/(0) + §a”(0) + Fa”(0) +

t3e(t).

a(0) = 0, &/(0) = T(0), a"(0) = T'(t) =
= T"(0) = —k*(0)T(0) + k'(0).N(0) +

aft) = tT(O)+§kON(O)+§ (—=kgT(0) + KGN (0) + koo B(0))+t7(t)

k2 k k!
_ (t — Eotg + t?’sl(t)) T(0)+ (5%2 - Eotg - t352(t)> N(0)

- (ékngtS - t363(t)> B(0)

On introduit les trois plans du triedre de Frenet au point
a(0) = 0, donnée par:



1. Plan osculateur: engendré par 7'(0) et N(0).
2. Plan rectifiant: engendré par T'(0) et B(0).
3. Plan normal: engendrée par N(0) et B(0)
On remarque que les projections de « sur ces plans sont:
1. Sur le plan osculateur: (u, %uQ + )

2. Sur le plan rectifiant: (u, %u‘g — )

3. Sur le plan normal: (uz, ‘?;—gu?’ + )
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