
(S)

8
<

:

x+ y+ 2z = -1 (1)
2x - y+ 2z = -4 (2)

4x + y+ 4z = -2 (3)

On peut résoudre le système (S) en éliminant d’abord l’inconnue x dans les équations (2) et (3); ce qui peut se faire
en multipliant l’équation (1) par 2 et en la soustrayant à l’équation (2), et en la multipliant par 4 et en la soustrayant à
l’équation (3). Cela signi…e qu’on e¤ectue les opérations (2)  (2) - 2 (1) et (3)  (3) - 4 (1): On obtient le système
équivalent :

(S1)

8
<

:

x + y + 2z = -1 (1)
-3y - 2z = -2 (2)

-3y - 4z = 2 (3)

On peut maintenant éliminer y dans la troisième équation grâce à l’opération (3)  (3) - (2): On obtient le système
équivalent :

(S2)

8
<

:

x + y + 2z = -1 (1)
-3y - 2z = -2 (2)

-2z = 4 (3)

Le système (S2) obtenu est triangulaire. On divise la dernière équation par -2; ce qui revient à e¤ectuer l’opération
(3) - 1

2
(3) : Cela donne z et le système équivalent :

(S3)

8
<

:

x + y + 2z = -1 (1)

-3y - 2z = -2 (2)

z = -2 (3)

Maintenant, on "remplace" z dans (1) et (2) en e¤ectuant les opérations (2) (2) + 2 (3) et (1) (1) - 2 (7); pour
obtenir le système équivalent :

(S4)

8
<

:

x+ y = 3 (1)

-3y = -6 (2)
z = -2 (3)

Reprenons le système (S), qui est un système de Cramer :

1 Etude d’un exemple

solutions à l’aide des inconnues principales.
que par les formules de Cramer. Lorsque la solution du système n’est pas unique, la méthode du pivot permet d’exprimer les
solution unique (système de Cramer), on peut la calculer de manière beaucoup plus économique (en nombre d’opérations)
Lorque le système a des solutions, la méthode du pivot permet de les calculer. Notamment, si n = p et si le système a une

de savoir s’il est un système de Cramer lorsque n = p).
Dans tous les cas, la méthode du pivot de Gauss permet de déterminer si le système a des solutions ou non (et notamment

résolution de systèmes comptant un grand nombre d’inconnues et d’équations (plusieurs centaines, voire plusieurs milliers).
inconnues. Elle s’utilise notamment pour leur résolution numérique à l’aide d’un programme informatique, et permet la
La méthode du pivot de Gauss permet la résolution générale des systèmes d’équations linéaires à n équations et p



En divisant l’équation (2) par -3; c’est-à-dire en e¤ectuant (2) - 1
3

(2) ; on obtient y et le système équivalent :

(S5)

8
<

:

x+ y = 3 (1)

y = 2 (2)
z = -2 (3)

En e¤ectuant en…n (1) (1) - (2); on obtient x et le système équivalent :

(S6)

8
<

:

x = 1 (1)

y = 2 (2)
z = -2 (3)

Ainsi, par une suite d’opérations élémentaires sur les équations du système, on a montré que le système (S) avait une
solution unique x = 1; y = 2; z = -2:

On conçoit bien cependant que l’écriture du système sous forme d’équations n’est pas la mieux adaptée à cette suite
d’opérations. En fait, la seule chose qui compte vraiment, c’est de connaître les coe¢cients des inconnues et le second
membre du système.

L’idée de la méthode du pivot de Gauss consiste donc à remplacer le système (S) par une matrice faisant intervenir à
la fois des coe¢cients des inconnues et le second membre du système, exactement dans l’ordre dans lequel ils apparaissent.
Cette matrice s’appelle la matrice augmentée associée à (S): Dans notre exemple, elle s’écrit

G =

0

@
1 1 2 -1

2 -1 2 -4

4 1 4 -2

1

A 2M3;4 (R):

Les opérations sur les équations du système reviennent alors à des opérations sur les lignes de la matrice augmentée :

G =

0

@
211 -1

2 - 21 -4

414 -2

1

A !
L2 L2-2L1
L3 L3-4L1

G1 =

0

@
211 -1

0 -3 -2 -2

0 -3 - 24

1

A !
L3 L3-L2

G2 =

0

@
211 -1

0 -3 -2 -2

00 - 42

1

A

!
L3 - 1

2
L3

G3 =

0

@
211 -1

0 -3 -2 -2

100 -2

1

A !
L2 L2+2L3
L1 L1-2L3

G4 =

0

@
1 301

0 - 03 -6

0 10 -2

1

A

!
L2 - 1

3
L2

G5 =

0

@
31 01

20 01

0 10 -2

1

A !
L1 L1-L2

G6 =

0

@
11 00

20 01

0 10 -2

1

A

La matrice G6 exprime que (S) a une solution unique, x = 1; y = 2; z = -2:

2 Méthode du pivot de Gauss

2.1 Démarrage

Dans le cas général, nous considérons un système linéaire (S) à n équations et p inconnues x1 ; x2 ; ..., xp :

(S)

8
>>><

>>>:

a11x1 + a12x2 + + a1pxp = b1
a21x1 + a22x2 + + a2pxp = b2

...
an1x1 + an2x2 + + anpxp = bn

On note comme d’habitude

A =

0

B@
a11 a12 a1p
...

...
an1 an2 anp

1

CA 2Mn;p (K); B =

0

B@
b1
...

bn

1

CA 2Mn;1 (K); X =

0

B@
x1
...
x1

1

CA 2Mp;1(K)



respectivement la matrice associée au système , le vecteur colonne associé au second membre, et le vecteur colonne des
inconnues. Ainsi la résolution de (S) équivaut à trouver X tel que

AX = B:

En pratique, on dispose le système en matrice sans les inconnues. La matrice augmentée associée au système est

A0 =

0

B@
a11 a12 a1p b1
...

...
...

an1 an2 anp bn

1

CA 2Mn;p+1(K):

On opère alors uniquement sur les lignes de A0 . La méthode du pivot consiste d’abord à amener le système à un système
triangulaire, ceci uniquement par opérations élémentaires sur les lignes.

On suppose que la première colonne n’est pas identiquement nulle (sinon l’inconnue x1 n’apparait pas !), ainsi quitte à
permuter les lignes, on suppose que a11 6= 0. Ce coe¢cient a11 est dit pivot, l’inconnue x1 est dite une inconnue principale.

Par opérations élémentaires sur les lignes, on ”met” des 0 sous le pivot :
0

BBB@

a11 a12 a1p b1
a21 a22 a2p b2
...

...
...

...
an1 an2 anp bn

1

CCCA !
L2  L2 -

a21
a11

L1
...

Ln  Ln -
an1
a11

L1

0

BBB@

a11 a12 a1p b1

0 a022 a02p b02
...

...
...

...
0 a0n2 a0np b0n

1

CCCA = F:

Deux cas peuvent alors se présenter, en fonction de la matrice

A0 =

0

B@
a022 a02p
...

...
a0n2 a0np

1

CA : (1)

2.2 Premier cas

Supposons d’abord que A0 = 0 (matrice nulle). Alors, si l’un des b0i est di¤érent de 0; le système n’a pas de solution car
la dernière ligne de la matrice F ci-dessus représente les équations

8
><

>:

0x2 + 0x3 + + 0xp = b02
...

0x2 + 0x3 + + 0xp = b0n

Par contre, si b02 = = b0n = 0; il y a des solutions. La première ligne de F permet en e¤et d’exprimer x1 (inconnue
principale) en fonction de x2 ; ; xn (inconnues dites secondaires). Chaque valeur des inconnues secondaires donne une
solution du système. Le rang du système est 1 : il est égal au nombre d’inconnues principales et au rang de la matrice A du
système.

Les relations b02 = = b0n = 0 sont dites relations de compatibilité. Si elles ne sont pas véri…ées, le système n’a pas de
solution.

Exemple 1 Soit a un paramètre. Considérons le système

(S)

8
<

:

x + 2y - z = 1

2x + 4y - 2z = 2

-x - 2y + z = a

En l’écrivant sous forme matricielle et en prenant le 1 qui …gure en haut et à gauche comme pivot, il vient



0

@
1 2 - 11

2 4 - 22

-1 - a12

1

A !
L2 L2-2L1
L3 L3+L1

0

@
21 - 11

0000

a000 + 1

1

A :

Ainsi (S) est équivalent au système suivant :

(S0)

8
<

:

x+ 2y - z = 1

0 = 0

0 = a+ 1

Ce système a une solution si et seulement si a = -1. Dans ce cas, on exprime les inconnues principales en fonctions des
inconnues secondaires, et

(S) ,

8
<

:

x = 1- 2y + z

y = y

z = z

L’ensemble des solution est S =

8
>>>>><

>>>>>:

0

@
x

y

z

1

A =

0

@
1

0

0

1

A

| {z }
solution particulière

+ y

0

@
-2

1

0

1

A+ z

0

@
1

0

1

1

A

| {z }
solution du système homogène

; (y; z) 2 R2

9
>>>>>=

>>>>>;

2.3 Deuxième cas

Supposons maintenant que la matrice A0 dé…nie en (1) n’est pas la matrice nulle.

Premier sous-cas : La première colonne de A0 est non nulle. Quitte à permuter les lignes (ce qui revient seulement
à permuter les équations), on peut supposer que a022 6= 0. Ce coe¢cient devient le deuxième pivot, x2 est dite inconnue
principale. A l’aide de ce pivot, on ”met” des zéros sous a22 :

0

BBB@

a11 a1p b1

a0 0
22 a02p b02

...
...

...
...

a0 0
n2 a0np b0n

1

CCCA !
L3  L3 -

a032
a0
22

L2
...

0

BBBBBB@

a11 a1p b1

0 a022 a02p b02
a0 00
33 a003p b003

...
...

...
...

...
a00 00
n3 a00np b00n

1

CCCCCCA
:

On note alors

A00 =

0

B@
a0033 a003p
...

...
a00n3 a00np

1

CA (2)

et on réitère le procédé en procédant sur A00 comme on a procédé sur A0:

Deuxième sous-cas : La première colonne de A0 est nulle. Alors x2 est dite inconnue secondaire. Si la deuxième colonne
de A0 est nulle, x3 est dite aussi inconnue secondaire . Comme A0 n’est pas identiquement nulle, une de ces colonnes n’est
pas nulle, et quitte à permuter les lignes, on peut supposer que

A0 =

0

B@
0 a0 0

2j a02p
...

...
...

...
0 a0 0

nj a0np

1

CA ;

avec a02j 6= 0. Le coe¢cient a02j est alors le second pivot, xj est une inconnue principale et x2 ; x3 ; ; xj-1 sont dites
inconnues secondaires. A l’aide de ce pivot, on ”met” des 0 sous a2j :



0

BBBB@

a11 a1p b1

0 0 0 a02j a02p b02
...

...
...

...
...

00 a0 0
nj a0np b0n

1

CCCCA
!

L3 L3-
a 0
3j

a 0
2j

L2

...

0

BBBBBBB@

a11 a1p b1

0 0 0 a02j a02p b02
...

... b0 00
3

...
...

... (A00)
...

00 b0 0 00
n

1

CCCCCCCA

:

On recommence alors le procédé avec la matrice A00:

Conclusion : A la …n du processus, on obtient une matrice de la forme suivante, dite forme échelonnée :
0

BBBBBBBBBBBBBB@

a11 a1p j 1

0 0 0 a02j a02p j 2

... 0 j
...

... 0 a
(r)
rk j r

... 0 0 j
...

...
...

... j
...

00 0 0 j n

1

CCCCCCCCCCCCCCA

Le rang du système est r = nombre de pivots. Les inconnues principales sont les inconnues qui correspondent aux pivots
(xj est une inconnue principale si la colonne j contient un pivot). Il y a r = rg(S) inconnues principales. Les autres inconnues
sont dites secondaires.

Dans le cas où n = p = r; le système est un système de Cramer et la méthode du pivot de Gauss donne l’unique solution
du système (voir l’exemple traité en section 1).

Dans le cas général, les relations de compatibilité sont r+1 = = n = 0. Le système n’a des solutions que si ces
relations sont véri…ées. Dans ce cas, on exprime les inconnues principales en fonctions des inconnues secondaires.

Exemple 2 Considérons le système de 3 équations à 4 inconnues

(S) :

8
<

:

x + 2y + z+ t = 1

x + y + z- t = 2

2x + y + z = 3

Par la méthode du pivot de Gauss, on écrit

0

@
1 1112

1 11 - 21

2 3011

1

A !
L2 L2-L1
L3 L3-2L1

0

B@
1 1112

0 -1 0 - 12

0 -3 -1 - 12

1

CA !
L3 L3-3L2

0

B@
1 1112

0 -1 0 - 12

00 -1 4 -2

1

CA :

Ceci est la forme échelonnée. Ainsi (S) est équivalent au système suivant :
8
><

>:

1 x +2y +z +t = 1

-1 y -2t = 1

-1 z +4t = -2

Les inconnues principales sont x; y; z. L’inconnue secondaire est t. Il n’y a pas de relation de compatibilité. En "remontant"
à partir du dernier pivot comme dans l’exemple traité en section 1, il vient d’abord

0

@
11121

0 - 01 - 12

00 -1 4 -2

1

A !
L1 L1+L3

0

@
5021 -1

0 -1 0 - 12

00 - 41 -2

1

A :



Puis en "remontant" à partir de l’avant dernier pivot, on obtient
0

@
1 2 0 5 -1

0 -1 0 -2 1

0 0 -1 4 -2

1

A !
L1 L1+2L2

0

@
1 0 0 1 1

0 -1 0 -2 1

0 0 -1 4 -2

1

A !
L2 -L2
L3 -L3

0

@
1 0 0 1 1

0 1 0 2 -1

0 0 1 -4 2

1

A :

Ceci se traduit par le système : 8
<

:

x+ t = 1

y+ 2t = -1

z- 4t = 2

,

8
<

:

x = 1- t

y = -1- 2t

z = 2+ 4t

Par conséquent les solutions du système (S) sont données par

S =

8
>><

>>:

0

BB@

x

y

z

t

1

CCA =

0

BB@

1

-1

2

0

1

CCA+ t

0

BB@

-1

-2

4

1

1

CCA ; t 2 R

9
>>=

>>;
:

Il y a une in…nité de solutions dépendant du paramètre t (inconnue secondaire).

Exemple 3 Soit a un paramètre réel, et soit le système

(S) :

8
>>>><

>>>>:

x +y +2z -t -u = 1

x +y +z = 3

2x +2y -z +4t +4u = 2

3x +3y +z -6t -6u = 93

x +y = a

Nous indiquons les résultats successifs des opérations, les détails étant laissés au lecteur.

0

BBBB@

1 1 2 -1 -1 1

1 1 1 0 0 3

2 2 -1 4 4 2

3 3 1 -6 -6 93

1 1 0 0 0 a

1

CCCCA
!

0

BBBB@

1 1 2 -1 -1 1

0 0 -1 1 1 2

0 0 -5 6 6 0

0 0 -5 -3 -3 90

0 0 -2 1 1 a - 1

1

CCCCA

!

0

BBBBB@

1 1 2 -1 -1 1

0 0 -1 1 1 2

0 0 0 1 1 -10

0 0 0 -8 -8 80

0 0 0 -1 -1 a - 5

1

CCCCCA
!

0

BBBBB@

1 1 2 -1 -1 1

0 0 -1 1 1 2

0 0 0 1 1 -10

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 a- 15

1

CCCCCA
:

On est arrivé à la forme échelonnée. Le système (S) est donc équivalent à
8
>>>>><

>>>>>:

1 x +y +2z -t -u = 1

-1 z +t +u = 2

1 t +u = -10

0 = 0

0 = a- 15

Les inconnues principales sont x; z; t. Les inconnues secondaires sont y et u. Il y a une relation de compatibilité : a = 15.
Si a 6= 15, il n’y a pas de solution. Si a = 15, la "remontée" grâce aux pivots successifs s’écrit
0

@
1 1 2 -1 -1 1

0 0 -1 1 1 2

0 0 0 1 1 -10

1

A!

0

@
1 1 2 0 0 -9

0 0 -1 0 0 12

0 0 0 1 1 -10

1

A

!

0

@
1 1 0 0 0 15

0 0 -1 0 0 12

0 0 0 1 1 -10

1

A !

0

@
1 1 0 0 0 15

0 0 1 0 0 -12

0 0 0 1 1 -10

1

A :



L’ensemble des solutions du système est donc

S =

8
>>>><

>>>>:

0

BBBB@

x

y

z

t

u

1

CCCCA
=

0

BBBB@

15

0

-12

-10

0

1

CCCCA
+ y

0

BBBB@

-1

1

0

0

0

1

CCCCA
+ u

0

BBBB@

0

0

0

-1

1

1

CCCCA
; (y; u) 2 R2

9
>>>>=

>>>>;

Il y a une in…nité de solutions dépendant des paramètres y et u (inconnues secondaires).

Exercice 1

(S1)

8
<

:

1x+0y - 0z = 2
0x + 2y+0z = 3

0x + 0y + 2z = 1

Exercice 2

(S2)

8
<

:

1x + 2y +1z = 2

0x+ 2y+1z = 3
0x + 0y + 1z=1

Exercice 3

(S3)

8
<

:

1x-1y + 2y = 5
3x+ 2y 1z = 10

2x - 3y - 2z=10
+


