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Dans tout ce qui suit E et F' désignent des K-espaces vectoriels.

Définition .1 Soit T une application de E dans F. On dit que T est linéaire si et seulement

'f‘v’u,vGE:T(u+v):T(u)+T(v).

— Yu € E\VA € K: T(Au) = NT'(u).
Cette définition est équivalente a :

Définition .2 T de E dans I' est dite linéaire si est seulement si :
Yu,v € E\Va, 8 € K: T(au + pv) = a1 (u) + BT (v).

Remarque .1 1. Si E est de dimension finie et si {vy,va,...,v,} est une base de E alors

n n n

Vue E:u= Zaﬂh‘ et T'(v) = T(Z a;v;) = Z%‘T(Uz‘),

i=1 i=1 i=1

c’est a dire que T est entierement déterminée si on connait les images par T de la base
donnée.

2. i T de E dans E linéaire alors T est un endomorphisme.
3. SiT de E dans F linéaire et bijective alors T est un isomorphisme.
4. T de E dans E linéaire et bijective alors T est un automorphisme.

5. T de E dans K linéaire alors T est une forme linéaire.

Exemple .1 T : E — F une application définie par T(x) = = (application identité). T est
linéaire. En effet, soit x1,x5 € E et soit o, f € K :

T(axy + Brg) = awy + By = oI (x1) + BT (13).

Exemple .2 T : R? — R? une application définie par T(x,y) = (x+y,x —y). T est linéaire.
En effet, soit u= (z,y),v = (2/,y') € R? et soit a,F ER :

T(oau+ pv) =T(ofx,y) + B2, y) = T(ax + 2’ oy + BY').
= (ax + B2’ + oy + By, ax + Bz’ — ay — BY').



= (a(z +y) + B + ), alz —y) + B —y).
= (a(z +y),a(z —y)) + (B +y), 82" — ).
=a(z+y,z—y) + 8@ +y .2 —y).
=af(z,y) + Bf(2',y) = aT(u) + BT (v).

Proposition .1 Si T de E dans F' une application linéaire alors :
1. Yue E:T(—u)=—-T(u).

2. T(0p) = Op.

Définition .3 Soit T : E — F une application linéaire. On appelle noyau de T ’ensemble
noté kerl’ défini par
kerT ={ue€ E; T(u) =0p}.

Définition .4 Soit T : E — F une application linéaire. On appelle image de T [’ensemble
noté ImT défini par

ImT={veF; v= T(u) avecue E} =T (E).

Proposition .2 Soit T : E — F une application linéaire, alors kerT est un s.e.v. de E, et
ImT est un s.e.v. de F.

Proposition .3 Soit T : E —> F une application linéaire. Alors :
1. Limage par T de tout s.e.v de E est un s.e.v de F'.

2. L’image réciproque par T de tout s.e.v de F' est un s.e.v de E.
Théoréme .1 Soit T : E — F une application linéaire, alors
T est injective <= kerT = {0g}.
Théoréme .2 Soit T : E — F une application linéaire alors
T est surjective <= Im1T = F.
Théoréme .3 Soit T : E — F wune application linéaire, avec dimFE = n (finie) alors
dimE = dimkerT + dimImT.

Proposition .4 SiT : E — F est linéaire el dimFE = dimF = n alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

— T est bigective.

— T est injective.

— T est surjective.

Le Théoréme Noyau-Image implique :

Proposition .5 SiT : E — F est linéaire et E est de dimension finie n alors :

1. T est injective si et seulement si ['image par T de toute famille libre dans E est une
famille libre dans F.

2. T est surjective si et seulement si l'image par T de toute famille génératrice dans E est
une famille génératrice dans F.



1 Rang d’une application linéaire

Définition .5 Soit T : E — F une application linéaire. On appelle rang de T la dimension
de ImT. On le note
rgT = dimImT = dimT(E).

Remarque .2 Si B est une base de E alors le rang de T est le nombre de vecteurs linéairement
indépendants dans T'(B) l'image par T' de la base B.
2 Opérations sur les applications linéaires

Définition .6 L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est notée L(E, F).
On munit L(E, F) de l'addition des fonctions et la multiplication par un scalaire comme suit :

Ve e E:(f+9)(x) = f(x)+g(z),

et
Ve e E.Va e R: (af)(z) = af(z).

Alors :

Proposition .6 L(E, F) munit de l'addition et de la multiplication a une structure d’espace
vectoriel.

FExercices

Exercice 1 :

Les applications suivantes de E dans F' sont elles linéaires ? Si oui, déterminer une base du
noyau et une base de ['tmage.

1.E=F=R%VY(z,y) e R*: f(z,y) = (2z + 3y, x).
2.E=F=R*V(x,y) e R*: f(z,y) = (y,x +y+1).

8. E=R}F=RV(z,y,2) ER: f(x,y,2) =2+ 2y + 2.

4. E=F=R*V(z,y) e R?: f(z,y) = (z + y,xy).

5 E=F=R\VreR: f(z) =2°

Exercice 2 :

Donner dans chaque cas la dimension du noyau de f, puis le rang de f.
L application f est-elle injective ? surjective ¢ bijective ?

1 f R = R3 f(x,y,2) = (y,2,7).

2. [ R =R fr,y,2) = (x+y,y+ 2,2 — 2).

8 f:C*—=CY flr,y,2) = (z+y+2)(1,4,—1,1).

4. f:CE = CH f(o,y) = (x —y, 2+ iy, (2+ i)z +y, 3iz + y).

5. f:R3 = R3 f(x,y,2) = 2x +my — z,2x + 2y, x — 22), selon la valeur du paramétre réel m.

Ezxercice 3 :

Soit Ry[X] Uensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 4.
Montrer que Uapplication f de Ry[X] dans lui méme, définie par f(P) = P — P’ est linéaire.
L’application f est-elle injective ? surjective ?

Exercice 4 :



Soit f Uapplication de R3 dans R3 définie par f(x,y,z) = (—x + 2y + 2,y + 32, 2x — 2y + 42).
a. Donner une base de l'image et une base du noyau de f. Décrire ['image de f par un systéme
d’équations linéaires.

b. Soit E le sous-espace vectoriel de R® d’équation x = y. Quelle est la dimension de E ¢ Don-
ner une base de f(E) et une base de f~1(E).

Ezxercice 5 :

Soit f: R,11[X] = R,[X] définie par f(P) = (n+1)P — XP'.

1. Justifier que f est bien définie et que c’est une application linéaire.

2. Déterminer le noyau de f.

3. Montrer que f est surjective.

Ezxercice 6 : (SUPP)

Soit E et F' deuz espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E dans
F'. Montrer que f est un isomorphisme si et seulement si l'image par [ de toute base de E est
une base de F.

Exercice 7 : (SUPP)

Soient E un espace vectoriel réel de dimension 3, (e, ea, e3) une base de E et A un réel.
Montrer que les relations fi(e1) = e1 + eq, fa(ea) = €1 — eq, et fr(es) = e1 + Aes, définissent
une application linéaire f) de E dans E.

Comment choisir X pour que f\ soit injective ¢ surjective ¢
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