Exercice 3 :
La loi de X est absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue) et admet la densité

400 1 2

fx(z) = 3 f(X,Y)(ﬂf,y)dy:\/%e_;.

Alors X est de loi normale centrée réduite. La loi de Y est égale a celle de X. Pour calculer la
loi de X + Y, soit une fonction g : R — R continue et bornée.
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Elg(X +Y)] = 5 /R oz + e~ 5 dudy.

Nous utilisons la transformation :
1
(u,v) = (x + y,x — y), c’est-a-dire(x, y) = E(u +v,u —v).

D(z,y)
D(u,w)

est donné par

det (

Le calcul de E[g(X + Y')] donne

Le jacobien
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E[g(X+Y)] = QL /R glzty)e 3 dady = 5 g(u)e”
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dudv = — [ g(u)e”
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On peut intégrer d’abord par rapport & v et on rappelle que

1 v2d
l=—— [ eTdo.
zﬁ/ﬂf v

On trouve 5

Blo(X + V)] = 5= [ o) exp—"d

alors X + Y suit la loi normale centrée de variance 2 N(0, 2).

On observe qu’on obtient également que X —Y — AN(0,2).

Déterminons enfin la loi de X2 + Y2, On procéde de la méme maniére que pour déterminer la
loi de X + Y. DE méme et en passant en coordonnées polaires a la transformation :

(z,y) = (rcosf, rsind)

on associe son inverse qui a (r, #) associe (x,y).
C’est un C* — difféomorphisme de R x [0, 27| dans R* — {(0,0)}. Le jacobien g((m,y) est donné

r,0)
par
D(z,y) _ 6—f B cosf —rsinf) 1
D(T,G)_det(gy = G606 reost T2

or
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Alinsi,

1 _z2+y2
E[g(X*+Y?)] = %/ g(a® +y)e” = dudy
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:/ g(r*)re 2 dr = 5/ g(s)e 2ds.
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Il s’agit de la densité de la loi exponentielle de paramétre %

Exercice 4 :
Puisque le vecteur aléatoire (X,Y ) admet une densité, chacune des variables X et Y admettent
une densité, avec

x>—/Rf(X,Y)(xay)dy et fY(y)—/Rf(X,Y)(%Z/)dx

On trouve

1
fx(x) = /R“é[o,lP(I,y)dy = /R“A[o,u(x)“é[o,l](?/)dy :%[0,1](1‘)/0 dy :%[07 1](x).

Ainsi, X suit la loi Ujp ;). Le méme calcul montre que Y suit également la loi uniforme sur
I'intervalle [0, 1].

Pour calculer la loi de Z, considérons une fonction mesurable bornée g : R — R et utilisons
le théoréme de transfert, on a

Elg(Z)] = Elg(XY)] = ZR2g(xy) f (X, Y )(z,y)dzdy = Z[0,1]2g(zy)dzdy.
On pose t = xy et on cherche une autre variable v qui dépend de x et de y et telle que

I’application
(l‘, y) — (t(l’, y)a u(m, y))

soit bijective, de classe C' et admette une fonction réciproque de classe C*. Par exemple on
peut poser u(z,y) = x.
Alors la transformation inverse est telle que

(t,u) — (x,y) = (u, tu)

Remarque : nous devons nous restreindre a (x,y) €]0, 1] x [0, 1] pour assurer que u ne soit pas
nul, mais cela suffit puisque c’est, & un ensemble négligeable prés, le domaine sur lequel nous
intégrons.

Déterminons le domaine dans lequel (t,u) varie lorsque (x,y) décrit ]0, 1[? (considérer ce domaine
encore un peu plus petit ne change rien a I'intégrale et simplifie le calcul du domaine de (¢, u)).
On au =z €]0,1] et t = zy €]0, 2[=]0, u[. Ainsi,

(t,u) € D = {(a,b) €)0,1[*;a < b}.

De plus, pour tout (t,u) € D, le couple (z(t,u),y(t,u)) = (u,tu) appartient a |0, 1[2.
Calcul du jacobien : pour tout (¢,u) € D, le jacobien de la transformation (t,u)— (z(¢, u), y(t,u))

est D( ) 5 o
T,y & = 0 1 1
=det| 8 Q| =det =——.
D = (8 &)=l )=

Ce ci donne

g(zy)dxdy = / g(t) )%‘ dtdu
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(—logt)dt = / g(t)(—logt)H¥ o1 (t)dt.
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La densité de 1a loi de Z = XY est donc

fz(t) = —lOgt“é[oyl] (t)

Exercice 5 :
1. S’il existe, ce réel c est I'unique réel tel que la fonction f(xy) soit positive et telle que son
intégrale sur R? par rapport a la mesure de Lebesgue vaille 1. La fonction fix,y) est positive.

1= / ka—lyl—le—ﬁ(x—f—y)dxdy _ C/ xk—le—azdl,/ yl_le_eydy.
R+2 R+ R+

On montre, par récurrence sur n > 0 et en utilisant une intégration par parties pour passer
d’un rang au suivant, que

Vn > 0,/ e Fdr = n!.
Ry

Ensuite par un changement de variables linéaires, on en déduit que les intégrales plus haut
valent respectivement

(k=D et (I—1)07"

. . k41
Ainsi, ¢ = ( 0

(G La loi de X est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue,
de densité

ek k—1 _—0x
fx(z) :/Rf(X,Y)(xay)dy: = 1)!37 e "Wr, ().

Pour k£ =1, on reconnait la loi exponentielle de paramétre 6.
2. En utilisant le changement de variables

1
(m,y)zE(u—Fv?u—v), alors z+y=u et

pour toute fonction g : R — R continue et bornée, on a
gk—i—l
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Elg(X +Y)] = / g(z +y)aF Ty e P K s oy dady
RQ

En utilisant le fait que v > 0 et u — v > 0 équivalent aux conditions u > 0 et |[v| <w et —1
intégrations par parties nous obtenons

/“ (4 0)* ( — 0)' el (I —1)!(k—1)! / (0 1 w2y = (1= 1)k —1)! /% .

u (k+1-2) J_, (k+1-2)!
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On en déduit alors
g+ (I—1Dl(k—-1)!
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XY = D e /R+g(“)€ (k+1—1)! R
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= - - - ud .

(k+l_1>!/IR+g(u)u e du

Ainsi, X + Y suit une loi I'(6, k + 1).



Exercice 7 :
Soient aq,...,a, € R. En écrivant la définition de la matrice D puis de la covariance, puis en
utilisant la linéarité de I'espérance mathématique nous avons

Z a;Dja; = Z a;Cov(X;, X;)a; = Z aE[(X; — E[X,]) (X, — E[X,])]a;
> ai(Xi — BIX])a; (X, — E[X])

ij=1

= Z Ela;(X; — E[X1])a;(X; —E[X;])] =E

ij=1

n

> ai(X; - ELX; ZaJX E[Xj])

i=1 j=1

=F

(ZaZX E[X ))2

La quantité qui nous intéresse est donc ’espérance d’une variable aléatoire positive et intégrable
c’est donc un nombre réel positif.

Exercice 3 :
La loi de X est absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue) et admet la densité

+o0 1 2

fx(z) = 3 f(X,Y)(:c,y)dy:me_f.

Alors X est de loi normale centrée réduite. La loi de Y est égale a celle de X. Pour calculer la
loi de X + Y, soit une fonction g : R — R continue et bornée.

1 22442
Elg(X +Y)| = Dy / glr+y)e” s dzdy.
Nous utilisons la transformation :
1
(u,v) = (x + y,x — y), ’est-a-dire(z,y) = §(u +v,u— ).

D(z,y)
D(u,v)

est donné par

det (

Le calcul de E[g(X + Y)] donne

Le jacobien
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On peut intégrer d’abord par rapport a v et on rappelle que

1
l=—+ [ e 7
2\/%/]R6
2

Elg(X +Y)] 2\/_/ exp—4du,

alors X + Y suit la loi normale centrée de variance 2 N(0, 2).

On observe qu’on obtient également que X —Y < N(0,2).

Déterminons enfin la loi de X2 + Y2, On procéde de la méme maniére que pour déterminer la
loi de X 4+ Y. DE méme et en passant en coordonnées polaires a la transformation :

On trouve

(z,y) = (rcosf, rsind)

4



on associe son inverse qui a (r, ) associe (z,y).
C’est un C* — difféomorphisme de R* x [0, 27| dans R* — {(0,0)}. Le jacobien g((x,y) est donné

r,0)
par
D(x,y) 9r 0z\ cos —rsing) 1
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Il s’agit de la densité de la loi exponentielle de paramétre %

Exercice 4 :
Puisque le vecteur aléatoire (X,Y ) admet une densité, chacune des variables X et Y admettent
une densité, avec

fx(f):/Rf(X,Y)(%y)dy et fY(y):/Rf(X,Y)(xay)dx'

On trouve

1
fX(m) = /RH‘[o,l]z(x,y)dy = /R“é[o,l}(l’)“é[o,l](y)dy :“‘[0,1] (95)/0 dy :“4[0, 1](55)

Ainsi, X suit la loi Uj,;). Le méme calcul montre que Y suit également la loi uniforme sur
Iintervalle [0, 1].

Pour calculer la loi de Z, considérons une fonction mesurable bornée g : R — R et utilisons
le théoréme de transfert, on a

Elg(Z)] = E[g(XY)] = ZR2g(xy) f(X,Y)(x,y)dzdy = Z[0,1]2g(zy)dzdy.

On pose t = zy et on cherche une autre variable u qui dépend de x et de y et telle que
I’application
(xay) — (t(x,y),u(:c,y))

soit bijective, de classe C' et admette une fonction réciproque de classe C*'. Par exemple on
peut poser u(z,y) = x.
Alors la transformation inverse est telle que

(t,u) — (x,y) = (u, tu)

Remarque : nous devons nous restreindre a (z,y) €]0, 1] x [0, 1] pour assurer que u ne soit pas
nul, mais cela suffit puisque c’est, & un ensemble négligeable prés, le domaine sur lequel nous
intégrons.

Déterminons le domaine dans lequel (t,u) varie lorsque (x,y) décrit ]0, 1[? (considérer ce domaine
encore un peu plus petit ne change rien a intégrale et simplifie le calcul du domaine de (¢, u)).
On au=ux €]0,1] et t = zy €0, 2[=]0, u[. Ainsi,

(t,u) € D = {(a,b) €]0,1[* a < b}.



De plus, pour tout (¢,u) € D, le couple (z(t,u),y(t,u)) = (u,tu) appartient a ]0, 1[2.

Calcul du jacobien : pour tout (¢,u) € D, le jacobien de la transformation (t,u)— (z(t,u), y(t,u))
est
D(z,y) 9z Jz 0 1 1
—det (8L 9 ) = det I
by~ (& B)=eet (Y )=

Elg(Z)] = /[0 , 9(zy)dzdy = / g(t)'g((i’z))‘dtdu
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La densité de 1a loi de Z = XY est donc

fz(t) = —logt ¥po1(t).

Ce ci donne

Exercice 5 :
1. §’il existe, ce réel c est I'unique réel tel que la fonction f(xy) soit positive et telle que son
intégrale sur R? par rapport a la mesure de Lebesgue vaille 1. La fonction f(xy) est positive.

1:/ k lyl 1, —6(z+y) dl’dy_C/ mk—le—a;rdx/ yl—le—eydy.
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On montre, par récurrence sur n > 0 et en utilisant une intégration par parties pour passer
d’un rang au suivant, que

Vn > 0,/ e Ydx = nl.
Ry

Ensuite par un changement de variables linéaires, on en déduit que les intégrales plus haut
valent respectivement
(k—1DW07F et (1-1)07"

Ainsi, ¢ = % La loi de X est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue,

de densité
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Pour k£ = 1, on reconnait la loi exponentielle de paramétre 6.
2. En utilisant le changement de variables

1
(x,y):§(u+v,u—v), alors z+y=u et

pour toute fonction g : R — R continue et bornée, on a
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En utilisant le fait que v > 0 et u — v > 0 équivalent aux conditions u > 0 et [v| <wuw et [ —1
intégrations par parties nous obtenons

v . . [—D!(k—1) [ . I—DW(E—=1! [ .,
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=DM D s i
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On en déduit alors
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Ainsi, X + Y suit une loi I'(6, k + 1).

Exercice 7 :

Soient aq,...,a, € R. En écrivant la définition de la matrice D puis de la covariance, puis en
utilisant la linéarité de I’espérance mathématique nous avons

n

i a;Dija; = Z a;Cov(Xi, X;)a Z a;E[(X; — E[X])(X; — E[X]])]a;

ij=1 ij=1 ij=1
n

S au(X, — E[X])a (X, — E[XJ])

1,j=1

—E (Z a;(X; — E[XZ-]))

- Z Ela;,(X; — E[X1])a;(X; — E[X;])] = E

1,j=1

n n

=E ) a(X; - E[Xi]) ) a;(X; — E[X/])

i=1 j=1

i=1

La quantité qui nous intéresse est donc I'espérance d’une variable aléatoire positive et intégrable
c’est donc un nombre réel positif.



