INTERPOLATIONS DE FONCTIONS

Le probleme :

Soit un ensemble de n points : xg, x;...Xx,,_1 et pour chaque point on connait la valeur d’une
fonction f inconnue : f(xg), f(x1), ..., f (x,—1) (les f(x;) seront aussi notés f; ).

Question : Quelle est la valeur de f sur les points intermédiaires ?

* Pour cela on doit supposer un modéle mathématique de f (polyndme, somme de sinus
etc...)

* On doit aussi savoir si:

1) Les f(x;) sont-elles des valeurs exactes ?

2) Les f(x;) sont-elles des valeurs approchées (ex : pts de mesure) ?

1.1 INTERPOLATION POLYNOMIALE
L’interpolation polynomiale est utilisée dans le cas ou les f(x;) sont des valeurs exactes. Elle
consiste a remplacer la fonction f(x) par un polynéme P(x). Pour le déterminer, on présente

trois méthodes.

11.1.1 Décomposition polynomiale
Supposons que f est polynomiale.
Avec n points on peut construire un polyndéme de degré n-1 :
f(x) = P(x) = Y4 a;xt (3.1)
Pour calculer les coefficients a; , On a n éguations a n inconnues :
Les inconnues sont les coefficients a;
Et les n équations sont : P(x;) = f; ou les f; sont les valeurs de f aux points x;
=> Cela peut s’écrire matriciellement :

Ao+ aixh+ - +a,_xF =1, n équations a n inconnues
<« les a; sontles inconnues

1 -1 _ ' .
ap+a1x,_ 1+ -+ a1 X521 = fna les x! sont les coefficients
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On résout le systeme par les méthodes décrites au chapitre 1.

Exemple : Calculer le polyndme d’interpolation de la fonction f donnée par le tableau :

X; 0 2 4 6
fx)=f |0 4 10 |4

On a 4 points, le degré du polynéme < 3

En remplagant les x; par leurs valeurs, on obtient :

10 0 0\ /% 0
12 48 |[@&)_[4
1 4 16 64 || a 0
1 6 36 216/ \as 4

. . \ 20 1
La résolution du systéme donne : ay = 0, a; = <5 02 = -3,a3 = 3
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f(x)zP(x)zz:aixf =O+?x—3x +§x
i=0

111.1.2 Polyndme de Lagrange
Pour calculer le polynome d’interpolation, Lagrange propose la forme suivante :

P(x) = Y154 a;L;(x) (3.3)

- (x—x;)
a; = fietLi(x)= ?z(},j;ti (xl,_x]j)

(3.4)

Les L;(x) sont des polyndmes de degré n-1 : produits de (x — x;) pour j # i.
Pour I’exemple précédent, on a :

(x=2)(x - -6) =0 -9 -6)

LW =0—20-»0-6’ “P=z-oz-sHz-6

(= 0)(x—2)(x — 6) = 0)(x—2)(x— 4)

LO=G-oa-2e-6 P =G-o6-26-9
P(x) =0 XLo(x)+4x Li(x) +0XL,(x) +4x Li(x) = ?x — 3x? +%x3

111.1.3 Polyndme de Newton



Pour calculer le polynéme d’interpolation, Newton propose la forme suivante :
P(x) = flxo]l + flxo, x1]1(x — x0) + flx0, %1, %21 (x — x0) (x — 21) + -

+f[x0, X1, ooy Xp—1](x — x0) (x — x1) oo (X — X, _2)

Ce polynome peut s’écrire sous la forme suivante
P(x) = 35 flxo, x1, ., 2] TTjZo(x — x;) (3.5)
On prend par convention : [T 2y(x —x) = 1
La quantité f[xo, x1, ..., x;] s’appelle i™ différence divisée de f aux points xo, x1, ..., X;
flxol = f(x0)
flx1] = flxol

f[xO'xl] = X, — %o
f[xo,xLxZ] = f[xl’xi :igxo,xl]

Soit la forme génerale :

Flxo, x1, 0 x;] =L ["1'---'xiii—fizo,--uxi_l] 36)
Pour I’exemple précédent :
xo=0 flx]=0 f[xo,x1]=ﬁ=2 o] = 22 1
2 z i ;gj z g flxwx] = g =2 f[xo’ xl, xz] _ 24—_(0_2) —1 flxo, x1,x2,x3] = 1;(__01) =§
X356 flxl=4 floxl=io=2 " 0 67

En reportant les valeurs écrites en gras dans le polynéme de Newton, on obtient :

1 20 1
P(x)=0+4+2(x—0)—1(x—0)(x—2) +§(x— 0)(x—2)(x—4) =g X 3x? +§x3
Cas des points équidistants
Si les points xg, xq...x,_1s0nt équidistants (x; —xy = x; — Xy = - = X1 — X,—p = h = Cte),
le polyndéme de Newton devient :
A f (xo) A*f (xo)
— A0
P(x) = AF (x0) + — 5 (X = 20) + 57 (r = x0) (e —x0y) o+
An—l ( )
+(n_1)% (x —x0)(x — x1) ... (x — x,_5)
—1 A (x0) ryi—
P(x) = X0 — - TTi=5(x — %)) (3.7)

avec .

Aof(xi) = f(x;)



Alf(xo) = Aof(x1) - Aof(xo)
C’est-a-dire :

A f(xg) = A7 (xg) = A1 f () (3.8)
Pour I’exemple précédent, les points x; sont équidistants (x; — xg = x; — %1 = x3 — x = 2):
Xg = 0 Aof(x()) =0
x1 =2 A%f(x) =
X2 =4 AOf(x) =
X3 =6 Af(x;) = 4
En reportant les valeurs (écrites en gras) dans le polyndme de Newton, on obtient :

Alf( 0)=4—-0=4
Alf(xl) =0-—4=—4
Alf( 2)=4-0=

N f(xg) = —4—4=

) = 4 () = G0 =0- (=16

P(x)=0+1 (x—O)—Zx22(x—O)(x—Z)+6>1<633(x—0)(x—2)(x—4)
_20 a1
=5 X- x? +3x

II1.1.4 Erreurs de ’interpolation

L’interpolation polynomiale sert a remplacer une fonction f (inconnue ou compliquée) par un
polyndme, il s’agit donc d’une approximation, et par conséquent il est important d’étudier
I’erreur d’une telle approximation.

Soit [a, b] un intervalle qui contient tous les points x, ..., x,_1, Si la fonction f est n fois

dérivable dans [a, b] alors on peut montrer que :

F(0) = PG| < 22 [T (x — x| avec M, = max |f®) (3.9)

x€[a,b]
Exemple : Avec quelle précision peut-on calculer v115 a I’aide du polynome d’interpolation
pour la fonction f(x) = +/x si les points d’interpolation sont : x, = 100, x; = 121, x, = 144

Réponse :

|V115 p(115)|<_ My= max |f®)]

x€[100,144]

1_[(115—x)
3

fx) =x% f'(x) = QX‘“Z; f ) = zx‘”z: [ =gxml

Dans [100, 144], f® est décroissante, d’oit M3 = >10075/2 = 21075

§10
V115 — P(115)| < 8

|(115 — 100)(115 — 120)(115 — 144)| = 0.006

II1.1.5 Limites de ’interpolation
L’interpolation polynomiale est la base de nombreuses techniques numériques, en particulier

les techniques d’intégration approchée. Cependant elle a des limites :



1- théoriques : on n’est pas assur¢ de la convergence du polynome d’interpolation vers la
fonction interpolée lorsque 1’on fait tendre le nombre de points d’interpolation (et donc le

degré du polyndéme) vers ’infini (Figure 7)
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En pointillés : la fonction f(x), en traits pleins : le polyndme d’interpolation

Figure 7 : Divergence de I’interpolation polynomiale pour la fonction f(x) =

de degré 10 construit sur 11 points réguliérement espacés



