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INTRODUCTION

Ce cours d’Analyse Numeérique et Programmation est destine aux étudiants du semestre 4 des
sciences techniques du systeme LMD. lls couvre les deux matiéres « Math5 » et « Méthodes

Numériques Appliquées ».

Ce cours est le résultat de mon expérience en tant que responsable de la matiere MATH 5 a la

Faculté de Technologie de 1I’Université Abou-Bekr Belkaid — Tlemcen.

Nous avons tenu a faire ce cours avec la grande simplicité possible, de telle maniere que
I’utilisateur peut se retrouver quel que soit son niveau de mathématiques. Pour chaque
chapitre, nous avons donné I’essentiel sans entrer dans les détails qui peuvent éloigner
I’utilisateur du but. Parmi les nombreuses méthodes existantes, nous avons choisi pour chaque
chapitre, les méthodes les plus robustes et les plus utilisées. Pour chaque méthode, nous avons
donné 1’algorithme et le programme correspond en langage matlab. Nous avons joint aussi les

sujets d’examens de quelques années de la matiere Mathb5.

Le chapitre 1 est consacré a la résolution des systemes d’équations lin€aires. Nous n’avons
pas présenté les méthodes itératives car avec la montée en puissance des ordinateurs, ces
méthodes qui possedent a I’origine un probléme de convergence, ont céde la place aux
méthodes directes qui sont largement plus utilisées actuellement. Parmi les méthodes directes,
deux se distinguent, la méthode d’élimination de Gauss et la méthode de décomposition LU.

Ces deux méthodes ont fait I’objet du premier chapitre.

Le deuxiéme chapitre est conscaré a la résolution des systémes d’équations non linéaires.

Nous avons d’abord présenté les méthodes permettant de résoudre une seule équation non
linéaire puis nous avons généralisé a un systeme de n équations. Une attention particuliére a
été prétée a la célebre méthode de Newton-Raphson. Cette méthode posséde une convergence
quadratique et peut facilement étre génégalisée pour résoudre un systéme d’équations non

linéaires.



Le troisieme chapitre est consacré a l’interpolations des fonctions qui est la base de
nombreuses techniques numériques, en particulier les techniques d’intégration approchée.
L’interpolation polynomiale sert a remplacer une fonction donnée tabulairement par un
polynéme. Nous avons présenté le p6lynome de Lagrange et celui de Newton. Nous avons
aussi montré les limites de ’interpolation, et que dans le cas ou le nombre de points dépasse
la dizaine et/ou les valeurs de la fonction a interpoler ne sont pas exactes alors 1’interpolation
devient instable et fausse. Nous préférons utliser dans ce cas une approximation au sens des
moindres qui sert a trouver le meilleur modéle mathématique représentant le nuage des

données.

Le quatriéme chapitre est consacré a la description des différents méthodes permettant de
calculer numériquement 1’intégrale d’une fonction. Nous avons présent¢ la méthode de
Newton-Cotes (Rectangles, Trapezes, Simpson) et celle de Gauss qui trés utilisée dans le

domaine de la modélisation numérique par la méthode des eéléments finis.

Le cinquiéme chapitre est destiné a la résolution des équations différentielles ordinaires de
premier ordre connues sous le nom de probleme de Cauchy ou problémes a valeurs initiales.

Nous avons presenté les différentes méthodes utilisées notamment les méthodes implicites
(Euler, Crank-Nicholson...) et les méthodes explicites (Euler, Runge-Kutta....). Nous avons

discuté I’avantage et I’inconvénient de chaque méthode.

J’ai joint aussi quelques sujets d’examens que j’ai proposés a mes étudiants de 2emes années
ST du systéeme LMD dans le cadre de la matiere MATH 5.



TABLE DES MATIERES

Résolution des systemes linéaires

I.1 Introduction

1.2 Méthode de Gauss et stratégie du choix du pivot
Programme matlab de 1’algorithme de Gauss (sans pivot)
Programme matlab de 1’algorithme de Gauss (pivot partiel)
Programme matlab de 1’algorithme de Gauss (pivot total)

1.3 Méthode de décomposition LU
Programme matlab de décomposition LU

1.4 Exercices corrigés

Résolution des systémes non linéaires

I1.1 Résolution d’une équation algébrique de type f(x) =0

I1.1.1 Méthode de dichotomie, algorithme et programme

11.1.2 Méthode du point fixe, algorithme et programme

11.1.3 Méthode de Newton-Raphson, algorithme et programme
I1.2. Méthode de Newton-Raphson pour les systémes non linéaires,
Algorithme et programme.

11.3 Exercices corrigés

Interpolations de fonctions

[11.1 Interpolation polynomiale

I11.1.1 Décomposition polynomiale

I11.1.2 Polynbme de Lagrange, exemples et programme

111.1.3 Polynbme de Newton, exemples et programme

111.1.4 Erreurs de I’interpolation

I11.1.5 Limites de I’interpolation

I11.1.6 Interpolation par des splines

I11.2 Approximation au sens des moindres carrés, exemple et programme

Modele polynomial

O© ;1 N P =

12
13
16
17

23
23
23
25
31
34

38

43
43
43
44
45
47
48
49
49
51



Modele exponentiel 58

I11.3 Exercices corrigés 60
Méthodes d'intégration numérique 63
IV.1 Méthode des rectangles, exemple et programme 63
IV.2 Méthode des rectangles, exemple et programme 64
IV.3 Méthode des trapezes, exemple et programme 66
IV.4 Méthode de Simpson, exemple et programme 68
IV.5 Méthode de Newton-Cotes 71
IV.6 Formule de quadrature 72
IV.7 Méthode de Gauss, exemple et programme 72
IV.8 Intégrale impropre 75
IV.9 Exercices corrigés 76
Résolution des équations différentielles ordinaires 81
V.1 Probleme de Cauchy 81
V.2 Principe général des méthodes numériques 81
V.3 Méthodes a un pas 82
V.4 Algorithmes des différents schémas 86
V.4.1 Schémas Explicites (Euler, Euler modifié, Runge-Kutta d’ordre 2 et 4) 86
V.4.2 Schémas Implicites (Euler, Crank-Nichoson) 86
V.5 Exemples et Programmes 87
V.6 Stabilité et ordre de précision 97
V.7 Méthodes a pas multiples 99
V.8 Conclusion 100
V.9 Exercices corrigés 101
Examens de math5 avec solutions 103

1. Examen 2010
2. Examen de rattrapage 2010
3. Examen 2011
4. Examen de rattrapage 2011
5. Examen 2012



6. Examen de rattrapage 2012
7. Examen 2013

8. Examen de rattrapage 2013

9. Examen 2014

10. Examen de rattrapage 2014

Références

139



RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

1.1 Introduction
1.1.1 Définition

On appelle systéme carré d’équations linéaires a coefficients réels un systéme du type :

( a11x1 + a12X2 + .- alnxn = b1 L1 (1ére llgne)
(S) ialel + a22X2 + aann = bz LZ (Zeme llgne) (11)
Ap1X1 + ApaXy + -+ QupXp = by, L,, (n°™¢ ligne)

On peut aussi écrire le systéeme (S) sous une forme matricielle :

a1 o Qi /X b4
An1 - App Xn bn
A X b

Ou n est le nombre d’équations (ou le nombre des inconnues), les a;; et les b; sont des réels
donnés, les x; sont les inconnues du systéeme. Résoudre le systeme revient a déterminer les

inconnues x;.

1.1.2 Propriétés

L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire ne change pas si on effectue sur les équations
les opérations élémentaires suivantes :

(1) on multiplie une ligne de (S) par un coefficient non nul.

(2) on remplace la ligne L; de (S) par L; + cL, ou r et i sont des numéros de ligne et ¢ un réel
quelconque.

(3) on permute deux lignes du systeme (S).

(4) on permute deux colonnes du systéme (S), ce qui signifie que I’on change 1’ordre des

inconnues (c’est une manipulation qui peut, pour un humain, s’avérer source d’erreur).

1.1.3 Exemple
En utilisant la propriété (2), on peut passer d’un systéme a un autre. Ces systemes sont tous
équivalents :
2x1 +3x, —x3 =5 L 2x1 +3x, —x3 =5 Ly
(Sl) 4x1 + 4x2 - 3x3 = 3 L2 = (52) 0 _2x2 _x3 = _7 LZ - 2 L1
_le + 3x2 - x3 = 1 L3 0 +6x2 _2x3 = L3 + Ll



2x;  +3x; —x3=5 L 2x; +3x, —x3 =05 L,
(Sz){ 0 —2x —x3 =-7 Lo (53){ 0 —2x, —x3 =7 L,
0 +6x, -—2x3=6 Ls 0 0 —5Sx3=-15 L3+ 3L,

Ainsi, les trois systémes sont équivalents :

2x1 + BXZ — X3 = 5 le +3x2 —X3 = 5 2x1 +3x2 —X3 = 5
4‘x1 + 4x2 - BX3 = 3 = { O _2x2 _X3 = _7 = { 0 —sz _x3 = _7
_le + 3x2 — X3 = 1 O +6x2 _ZX3 = 6 0 0 _5x3 = _15

(S1) (S2) (S3)
Ou sous une forme matricielle :

2 3 —1\/%1\ /5 2 3 -1\ /% 5 2 3 -1\ (% 5
—2 3 -1/\s/ M/ N0 6 -2/ \x 6 0 0 -5/\s/ \-15

Al x bt A? x b2 A3 x b3

On remarque que la matrice A% est une matrice triangulaire supérieure, ce qui rend le systtme S

facile a résoudre :

—15
X3 =_—5=3
_7+x3
X2=_—2=2
5—3x, +x3
aETT T

Autrement dit, si on parvient a mettre le systtme a résoudre sous forme triangulaire
supérieure, on pourra, en remontant par le bas, résoudre successivement toutes les équations.

C’est le principe de la méthode de Gauss.

1.2 Méthode de Gauss

La méthode de Gauss consiste a résoudre un systeme linéaire en utilisant les propriétés
d’échanges et de combinaisons linéaires vues précédemment afin d’obtenir un Systéme
triangulaire équivalent au systeme initial. Précisons que cette méthode est automatique, c¢’est-

a-dire s’applique de la méme manicre a tout systéme. On parle de I’algorithme de Gauss.

1.2.1 Description de I’algorithme de Gauss sur un exemple

Soit a résoudre le systeme suivant :

10x; + 5x, + 5x3 =25 I, 10 5§ 5 0 25

s 2x; + 5%, + 7x3 +4x, =1 L, = 2 5 7 4 pr=| 1
1 4x; + 4xy + x5 +4x, =12 L 4 4 1 4 12
—2x1 — 2%X3 +x3 —3x4 =—10 1L, -2 -2 1 =3 -10



On va d’abord procéder a la triangularisation du systéme, cette partie contient (n — 1) étapes

de transformation.

1% étape 1 k=1

a- on ne touche pas a la ligne L,

1
b- pour les autres, on remplace chaque ligne L; par L; — %Ll (i=234)
11

1
- Pouri = 2onremplace L, par L, — %Ll =1L, — 12—0L1 =L,—-02L,
11

1
- Pouri = 3 onremplace L; par L — %Ll = L3 — f—OL1 =L;—04L,
11
1 —
- Pouri =4 onremplace L, par L, — %Ll = L4 — 1—§L1 =L,+02L,4
11
On obtient apreés calcul :
10x1 + 5x2 + SX3 = 25 Ll 1OX1 + 5x2 + 5x3 = 25 Ll
le + 5x2 + 7X3 + 4'x4 =1 L2 0+ 4'x2 + 6x3 + 4x4 = —4 LZ - 0.2 Ll
(1) _ < (S,) _ — _
4xy +4xy +x3 +4x, =12 L3 0+ 2x, —x3 4+ 4x, 2 L3—041L,
—2x; — 2%, +x3 —3x, = =10 L, 0—x,+2x3—3x4 =-5 L,+02L4
On réécrit le systeme et la matrice obtenus :
10x; + 5x, +5x3 = 25 Lg 10 5 5 0 25
(s,) 0+ 4x, + 6x5 +4x, = —4 L, 42 = 0 4 6 4 b2 —4
2210+ 2x, —x3+4x, = 2 Ls o 2 -1 4 | 2
0 - xZ + ZX3 - 3X4 = _5 L4_ 0 —1 2 —3 —5
2°™ étape 1 k = 2

a- on ne touche pas aux lignes L, et L,

2
b- pour les autres, on remplace chaque ligne L; par L; — Z%LZ (i=34)
22

2
- Pour i = 3 on remplace Ly par Ly — =21, = L; — 2Ly =Ly — 05 L,
22

2 —
- Pouri =4 onremplace L, par L, — %LZ =L, — TlLl =L,+025L,
22
On obtient apreés calcul :
10x1 + 5x2 + SX3 = 25 Ll 10x1 + 5x2 + SX3 = 25 Ll
(S) 0+4XZ+6X3+4X4=—4’ LZ@)(S) 0+4x2+6x3+4‘X4_=_4 L2
2200+ 2x, —x3+4x, = 2 Lg 3104+0—4x3+2x, = 4 L3—051L,
0_x2+2x3_3x4 :—5 L4 0+0+3.5.X3_2.X4 =_6 L4+02 5L2

On reécrit le systéeme et la matrice obtenus :

10



10x; +5x, + 5x3 = 25 L 10 5 5 0 25
(S ) 0+ 4X2 + 6X3 + 4‘x4 =—4 LZ A3 _ 0 4 6 4 b3 — —4
3910+0—4x;+2x, = 4 Ly 10 0 -4 2 | 4
0+0+3.SX3_2.X4 = -6 L4_ 0 0 35 _2 _6
3°™ étape : k = 3
a- on ne touche pas aux lignes L, , L, et Ls.
3
b- on remplace ligne L, par L, — %L3 =L, — %L3 =L, +0.875L;
33 -
On obtient apres calcul :
10x1 + 5x2 + SX3 = 25 Ll 10x1 + 5x2 + 5x3 = 25 Ll
0+4xZ+6X3+4X4:—4 LZ ' 0+4x2+6x3+4—x4=—4 LZ
(53) 0+0_4x3+ZX4 = 4‘ L3C>(S) 0+0—4X3+ZX4 = 4‘ L3
0+0+35x;3—2x, =—6 L, 0+0+0-025x, =-25 L,+0.8751Ls
On réécrit le systeme et la matrice obtenus :
10x; +5x, + 5x3 = 25 Lq 10 5 5 0 25
s 0+4x, +6x;+4x, =—4 L, =0 4 6 4 b = —4
0+0—4x3+2x, = 4 Lg 10 0 —4 2 | 4
0+0+0—025x,=-25 L, 0 0 0 —0.25 -25

La triangularisation est acheveée car le systeme (S’) est triangulaire. Pour la résolution, on

commence par le bas :

=25 10
¥ =025
_ 4 —2x, _
X3 = 4
—4 — (6x3 + 4x
x, = ( 3 4) =17
4
25— (5x; +5x3) 9
= 10 -
1.2.2 Algorithme de la méthode de Gauss
La méthode de Gauss est composée de deux parties :
1- Triangularisation :
La triangularisation repose sur la formule suivante:
Li=Li—clLy, (czﬂ),kzl:n—l, i=k+1:n (1.3)
Ak

L’indice k est le numéro de I’étape, k varie de 1 a (n — 1). L’indice i est le numéro de la

ligne L;. Pour chaque valeur de k, i variede k + 1 an.

11



Or:
Li= aij lbi i=1:n
—
j=1mn

Et par conséquent I’équation (1.3) devient :

@jj = Qij — C Ay ay. , _
{bi=bi—Cbk (C—a—kk),k—l.n—l,l—k+1.n,]—k.n (1.4)

2- Résolution
Lorsque I’on a un systéme triangulaire supérieur, ¢’est-a-dire lorsque a;; = 0 pour tout i > j,

alors I’algorithme de résolution fonctionne par parcours inverse.

ai1 Q12 ai; - Qqn X1 by
0 Ay, Ay o Qop /xZ\ bZ
0 0 o | RS B
0 0 0 aii o Qin X - bi
\ 0 0 AT /
0 0 0 0 0 awm/ \x, b,
Xp = —
. i=n—1,..1 (1.5)
_ (Bi=Xjiy ayxj) B .
xX; =
ajj

1.2.3 Programme matlab de I’algorithme de Gauss
%----Resolution d'un systeme linéaire A.x=b par la méthode de gauss
clear all
%---Donner la matrice A et le vecteur second membre b
A=[4 8 12;3 8 13;2 9 18]; b=[4;5;11]; n=length(b);
%---Factorisation
for k=1:n-1
if Ak, k) ==
disp('Attention: pivot nul')
break
end
for i=k+1:n
C=A(i,k)/Ak,k);
b(i)=b(i)-b(k)*C;
for j=k:n
A(l,j)=A(,))-Alk,j)*C;
end

12



end
end
%---Résolution
for i=n:-1:1
x(i)=b(i);
for j=i+1:n
x(1)=x(i)-A(L,j)*x();
end
x(i)=x(i) / A(1,1);
end
%---Afficher la solution
disp('solution =)
disp(x)

1.2.4 Stratégie du choix du pivot

La méthode de Gauss repose sur la formule :

Ak
Li = Li _ Lk
Ak

Le terme ay; s’appelle le pivot. Il est clairement indispensable que ce coefficient ne soit pas
nul. Néanmoins, ce critére, parfaitement acceptable mathématiquement, n’est pas suffisant
numériquement. En effet, ce coefficient peut étre trés faible, entrainant ainsi 1’apparition de
trés grandes valeurs, et donc de grands risques d’imprécisions et d’erreurs numériques. En
fait, la méthode du pivot de Gauss est rigoureuse mathématiqguement, mais la méthode est
assez sensible aux erreurs numériques, en particulier pour les systemes de grande taille.

Une implémentation de cette méthode doit donc impérativement mettre en ceuvre une
stratégie de choix du pivot, consistant a rechercher le plus grand pivot en valeur absolue ou en

module si I’on utilise une matrice a valeurs complexes. On a pour cela plusieurs possibilités :

a- la premiére methode, la plus simple, consiste a observer que I’on peut indifféremment
inverser 1’ordre des équations, sans changer le systéme ni sa solution ; on recherche donc le

pivot défini par max |a;,| et on permute les équations si nécessaire : la recherche du plus
i=k:n

grand pivot se fait donc par colonne, c’est la stratégie du pivot partiel.

b- la deuxieme méthode consiste a rechercher le plus grand pivot par ligne plutdt que par

colonne ; on recherche donc le pivot défini par max |ay;| : I’inconvénient majeur de cette
i=k:n

13



méthode est qu’elle ne conserve pas le systéme initial, mais qu’il faut obligatoirement tenir
compte d’un réagencement des solutions ; cette méthode est donc plus compliquée que la
précédente puisque le programme doit mémoriser toute les séquences de réagencements

successifs afin de pouvoir remettre les solutions dans le bon ordre,

c- la troisieme méthode consiste a mixer les deux méthodes précédentes, et donc a chercher le

pivot défini par max |a;;|, la recherche se fait donc sur lignes et colonnes, c’est la
—— U

i=k:n,j=k:n
stratégie du pivot total, cette méthode a généralement les mémes inconveénients que la

précédente.

Exemple
On considere les deux systémes suivants :

107%x; + x, = 0.5
(Sl){ X1 + Xy = 1

xl + xz = 1
(S2) {1O_kx1 +x, =0.5

Les deux systémes sont équivalents, pour le systéme(S;), on apivot = a,; = 107%, pour le
systeme(S,), on a permuté les lignes et par consequent on obtient pivot = a;; = 1.
Résolvons maintenant le systéeme (S;) par la méthode de Gauss :

10_kx1 + xZ = 05

10~%x; + x, = 0.5
S { 172 =
(51) {(1 —10%)x, =1 —0.510%

x1+x2=1

Utilisant des réels double précision, on obtient alors les solutions suivantes :

Valeur de k 10 12 14 16

solution x; =05

Xy = 05

x; = 0.499989
Xy = 05

x; = 0.499600
Xy = 05

x; = 1.110223
Xy = 05

Résolvons le systeme (S,) par la méthode de Gauss :

(52) {10—7‘19:4)-622 =10.5 = {(1 - 103;;:2: 0.; — 10k

Utilisant des réels double précision, on obtient alors les solutions suivantes :

Valeur de k 10 12 14 16

solution x; = 0.5 x; =05 x; =05 x; =05
x, = 0.5 x, =05 x, =0.5 x, =0.5

14




On constate donc que la résolution du systeme (S;)donne des résultats erronés des que k
devient suffisamment grand, alors que la résolution du systéme (S,) reste parfaitement stable.

D’ou I’intérét de choisir le systéme dont le pivot est le plus grand en valeur absolue.

1.2.4.1 Stratégie du pivot partiel
Le pivot partiel est défini par :

pivot = max |a;| (1.6)

i=k:n

k est le numéro de I’étape.

1.2.4.1.1 Exemple

Soit a résoudre le systeme :
1 6 9\ /%1 1
3 6 9/\x3 3

L= — 2k
i = Lim gl ez
kk i=k+1,3

Ona:

1°" étape : k=1

Pivot=max(|a4|, laz1l,1az11) = lazs| =3

En permutant les lignes 1 et 3, le systéme précédent devient :
3 6 9\ /%1 3
2 1 2)|1*%)=|2
1 6 9/ \X3 1

L,=(3 6 9, 3)

On construit les lignes :

On transforme les lignes :
(Li=(3 69, 3) inchangée

a, 2
L2=L2—a—L1=(2 12,2)—5(369, 3)=(0 -3 —4, 3)
11

a 1
lL3=L3—a—31L1=(169, D-5B369,3 =0 4 6 0
11

On écrit le systeme obtenu :

15



3 6 9\ /% 3

0 4 6/ \x3 0
Pivot=max(|a,,|, |as,|) = las| = 4. On permute les lignes 3 et 2.

3 6 9\ /% 3

0 -3 —4/\x3 0

L,=(3 69, 3)
L,=(0 4 6, 0)
Ly=(0 —3 — 4, 0)

Zéme

étape : k=2

On construit les lignes :

On transforme les lignes :
L, =(3 6 9, 3) inchangée
L,=(0 4 6, 0) inchangée
a -3
Ly=Ls——21,=(0 -3 —4, 0)—— (0 4 6, 0)=(0 0 0.5, 0)
(05%) 4

On écrit le systéme triangulaire obtenu :

3 6 9\(* 3
(0% o )bl (o)
0 0 05/\x3 0

Résolution par le bas : x3=0 x, =0 x;,=1

1.2.4.1.2 Programme matlab utilisant la stratégie du pivot partiel

%----Resolution du linéaire systeme Ax=b avec la methode
% de Gauss utilisant la stratégie du pivot partiel.
clear all
%---Donner la matrice A et le vecteur second membre b
A=[1 2 3;2 1 2;3 1 -4]; b=[-5;-5;6]; n=length(b);
Y%------ Factorisation
for k=1:n-1
I=k; pivot=abs(A(k,k)); %Recherche du pivot partiel
for i=k:n
if abs(A(i,k))>pivot
I=i; pivot=abs(A(i,k));
end
end
if I~=k %permutation de la ligne k avec la ligne i
r=A(k,k:n); A(k,k:n)=A(l,k:n); A(I,k:n)=r;
z=b(k);b(k)=b(I);b(I)=z;
end

16



for i=k+1:n
C=A(i,k)/Ak,k);
b(i)=b(i)-b(k)*C;
for j=k:n
A(l,j)=A(,))-Alk,j)*C;
end
end
end
%---Résolution
for i=n:-1:1
x(i)=b(i);
for j=i+1:n
x(1)=x(1)-A(1,j)*x();
end
x(1)=x(1) / A(i,1);
end
%---Afficher la solution
disp('solution =)
disp(x)

1.2.4.2 Stratégie du pivot total

Le pivot total est défini par :

pivot = max |aij| (1.7)

k est le numéro de 1’étape.
1.2.4.2.1 Exemple
Soit a résoudre le systéme :

1°" étape : k=1

Pivot= max |aij| = asz3 = 6,
i=1:3,j=1:3

En permutant les lignes 1 et 3, le systéeme devient :

3 2 6\ /" 12
1 3 3/ \X3 -2

Puis en permutant les colonnes 1 et 3, le systeme devient :

6 2 3\ /X3 12
3 3 1/ '\ -2

17



Attention : A chaque permutation de colonnes, les inconnues changent de place. Dans notre
cas, I’inconnue x; a changé de place avec x;.
On construit les lignes :

L,=(6 2 3, 12)
L,=(G 22,7
L;y=(3 3 1,-2)

On transforme les lignes :
( Li=(6 2 3, 12) inchangée
I ay, 5 1 -1
Ly=L,——L;=(06 22, 7)—-=(6 2 3, 12)=(0 - —, —3)
6 3 2
2

a1
lL [, -3l =3 3 1,-2) 3(6 2 3 12)—(0 ! 8)
3 N 3 a11 1 N ’ 6 ’ N 2 ’
On écrit le systeme obtenu :
6 2 3 X3 12
(o 13 05)()(8)
0 2 —-05/\x -5/3
2°™ tape : k=2
Pivot= max |aij| =as, =2,
i=2:3,j=2:3
On permute les lignes 2 et 3, le systeme devient :
6 2 3 X3 12
<O 2 —O.5> <x2>=<_5/3>
0 1/3 —0.5/\x -8
On construit les lignes :
Li=(6 2 3, 12)
L,=(0 2 —-0.5, -5/3)
Ly=(0 1/3 —0.5,-8)
On transforme les lignes :
L;=(6 2 3, 12) inchangée
L,=(0 2 —0.5, —5/3) inchangée
Lo=L,—2321,=(0 1/3 —0.5,-8) 1/3(0 2 —05 53)—(0 0 -2 _5)
\3_3a222_ / o 2 - /3)= 12" 3

On écrit le systeme triangulaire obtenu :

6 2 3 X3 12
(o 2 —05 ><x2> =< -8 )
0 0 -5/12/\x ~5/3

Reésolution par le bas : X1=4 x-—3 x3=1

18



1.2.4.2.2 Programme de I’algorithme de Gauss utilisant la stratégie du pivot total

%----Resolution du systeme linéaire Ax=b avec la methode
% de gauss utilisant la stratégie du pivot total
clear all
%---Donner la matrice A et le vecteur second membre b
A=[1 3 3;2 2 5;3 2 6]; b=[-2;7;12]; n=length(b);
% mm est un vecteur qui représente 1'ordre des variables,
% A chaque permutation de colonnes, il faut changer le vecteur mm
mm=1:n;
Y%------ Factorisation
for k=1:n-1
I=k; J=k; pivot=abs(A(k,k)); %Recherche du pivot total
for i=k:n
for j=k:n
if abs(A(i,j))>pivot
I=i; J=j; pivot=abs(A(i,j));
end
end
end
if I~=k %permutation de la ligne k avec la ligne I
r=A(k,k:n); A(k,k:n)=A([,k:n); A(I,k:n)=r;
z=b(k);b(k)=b(1);b(1)=z;
end
if J~=k %permutation de la colonne k avec la colonne J
r=A(1:n,k); A(1:n,k)=A(1:n,d); A(1:n,J)=r;
s=mm|(k); mm(k)=mm(J); mm(J)=s;
end
for i=k+1:n
C=A(i,k)/Ak,k);
b(i)=b(i)-b(k)*C;
for j=k:n
A(i,)=A(L)-Alk,j)*C;
end
end
end
%---Résolution
for i=n:-1:1
x(i)=b(i);
for j=i+1:n
x(1)=x(1)-A(,j)*x();
end
x(1)=x(i) / A(i,3);
end
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%---Afficher la solution
X(mm)=x;

disp('solution =)

disp(x)

1.2.3 Inconvénient de la méthode de Gauss

La méthode de Gauss est une méthode trés efficace, néanmoins, elle posseéde I’inconvénient
majeur suivant :

Pour resoudre Ax=b et Ax’=b’ il faut recommencer la procédure deux fois.

C’est a dire : Supposons que I’on ait un probléme temporel, ou seulement le vecteur b qui
change, la matrice A reste inchangée. Si on applique la méthode de Gauss, on est obligé de
refaire la triangularisation de la matrice A a chaque pas de temps !!! D’ou I’intérét de la

méthode suivante :

1.3 Méthode de décomposition LU
Supposons qu’on est capable d’écrire la matrice A sous la forme d’un produit de deux
matrices triangulaires L (lower) et U (upper) tel que :

A=LU (1.8)

ai1 Q12 Qi3 ligy 0 0N /U1 Uzz Ugs
Ar1 Q2 A3 | =\l L O 0 uy; uy
az; Az 4sg I3, l3, I35/ N0 0 us;

Alors résoudre A x = b peut aussi s’écrire :
Ax=LU)x=LWUx)=0»b
Que I’on peut décomposer en deux étapes, avec une variable intermédiaire : y
Ax=b ©LWUx) =be Ly=bavecy=Ux (1.9)
1.Résoudre Ly =b
2.RésoudreUx =1y
Sion connait L et U les etapes (1) et (2) se resolvent simplement
En appliquant pour (1) une substitution avant (L est triangulaire inf.)
En appliquant pour (2) une substitution arriere (U est triangulaire sup.)
On peut montrer qu’en temps normal il existe une infinité de décomposition LU
Cependant il n’existe qu’une seule décomposition telle que la matrice L ait pour éléments
diagonaux des « 1 » uniquement

Pour Calculer L et U facilement on se sert de la méthode du pivot de Gauss
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1.3.1 Exemple
Soit a Résoudre :

as»
az,

aiz aiz\ /X1 b,
i BE-6
az1 A3z dzz/ \X3 bs
1 2 -1\ /%1 2
33 )6
2 2 3 X3 5

On peut écrire ce systeme de maniére plus compacte avec la matrice augmentée :

11 Aq12 A13\ /X1 b, a1 A2 A3 by
(a21 azy a23>(x2>=(b2> = (a21 Azy A3 bz) Matrices
azy; Az Aasz/ \X3 bs a3z; A3z QAsz3 by ,
augmentees
1 2 =1\ /% 2 1 2 —-12
4 3 1 X2 1=13 = (4 3 1 3
2 2 3 X3 5 2 2 35
1% étape k=1
azy
LZZLZ__L1:L2_4L1:(O —5 5 _5)
aqq
1 2 —-12 1 2 =112
4 3 1 3|={(0 -5 5 |+5
2 2 35 2 2 3 5
Nouvelle Nouveau
matrice A vecteur b

Idée ! : Au lieu de garder le 0 dans la nouvelle matrice augmentée, on conserve dans cette

case le coefficient par lequel on a multiplié L, ¢’est-a-dire « 4 ».

1 2 -1 2
4 -5 5 —5)
2 2 3 5

Maintenant on change L; = L3 — %Ll =L;—-2L;=(0 -2 5 1)
11

On a remplacé
0 par 4
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On a remplacé 1 2 =1 2
0 par 2 Y (4 -5 5 —5)
2 =2 5 1
Nouvelle matrice augmentée
2™ ¢étape k=2
by= Ly =221, =~ 2, =1, —21,=(0 0 3 3)
3 — &3 a222_3 -5 2 — &3 52_

On obtient finalement :

1 2 -1

2
_5>
3

On remplace 0 par 2/5

1 2 - 2
0 0 3 3

On retrouve la matrice A et le vecteur b obtenus par la méthode de Gauss.

Alors, pourquoi tout cela, le rapport avec L et U? Et bien on peut montrer que :

Matrice U

Matrice L

Plus précisément, les termes diagonaux de la matrice L sont égaux a 1.
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1 0 O 1 2 -1
L = (4 1 0), U= (0 -5 5 )
2 2/5 1 0 0 3
On peut vérifierque LU = A

1 0 0\/1 2 -1 1 2 -12
<4 1 0)(0 -5 5>=<4 3 1 3)
2 2/5 1/\0 0 3 2 2 35

Résoudre le systétme A x = b revient d’abord a :

1- Résoudre le systtme Ly = b

1 0 0\ /) 2 Y1 2
2 2/5 1/\ys 5 V3 3
2- Résoudre Ux =y
1 2 —-1\/*% 2 X1 -1
3 X3 3 X3 1

0 O

1.3.2 Programme matlab calculant les matrices L et U

clear all
A=[1 2 -1;4 3 1;2 2 3];n=length(A);
for j=1:n
L(.j)=1;
for i=1j
U(i,j)=A(i.);
for k=1:i-1
U(1,j)=U(0,j)-L(i,k)*U(k,j);
end
end
for i=j+1:n
L(i,j)=A(1,));
for k=1:j-1
L(1,j)=L{(i,j)-L(i,k)*U(kj);
end
L(i,j)=L(i,)) /UG.5);
end
end
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1.3.3 Exemple
Utiliser la méthode de décomposition LU pour résoudre le systeme :

10 5 5 0 X1 25
2 5 7 4 X2 _ 1
4 4 1 4 X3 12
-2 -2 1 -3 Xg —10
10 5 5 0 25
_ 2 5 7 4 _ 1
Ona A = 4 4 1 a4 et b= 12
-2 -2 1 -3 —-10
En appliquant 1’algorithme précédent, on obtient :
1 0 0 0 10 5 50
I = 0.2 1 0 0 U= 0 4 6 4
0.4 0.5 1 0 0O 0 —4 2
—-0.2 —0.25 -0.875 1 0 0 0 -0.25
V1 25
_ Y2 _| —4
Ly=b = vs | = 4
Va —-2.5
X1 9
_ x2 | [ =17
Ux=y= X5 | = 4
Xq 10

Avantage de la méthode LU : On ne calcule les matrices L et U qu’une seule fois.
1.4 Exercices corrigés

Exercice 1
Résoudre par la méthode de Gauss (sans utiliser la stratégie du pivot) le systéeme :

2 1 2\ (*1 10

(6 . 0) }(26)

8 5 1/ \X3 35
Solution

2 1 2 10\ (Li=(@2 1 2 10)
On pose:a:<6 4 0) b:<26) L,=(6 4 0 26)
8 5 1 35/ (L;=(8 5 1 35)
On applique :
aikL { k=1,2

bi=Llim b li=k+ 13
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L;=(6 4026)-2(2 1210)=0 1 -6 —4)
L;y=(8 5135-2(2 1210)=01-7 —5)

k=2 L;=(0 1 —7 —5)—%(0 1 -6 -4)=@00-1-1)

2 1 2\(*% 10
(01 )| (1)
0 0 —1/\X3 -1

x3=1
Résolution : {x2=2

Exercice 2

Résoudre par la méthode de Gauss en utilisant la stratégie du pivot partiel le systéme :

1 6 9\ (%1 1
2 1 2)4%2¢=|2
3 6 9/\X3 3

Solution

1 6 9 1
On pose: az(z 1 2) b=(2>
3 6 9 3

La méthode de Gauss repose sur la formule :

Ak
LL' == Li - _Lk { k=12
Ak i=k+1,3
k=1

Max (|ai1l, laz1l, laz1])=las1| = 3. On permute la ligne 3 avec la ligne 1 :
3 6 9 3\ (Li=(3 6 9, 3)

a=[2 1 2| b={2] {L,=2 1 2, 2)
1 6 9 1/ |L;=@1 6 9,1)

Ly=L,- %1, =2 1 2, 2)—%(3 69,3)=(0 —3 —4, 3)

aiy

L3=L3—%L1=(169, )-:369,3)=0 4 6 0

3 6 9 3
On obtient : a:(o -3 —4) b:<0>
0 4 6 0

k=2

Max (|az,|, |asz )= las,| = 4. On permute la ligne 3 avec la ligne 2 :

3 6 9 3 Ly=(3 6 9, 3)
a=(0 4 6 b= 0 L,=(0 4 6, 0)
0 -3 —4 0/ (L;=(0 -3 —4, 0)
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L3=L3—ZﬁL2=(0 —3 —4, 0)—‘73(0 4 6, 00=(0 00.5, 0)
22

3 6 9)\(*% 3

0 0 0.5/1x3 0
Résolution: x; =1 x,=0 x3 =0

Exercice 3

Résoudre par la méthode de Gauss en utilisant la stratégie du pivot partiel, le systeme :
2 9 18\ /%1 11
3 8 13||*2|={5
4 8 12/ \x3 4

La méthode repose sur la formule : L; = L; — Ly, ;L" k=1:2, i=k+1:3
kk

Solution

k=1

max(la;,|,i = 1:3) = ag; = 4, on permute la ligne 3 avec la ligne 1 :
4 8 12 4
a=(3 8 13| b=\ 5
2 9 18 11
L2=L2—L1?=(3813, 5)— (4 8 12, 4)%=(0 2 4, 2)
11

a 2
Ly=Ly—L;—=(2918, 11)— (4812, 4)==(0 5 12, 9)
a1 4
4 8 12 4
a=(0 2 4>b=<2)
0 5 12 9
k=2

max(|la;z|,i = 2:3) = az, = 4, on permute la ligne 3 avec la ligne 2 :

4 8 12 4
a= (0 5 12) b= <9>
0 2 4 2
as;

2
Ly=Ls—L,—2=(@0 2 4, 2)—(0 5 12, 9)==
a,s 5

4 8 12 4
a= <O 5 12 ) b= < 9 )
0 0 —-0.8 -1.6

Résolutionx = (1 —3 2)

0 0 —08, —16)
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Exercice 4

Résoudre par la méthode de Gauss en utilisant la stratégie du pivot partiel le systeme :

1 1 1\ (%1 6
(1 3 2) {xz} = (11)
1 3 3/\X3 12

1 11 6
a= (1 3 2) b= (11)
1 3 3 12

La méthode repose sur la formule : L; = L; — Ly ;i" k=1:2, i=k+1:3
kk

Solution

k=1

max(|a;1|,i = 1:3) = 1, aucune permutation

a
L2=L2—L1a—21=(132, 11)-(111 6)=( 2 1, 5)

11

a
L3=L3—L1a—31=(13 3,12)— (111, 6)=(0 2 2, 6)
11
11 1 6
A=<O 2 1] b= 5)
0 2 2 6
k=2

max(|a;,|, i = 2:3) = 2, aucune permutation

a
Ly=L;—L,—2=(0 2 2 6)—(0 2 1, 5=@0 01 1)

a;
1 1 1 6
A= <O 2 1) b= (5)
0 0 1 1

Resolutionx = (3 2 1)

Exercice 5

Un cycliste s’entraine chaque dimanche en faisant I’aller-retour d’une ville A a une ville B.
Le trajet entre les deux villes n’est pas horizontal : il y a des montées, des descentes et du plat.
En montée, notre cycliste fait du quinze kilométres a I’heure, en plat du vingt, en descente du
trente. L’aller lui prend deux heures et le retour trois. Sur la portion du trajet qui n’est pas
plate, la pente moyenne est de cing pour cent.

1. Quelle est la distance entre les deux villes, quelle est la plus haute de ces deux villes, et

quelle est leur différence d’altitude ?

27



2. Un autre cycliste, plus sportif, fait du vingt kilomeétres a I’heure en montée, trente en plat et

quarante en descente. Sachant que 1’aller-retour lui prend seulement trois heures et quarante

minutes, déterminer les trois longueurs : de la partie du trajet qui monte, de celle qui descend,

de celle qui est a plat.

Solution
Le trajet du cycliste est illustré par la figure 1.
Le temps de ’aller de la ville A ala ville B :
X1 X2 X3 2
15 20 30
Le temps du retour :
X3 X2 X1
15 20 30
En faisant la somme des deux équations puis la différence, on obtient :
X1 X2 X3 _
Tt ="° (:){x1+x2+x3 =50
ﬂ_ﬁ=_1 xl_x3:_30
30 30

La distance entre les deux villes est de 50 km.

X2

X3

v %/N\vileB

Ville A 224 Y A

Figure 1 : Trajet du cycliste entre la ville A et la ville B

H : est la différence d’altitude :

tga
H = H, — H, = x;sina — x3sina = (x; — x3)sina = —30 5 _ —1.4981

J1+tg?a

La hauteur H est négative, ce qui signifie que la ville A est plus haute que la ville B.

Pour le second cycliste, on a :

2
Gorsta) G5t aw) = 35

le temps de lraller le temps du retour 3h 40 mn
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Ce qui donne 9x; + 8x, + 9x; = 440

D’ou le systéme suivant :
X1 + xz + X3 = 50
x1 - X3 ES _30
9x1 + 8x2 + 9X3 = 44‘0

x1:5
= x2:10
x3:35
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RESOLUTION DES SYSTEMES NON LINEAIRES

I1.1 Résolution des équations du type f(x) =0
On se restreint, par souci de simplicité, a la recherche de racines réelles des fonctions réelles
continues de la forme :

fx)=0 (2.1)

L’existence des solutions utilisent le théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoréme des valeurs intermédiaires

Si f est une fonction continue sur [a, b], et sif (a)f(b) < 0, alors il existe au moins un point
c € [a, b] tel quef(c) = 0.

Si de plus f est strictement monotone sur [a, b], la racine est unique dans [a, b].

Pour le cas de la figure 2, I’équation f(x) = 0 admet trois racines.

."I
!
/ 1tre racine DEtne racine 3&me racine
/
/

S /]

I 1 I I
1.5 -1 -05 o 05 1 15

Figure 2 : Exemple d’une fonction f présentant 3 racines.

11.1.1 Méthode de dichotomie

La méthode de dichotomie est un procédé systématique de raffinement de la localisation
d’une racine. Le mot dichotomie (dicho = deux, tomie = coupe) exprime clairement le
principe de la méthode.

Soit [a, b] un intervalle initial de localisation de la racine recherchée s. Supposons que 1’on

ait f(a)f(b) < 0, I’algorithme de la dichotomie s’écrit :
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while( abs( b-a ) > epsilon) ! Test d’arrét
m=(a+b)/2

if (f(a) * f(m)) < 0)
b=m ! s est dans [a,m]

else
a=m! s est dans [m,b]

end if

end while

Cet algorithme réduit a chaque pas I’amplitude de la localisation d’un facteur 2. L’erreur est
donc réduite d’un facteur 2 a chaque itération. En 20 itérations, par exemple 1’erreur sera
107° fois ’erreur initiale. Cette méthode est relativement lente. Par contre elle converge dans
tous les cas. C’est une méthode qu’on qualifie de méthode tout-terrain, lente mais quasiment

infaillible.

11.1.1.1 Exemple

Calculer avec 4 chiffres aprés la virgule, une racine approchée de 1’équation :
fX)=x+x—-1=0.

Il faut d’abord choisir un intervalle [a,b] tel que f(a)f(b) < O.

Puisque f(0)f(1) = —1 < 0, on alors prend [a,b]=[0, 1].

En plus dans cet intervalle, la fonction f est continue et monotone, ce qui rend la racine

unique.

1% calcul : m = % = 0.5, f(0)£(0.5) > 0, donc la racine se trouve dans [a,b] =[0.5, 1]

2™ calcul : m = 0'52+1 = 0.75, £(0.5)£(0.75) < 0, la racine se trouve dans[a,b]=[0.5, 0.75].
3-m = 2227 — 0.6250, £(0.5)f(0.625) > 0, la racine se trouve dans [a,b] =[0.625, 0.75].

On continue les calculs, jusqu’a ce que la valeur de m devienne inchangeée a 4 chiffres apres la
virgule. Le détail du calcul est donné ci-dessous :

m =0.5000 m=0.7500 m =0.6250 m =0.6875 m =0.6563 m =0.6719 m =0.6797 m = 0.6836

m =0.6816 m =0.6826 m =0.6821 m =0.6824 m = 0.6823 m =0.6823

Solution s=0.6823, Nombre d'itérations = 14

L’algorithme converge vers la racine s = 0.6823 apres 14 itérations.

Ce calcul a été fait a I’aide du programme matlab suivant :
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11.1.1.2 Programme matlab de la méthode de dichotomie

clear all
%choisir a et b tel que f(a)*f(b)<0
a=input('Donner la valeur de a=');
b=input('Donner la valeur de b='");
epsilon=input('Choisir la précision epsilon=");
N=input('choisir le nombre maximum toléré des itérations N=');
it=0; % it indique le nombre des itérations
while abs(b-a) > epsilon
it=it+1;
if it>=N
disp('L"algorithme diverge')
break
end
m=(a+b)/2
fm=functest(m);
if fm==0
break
end
fa=functest(a);
if fm*fa<0
b=m;
else
a=m;
end
end
disp('solution =') % Afficher la solution
disp(m)
disp('nombre d'"itérations =') % Afficher le nombre des itérations
disp(it)
% dans un fichier functest.m
function y=functest(x)
y=x"3+x-1;

11.1.2 Méthodes du point-fixe
En s’amusant avec une calculatrice de poche, on peut vérifier qu’en partant de la valeur 1 et
en appuyant plusieurs fois de suite sur la touche «cosinus», on obtient cette suite de valeurs :
Xo=1
x; = 0.540302305868,
x, = 0.857553215846
x3 = 0.654289790498,
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Xxss = 0.739085133171

X100 = 0.739085133215

qui tend vers la valeur 0.73908513... En effet, on a par construction X, = cos(xy) pour
k=0,1...(avec x, = 1). Si cette suite converge, sa limite | satisfait 1’équation cos(l) = l. Pour
cette raison, | est appelé point fixe de la fonction cosinus.
Les méthodes de point-fixe permettent de construire des algorithmes plus rapides que la
dichotomie (parfois) mais surtout des algorithmes qui se généralisent simplement au cas de
problémes de dimension supérieure a 1 (fonction a plusieurs variables). On raméne 1’équation
f(x) = 0 aune équation équivalente de forme point-fixe (Figure 3) :

x=g(x) (2.2)
Ceci nous permettra d’obtenir simplement une méthode itérative de la forme :

xo donné : initialisation

Xni1 = g(xp) (2.3)
Critére d arrét

Si cette suite converge, elle converge vers le point-fixe de la fonction g(x), donc vers la
racine recherchée de f(x). La condition de convergence essentielle est une condition de

contraction sur la fonction g(x).

'S A

-
\

5 x 8 T

fx)=0 x=g(x)

Figure 3. Méthode du point fixe

11.1.2.1 Exemple
Appliquons la méthode du point fixe a I’exemple précédent.

f)=x3+x-1=0
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Il existe plusieurs fagons de réécrire 1’équation sous la forme x = g(x). On écrira, par

exemple :
x=-x3+1
x=3V-x+1
1
SR
Choisissons par exemple :
9() = x?+1

Puisque que la racine se trouve dans [0, 1], on peut choisir comme solution initiale x, = 0.5.

L’algorithme du point fixe s’€crit :

(xo = 05
(o) = —
X =g(x,) = ——
n+1 n xrzl + 1

Critere d'arrét: 4 chif fres apres la virgule

Calcul :
1 1 1

X1 = 0sZi1 0.8000, Xy = Y 0.6098 X3 = 06098241 0.7290

On continue le calcul jusqu’a ce que la valeur de x,, devienne inchangée a 4 chiffres apres la
virgule. Le détail du calcul est donné ci-dessous :

x =0.8000 x = 0.6098 x = 0.7290 x =0.6530 x =0.7011 x =0.6705 x =0.6899 x =0.6775
x =0.6854 x =0.6804 x =0.6836 x =0.6815 x =0.6828 x =0.6820 x = 0.6825 x = 0.6822
x =0.6824 x = 0.6823 x =0.6824 x = 0.6823 x = 0.6823

Solution = 0.6823 ; Nombre d'itérations = 21

L’algorithme a convergé vers la racine s = 0.6823 aprés 21 itérations. Pour cet exemple, la
méthode du point fixe consomme plus d’itérations que celle de dichotomie.

Ce calcul a été fait a I’aide du programme matlab suivant :

11.1.2.2 Programme matlab de la méthode du point fixe

clear all
x=input('choisir une solution initiale x0=");
epsilon=input('Choisir la précision epsilon=");
N=input('choisir le nombre maximun toléré des itérations N=');
dx=1; % valeur du commencent du calcul
it=0; % it indique le nombre des itérations
while abs(dx) > epsilon
x0=x;
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it=it+1;
if it>=N
disp('L"algorithme diverge')
break
end
x=functest(x)
dx=x-x0; % test d'arrét, on peut aussi choisir dx=(x-x0)/x0
end
disp('solution =') % Afficher la solution
disp(x)
disp('nombre d'"itérations =') % Afficher le nombre d'itérations
disp(it)
% dans un fichier functest.m
function y=functest(x)
y=1/(x"2+1);

11.1.2.3 Etude de la convergence de la méthode du point fixe

1
x2+4+1°

n’était pas unique. Que se passe-t-il si on avait fait un autre choix ? Essayons de refaire le
calcul mais avec g(x) = V—x + 1
L’algorithme du point fixe s’écrit :

xo = 0.5

Xn+1 = g(xn) = 3\/ 1—x,

Critére d'arrét: 4 chif fres aprés la virgule

Dans I’exemple qu’on vient de traiter, on a pris g(x) = Or le choix de la fonction g(x)

Calcul :

x1 =0.1250, x2 = 0.6699, x3 =0.0360, x4 =0.8959, x5 =0.0011, x6 = 0.9966,

X7 =3.8480e-08, x8 = 1., x9=0., x10=1., x11=0., x12= 1., x13 =0, x14 =1., x15 =0.
On remarque que ’algorithme n’a pas convergé vers la solution recherchée. Le calcul oscille

entre x=0 et x=1.

Important : Comment choisir une fonction g(x) qui assure la convergence ??

Soit s la racine de I’équation f(x) = 0. Onadonc: f(s) =0oug(s) =s.
On définit I’erreur absolue a I’étape n + 1 comme suit :

Epnt1 = Xp41 — 5 = g(xn) — g(s)
Appliquons le développement de Taylor au voisinage de la racine :

35



g(xn) = g(s) + (xp, —5)g'(s) + % (xn —$)2g" () + 0((xy — 5)°)

Buss = (= )9'() + 5 (tn — )2"(8) + 0(Cen — )

Si on néglige les termes d’ordre > 2, on obtient :

Eny = Eng'(s) +5E2g" (s) + O(E)

E,i1 = g (S)E, = [g'(s)]™E, (Suite géométrique de raison g = g'(s))

L’erreur E,,; tend vers zéro si :

Plus |g'(s)]| est petit, plus la convergence est rapide.

Théoréme

lg’'(s)| <1

Soit une fonction g(x) continue et dérivable sur I’intervalle [a,b],

Sivxe€l[abl,3k <1tel que|g'(x)| <k alorsVx, € [a, b], lasuite x,,,1; = g(x,)

converge vars la racine recherchée.

Rappelons que cette condition est suffisante pour la convergence mais non nécessaire.

11.1.2.4 Interprétation géométrique

La convergence de la méthode du point fixe en fonction g’(x) est montré dans la figure 4.

g{x)

0=g'(x)=1

%

N\

Xi

X2 5 b X
ConWErgetice

|

—1=g'x)=0

Yﬁx}
X|

sH—f—4

1--. /;
L]

o N—

(2.4)

(2.5)

4 X

X3 5 X
CONVErgZence
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™ 1
a X0 X] X2 X3 b

-ﬂ'“

divergence
Figure 4. Convergence de la méthode du point fixe

11.1.2.5 Ordre de convergence
On dit que la convergence est d’ordre p si :
Enyr1=C Eﬁ
Ou C est une constante.
Si p=1 on dit que la convergence est d’ordre 1 ou linéaire.
Si p=2 on dit que la convergence est d’ordre 2 ou quadratique.

Plus p est élevé, plus la convergence est rapide.

Exemple
Supposons que C = 0.5, et supposons aussi qu’a I’étape 5, on a Es = 0.1
Si la convergence est d’ordre 1 (p=1), on aura:
Eg=510"2;E, =25107%; Eg = 1.25 1072
Par contre, si la convergence est d’ordre 2 (p=2), on obtient :
Ec=510"3;E,=12510">; Fg=7.810" !
On remarque que si p=2, la convergence est beaucoup plus rapide.

Revenons a I’équation (2.4) :
1
Ens1 = Eng'(s) + 5 EZg" () + O(E})

Sig'(s) # 0, onobtient E,,,; = g'(s)E,, la convergence est d’ordre 1.

(2.6)
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Sig'(s) =0, Epyq = Gg”(s)) EZ2, la convergence est d’ordre 2.

11.1.3 Méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson est 1’une des méthodes les plus utilisées pour la résolution
des équations non linéaires. Soit a résoudre 1’équation non linéaire f(x) = 0.

A partir d’une valeur initiale x,, on cherche une correction éx telle que x, + &x soit la racine
de I’équation précédente, ¢’est-a-dire f(x, + 6x) = 0.

Appliquons le développement de Taylor autour de x,.

f(xo + 8x) = f(xo) + 6x f'(x0) + 0(6x?) =0

_ f(xo)
£ (x0)

Mais x, + &x ne serait plus la racine (car on a négligé le reste), x, + dx serait donc une

Si on néglige le reste 0(5x?), on obtient : §x =

valeur approchée qu’on appelle x;.

f (x0)
X1 =Xg+6x =x9g ———<
P ° f(xo)
D’une facon similaire on calcule :
f(x)

TG

_ _ f(xn)
xn+1 xn f,(xn) (27)
D’ou I’algorithme de Newton-Raphson :
xo donné : Initialisation
(xn)
Xn+1 = Xn — % (2.8)

Critére d arrét

11.1.3.1 Convergence de la méthode de Newton-Raphson

fx)
f1)

Sionpose g(x) =x — alors la formule de Newton-Raphson s’écrit :

Xn+1 = g(Xn)-
Et par conséquent la méthode de Newton-Raphson devient un cas particulier de la méthode du

point fixe. On rappelle que la convergence dépend de g'(s).

_ W
g0 =x-L2 (2.9)

d’ou
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P - fGf ) ff )
[f'(x0)]? [f'(x)]?
g'(s) = ﬂ”—f(zs) (2.10)

!

[f (S)]

gx) =1

g'(s) =0car f(s) = 0,s estuneracinede f(x) =0
Et par conséquent on obtient :

1 n
Enir ~ (397(9)) B2 (210)
La méthode de Newton-Raphson posséde une convergence quadratique (d’ordre 2).

Cependant, cette méthode dépend beaucoup de la valeur initiale x,. Une valeur éloignée de la

racine peut entrainer la divergence de 1’algorithme.

11.1.3.2 Exemple
Appliquons 1’algorithme de Newton-Raphson a I’équation précédente :
f)=x3+x-1=0

Algorithme
xo = 05
B fla) Xp+xn—1  2x5+1
= T oG T T T2 11 3x2 4 1
kCritére d'arrét: 4 chif fres apres la virgule
Calcul :
3 3 3
Xy =222 07143 |, x, = 2B _ 06832, xp = aooeZ 2L _ 6823,
30.5%+1 30.71434+1 30.68324+1
x, = 0.6823

L’algorithme de Newton-Raphson converge aprés seulement 4 itérations, ce qui montre la

supériorité de cette méthode comparée aux méthodes précédentes.

11.1.3.3 Cas des racines multiples
Il arrive parfois que la méthode de Newton ne converge pas aussi vite que I’on s’y attendait.
Cela est souvent le signe d’une racine multiple. Une racine s de la fonction f(x) est dite de

multiplicité m si la fonction f(x) peut s’écrire sous la forme :

f(x) =(x—s)™h(x) avec h(s) #0 (2.11)
On peut montrer que la fonction g(x) = x — ;(—2) vérifie la relation suivante :
) =1L
g's)=1-—— (2.12)
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On remarque que g'(s) = 0 pour m = 1 uniquement, ¢’est-a-dire si on a une racine simple.

La convergence ne sera quadratique que pour les racines simples. Si m # 1, la méthode de
.. 1
Newton converge linéairement avec un taux de convergence de 1 — —.

Afin de garder une convergence quadratique dans le cas des racines multiples, on modifie
I’algorithme de Newton de la fagon suivante :

xo donné : Initialisation
f(xn)f’ (xn)
- 2.13
(F ) 1" ) f () (2.13)
Critére d' arrét

Xn+1 = Xn

11.1.3.4 Programme matlab de I’algorithme de Newton

clear all
x=input('choisir une solution initiale x0=');
epsilon=input('Choisir la précision epsilon=");
N=input('choisir le nombre maximun des itérations N=');
dx=1; % valeur du commencent du calcul
it=0; % it indique le nombre des itérations
while abs(dx) > epsilon

x0=x;

it=it+1;

if it>100

disp('L"algorithme diverge')
break

end

f=functest(x); % calculer f(x)

fp=diffunctest(x);% calculer f(x)

x=x-f/fp % Calculer x

dx=x-x0; % test d'arrét, % on peut aussi choisir dx=(x-x0)/x0
end
disp('solution =') % Afficher la solution
disp(x)
disp('nombre d'"itérations =') % Afficher le nombre des itérations
disp(it)

% dans un fichier functest.m
function y=functest(x)
y=x"3+x-1;

% dans un fichier diffunctest(x).m

function y=diffunctest(x)
y=3*x"2+1;
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11.1.3.5 Interprétation géométrique
L’interprétation géométrique de la méthode est indiquée sur la figure 5. A partir du
point (x,,, f (x,)), on trace la tangente & f et on cherche I’intersection de cette tangente avec

I’axe des abscisses. Cela donne x,,, ;.

Iy

@

LTy Tptl S T

Figure 5 : Interprétation géométrique de la méthode de Newton

1.2 Méthode de Newton-Raphson pour les systemes non linéaires

Soit a résoudre le systeme non linéaire de n équations :

f1(x1,x2,,%,) = 0 X1

oo = . . e X
f2(x1, %2, : %) =0 Notation vectorielle : X = o (2.14)
fn(xlixZI'"'xn) =0 Xn

Au voisinage de X on peut écrire un développement de Taylor de chacune des fonctions f;

sous la forme classique suivante :

- - - afl - 12
fi(R +68) = fi(R) + Ty 37t (K)o, +0 (2] (2.15)
Le principe de la méthode de Newton-Raphson repose alors sur les hypothéses suivantes :

- la valeur initiale du vecteur X ne doit pas étre tres eloignée de la solution recherchée,

- on cherche alors 5X de sorte que X+ 6Xse rapproche encore de la solution,

- on néglige tous les termes au-dela du second ordre dans le développement de Taylor,

- on itére le processus jusqu’a ce que le terme correctif § X soit assez faible.

41



I1 en résulte alors le systeme d’équations suivant :

fi( +68) ~ Mm+z (%) =

n of
I ()6x; = —£(%)
j=1

qui s’écrit sous une forme matricielle :

i1X) X (X -,
dxq dx3 0xn 6x1 _fl (X)
o2%) 0f2(X) | 9fa(X) 5x —f (X
I axq ax; axn I 2 :| fZ:(X) | (2-16)
\afn(f) fnX)  ofaX) i’fL \—fn(?)
0xq 0xy 0xy 8X T
A

On obtient alors un systeme linéaire de n équations a n inconnues, qui sont les composantes

du vecteur §X. La matrice A est appelée le Jacobien.
Il ne reste alors plus qu’a résoudre ce systéme par la méthode de Gauss vue dans le chapitre

précédent. La méthode de Newton-Raphson utilise donc 1’organigramme (Figure 6) suivant :

A
—] !

e calcul de lamatrice 4 _[ﬂ i{‘()]

7 ox
»| o calcul du vecteur second membre b,=—f1, (XJ

e résolution du systéme linéaire 46X =b

H()X <£ ot p| © convergence

e X estla solution cherchée

nomn
i I

X 5 X+0X
FIN

.

Figure 6. Organigramme de la méthode de Newton-Raphson pour un systéme non linéaire
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11.2.1 Exemple
Soit le systeme suivant :
e+ x,+x3=6
xZ+x2+ x5 =14
X3+ x5 +x3 =36
En choisissant comme valeur initiale X,(0 0.5 1.5)7, résoudre par la méthode de Newton-
Raphson, le systeme ci-dessus :
Réécrivons le systéme précédent sous la forme :
fl(xl,xz,x3) = exl + xz + x3 - 6 == 0
fo(x1,%,%3) =x} + x5 +x2—-14=0
fa(x1,%2,%3) = %3 + x5 +x3 —36 =0

9h Oh 9

axl axz aX3 exl 1 1
A= 2 %|= 2x;  2x, 2X3

axl axz aX3 2 2 2

o s / 3xi 3x; 33

6x1 Oxz aX3

fl(x1)x2)x3) et + X2 + X3 — 6
b:_ fz(xl,xZ,x3) = — X12+x§+x§—14

f3(X1,X2, x3) x% + xg + xg - 36

0
1.5

1°" itération

En injectant les valeurs de X, dans les expressions de A et b, on obtient :

1 1 1 3
A= <O 1 3 >, b= <11.5>
0 0.75 6.75 32.5

2.1111
La résolution du systeme A 6X = b donne 6X = —4.4167)
5.3056

On calcule la nouvelle valeur de X :

0 2.1111 21111
X, =Xy +6X = (o.s) + (—4.4167) = (—3.9167)
1.5 5.3056 6.8056
On calcule : |6X]| = /(6X){6X} = 7.2189

2°™ jtération

En injectant les valeurs de X; dans les expressions de A et b, on obtient :
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8.2574 1 1 —5.1463
A=\ 42222 -7.8333 13.6111 |, b= —-52.1127

13.3704 46.0208 138.9468 —228.5293
—0.6145
La résolution du systeme A §X = b donne 6X =| 2.2636
—2.3353

On calcule la nouvelle valeur de X :

2.1111 —0.6145 1.4966
X, =X, +6X = (—3.9167) + < 2.2636 ) = <—1.6531>

6.8056 —2.3353 4.4702

On calcule : |6X| = /(6X){6X} = 3.3099

On réitere le calcule jusqu’a ce que : |6X| < 5 10~%. Le détail du calcul est donné ci-dessous :

2.1111 1.4966 1.2814 1.3600
X = <—3.9167 , Xy = (—1.6531 , X3 = <—1.0464 , Xy = <—1.1783 )

6.8056 4.4702 3.5413 3.2935
1.3642 1.3642 1.3642
Xs = (—1.1879), Xe = (—1.1879), X, = <—1.1879>
3.2754 3.2753 3.2753
1.3642
L’algorithme converge vers la solution (—1.1879) apres 7 itérations.
3.2753

Le calcul ci-dessus a été fait a I’aide du programme matlab suivant :

11.2.2 Programme matlab de I’algorithme de Newton-Raphson pour un systeme

clear all
epsilon=0.00005 % Choisir la précision
mod=1; % choisir une valeur de mod > epsilon
X=input('Donner le vecteur initial X=[x1;x2; ... ;xn|=");
N=input('choisir le nombre maximun des itérations N=');
it=0; % Initialiser le nombre des itérations
while abs(mod) > epsilon

it=it+1
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if it>=N
disp('L"algorithme diverge')
break
end
%---Calculer la matrice A
A=[exp(X(1)) 1 1; 2*X(1) 2*X(2) 2*X(3);
3*(X(1)N2 3*(X(2))"2 3*(X(3))"2] ;
%---Calculer le vecteur second membre b
b=-[exp(X(1))+X(2)+X(3)-6; (X(1))"2+(X(2))"2+(X(3))"2-14;
(X(1))"3+(X(2))"3+(X(3))"3-36];
%---Résoudre le systéeme A.dX = b
dX=A\b
%---Calculer la nouvelle valeur de X
X=X+dX
%---Choisir le critére d'arrét (erreur absolue ou relative)
mod=sqrt(dX'*dX)
end
disp('solution =') %---Afficher la solution
disp(X)
disp(nombre d"itérations =')%---Afficher le nombre des itérations
disp(it)

11.3 Exercices corrigés

Exercice 1

On souhaite calculer laracine de f(x) = x — e =0
a- Donner I’algorithme de Newton permettant de résoudre cette équation.

b- Calculer cette racine en prenant x, = 1.

Solution

Algorithme de Newton :

( xXo=1
J o f) . xe—ed
BT TG T T T 2me
lcritére d'arrét: 4 chif fres aprés la virgule ou |x,.q — x| <107

Calcul : x; = 0.6359 x, = 0.6529 x; = 0.6529

La racine de la fonction f(x) = x —e **=0est x = 0.6529
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Exercice 2

Evaluer la quantiteé :

3
s=j3+3/3+w

Suggestion : Mettre cette équation au cube et obtenir une équation de la forme f(s) = 0.

Résoudre cette derniere a I’aide de la méthode de Newton a partir de sq = 2.

Solution
3 3
s3=3+\/3+ /3+3\/3+---.=3+s
D’ou I’équation : f(s)=s3—s-3=0

Algorithme de Newton
f SO = 2

J o fG) _ _si-s—3
Sk+1 = Sk _f'(Sk) = Sk —3513—_1
Lcritére d'arrét: 4 chif fres aprés la virgule ou |s;., — | < 107*
Calcul :
s;=17273 s, =16737 s3=16717 s,=16717
Soit s=1.6717
Exercice 3

Trouver une méthode permettant de calculer v/2 avec la calculatrice d’un épicier (une calculatrice qui

ne fait que les quatre opérations addition, soustraction, division et multiplication).
Suggestion: Poser x = /2, mettre au carré et obtenir une équation de la forme £ (x) = 0, résoudre

par la méthode de newton en prenant x, = 1.

Solution

x=+2=x*-2=0. Onpose f(x)=x>—-2=0 x>0
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f(xn) xXF—2 Xn 1
X =X, — = — = — —_
n+1 n f,(xn) n an 2 + Xn

Algorithme de Newton
critere d'arrét: 4 chif fres apres la virgule

ou |xg4q1 — x| <0.5107%

Calcul : x; = 1.5000 x, = 14167 x5 = 14142 x, = 1.4142
V2 =1.4142

Exercice 4

Soit f(x) = (cos(2x))? — x?
1
2

Montrer que f(x) = 0 admette au moins une racine r dans I’intervalle [0, 1].

Donner I’algorithme de Newton permettant de calculer cette racine (prendre x, =

0.5).

w
1

Calculer cette racine en utilisant 1’algorithme précédent.

AN
1

Solution

-
1

On a f(x) est continue dans ’intervalle [0, 1] et £(0)f(1) = —0.8268 < 0 et par
conséquent f(x) = 0 admet au moins une racine dans I’intervalle [0, 1].
X9 = 0.5
Algorithme de Newton : Xpt1 = Xp — % =x, + %
critere d'arrét: 4 chif fres apres la virgule
3- x; =0.5149 x, = 0.5149 d’oularacine r = 0.5149
f (x) est une fonction paire, f(—r) =—f(r) =0

r' = —r =0.5149

N
1

EaN
1

Exercice 5
1-Donner I’algorithme de Newton permettant de calculer la racine de 1’équation :
x=tg(x+1) (xenradian)

2- Calculer une des racines en prenant comme valeur initiale x, = 3.4

En déduire (sans faire le calcul) une racine ' de f(x) = 0 dans I’intervalle [-1, 0].
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Solution

fx)=x—-tgx+1)=0
Algorithme de Newton :

Xg = 05
{x = x _f(xn):x +xn_tg(xn+1)
T ) T g+ 1)
kcritere d'arrét: 4 chif fres apres la virgule

Calcul : x1 =3.4317, x, =3.4286, x; =3.4286
x = 3.4286 est une racine de I’équation x = tg(x + 1)

Exercice 6

Montrer que 2+\/2+\/2+ 2+V2+--=2

Solution

2+\/2+\/2+ 24V2+--dour?=2+r

r est donc solution de 1’équation x> —x —2 = 0, avec r > 0

L’équation précédente admet deux racines qui sont : 2 et -1 et par conséquent r = 2.

Exercice 7
1-Donner I’algorithme de Newton permettant de calculer la racine de 1’équation :
x=tg(x+1) (xenradian)

2-Calculer une des racines en prenant comme valeur initiale x, = 3.4

x+1

3- En déduire une racine de I’équation : x tg ( ) —-1=0

Tx
Solution

fX)=x—-tglx+1)=0
1- Algorithme de Newton :
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(Xo = 0.5
i fO) Xn —tg(xn + 1)

Xnt1 =Xn — <= Xp T
T ) T tg2 (e + 1)
critere d'arrét: 4 chif fres apres la virgule

2- Calcul : x, =3.4317, x, =3.4286, x5 =3.4286
r = 3.4286 est une racine de ’équation x = tg(x + 1)

x+1

3- I’équation x tg ( ) — 1 = 0 peut s’écrire : tg G + 1) = i

x
. 1 . . " : ) .
Si on pose - = X, on retrouve I’équation précédente. Et par conséquent 1’une des racines de

I’équation est x tg (x7+1) —1=0estr' = % = 0.2917
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INTERPOLATIONS DE FONCTIONS

Le probleme :

Soit un ensemble de n points : x,, x;...x,_1 €t pour chaque point on connait la valeur d’une
fonction f inconnue : f(xg), f(x1), ..., f (xn—1) (les f(x;) seront aussi notés f; ).

Question : Quelle est la valeur de f sur les points intermédiaires ?

* Pour cela on doit supposer un modéle mathématique de f (polyndme, somme de sinus
etc...)

* On doit aussi savoir si:

1) Les f(x;) sont-elles des valeurs exactes ?

2) Les f(x;) sont-elles des valeurs approchées (ex : pts de mesure) ?

1.1 INTERPOLATION POLYNOMIALE
L’interpolation polynomiale est utilisée dans le cas ou les f(x;) sont des valeurs exactes. Elle
consiste a remplacer la fonction f(x) par un polynéme P(x). Pour le déterminer, on présente

trois méthodes.

11.1.1 Décomposition polynomiale
Supposons que f est polynomiale.
Avec n points on peut construire un polyndéme de degré n-1 :
f(x) = P(x) = Y4 a;xt (3.1)
Pour calculer les coefficients a; , On a n équations a n inconnues :
Les inconnues sont les coefficients a;
Et les n équations sont : P(x;) = f; ou les f; sont les valeurs de f aux points x;
=> Cela peut s’écrire matriciellement :

a, + a1x% 4+ ot an_lxg—l =f n equations a n.lnconnues
<« les a; sontles inconnues

1 n-1 _ j . .
g + A1 Xp_q + o+ A1 X027 = [ les xi] sont les coefficients
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1 x Loxp? ag fo

1 ot & A 3.2)

: -
1 xp21 o X354 Ap_1 fr-1

On résout le systeme par les méthodes décrites au chapitre 1.

Exemple : Calculer le polyndme d’interpolation de la fonction f donnée par le tableau :

X; 0 2 4 6
fx)=fi |0 4 10 |4

On a 4 points, le degré du polynéme < 3

En remplagant les x; par leurs valeurs, on obtient :

10 0 0\ /% 0
12 48 |[@&)_[4
1 4 16 64 || a 0
1 6 36 216/ \a 4

. . \ 20 1
La résolution du systéme donne : a, = 0, a; = 5 02 = -3,a; = 3

- . 20 1
f(x) = P(x) =Zaix1 =0+?x—3x2 +§x3

i=0
111.1.2 Polyndme de Lagrange
111.1.2.1 Formule de Lagrange

Pour calculer le polynéme d’interpolation, Lagrange propose la forme suivante :
P(x) = X755 aiLy(x) (3:3)

a; = f; et Li(x) = [I'=d ) (3.4)

j=0,j#i (xi_xj)
Les L;(x) sont des polyndmes de degré n-1 : produits de (x — x;) pour j # i.
Pour I’exemple précédent, on a :
G=DE=HE=6) | G- OE=HE=6
(0-2)(0-4(0-6) 2-0(2-4(2-6)
(x—=0)(x—2)(x—6) Ly(x) = (x=0)(x—2)(x—4)
4-04-2)4-06) (6—-0)(6—-2)(6—-4)

Lo(x) =

Ly(x) =

20 1
P(x) =0 XLo(x)+4 %X Li(x) +0XL,(x)+4 %X Ly(x) = i 3x? +§x3
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111.1.2.2 Programme matlab permettant de calculer le polynéme de Lagrange.

clear all

syms X % Déclarer x comme étant une variable formelle
% Lecture des données

xn=[0 2 4 6]; yn=[0 4 O 4]; n=length(xn);

%
Pn=0;
fori=1:n
N=1;
D=1;
for j=1:n
if i~=j
N=N*(x-xn(j);
D=D*(xn(i)-xn(j));
end
end
L(i)=N/D; %Calcul des polyndomes de Lagrange Li(x)
Pn=Pn+yn(i)*L(i); %Calcul du polynoéme d’interpolation
end
Pn=simple(Pn); %Simplification du polynoéme
disp('Polynome de Lagrange P(x)=')
pretty(Pn) %Affichage du polynoéme

111.1.3 Polyndme de Newton
111.1.3.1 Formule de Newton

Pour calculer le polynome d’interpolation, Newton propose la forme suivante :

P(x) = flxo] + flxo, x1](x — x0) + flx0, x1, X2](x — x0) (x — x1) + -

+1 %0, X1, ooy Xp—1](x — x0) (x — 1) . (x — x_2)

Ce polynome peut s’écrire sous la forme suivante
_ yn-1 i-1
P(x) = Y4 flxo, xq, ..., X;] j=0(x — x;)

On prend par convention : [T;2,(x — x;) = 1

La quantité f[xo, x5, ..., ;] s’appelle i°™ différence divisée de f aux points xo, x5, ...

flxol = f(x0)
flxi] = flxo]

fhoal = X1 — Xo
Flto s xs] =1 [] iﬁx("m

(3.5)
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Soit la forme générale :

flxo, %1, o, xi] = f[xl,---,xii;fi:o,---.xi_l] (3.6)
Pour I’exemple précédent :
Xo=0 flx]=0 f[xo'xﬂ:%:z f[xxx]=ﬂ=—1
2 - ‘21 ;Ezj _ o fxixz] = =2 f[xo’ xlj xz] _ 22 _q flo, 2, 25] = 252 =2
X326 flrgl=4 floul=1u=2 ~ 0 62

En reportant les valeurs écrites en gras dans le polynéme de Newton, on obtient :

Px)=0+2(x—0)—1(x—0)(x —2) +§(x— 0)(x—2)(x—4) =?x— 3x? +%x3
111.1.3.2 Programme matlab calculant le polynéme de Newton
clear all
Yo--mmmmmm oo Calcul des différences divisées

for i=1:n
d(i,i)=yn(i);
end
for k=1:n-1
for i=1:n-k
d(i,i+k)=(d(i,i+k-1)-d(i+1,i+k)) / (xn(i)-xn(i+k));
end
end
B e Calcul du polynoéme d’interpolation
Pn=0;
for i=1:n
Pr=1;
for j=1:i-1
Pr=Pr*(x-xn(j));
end
Pn=Pn+d(1,i)*Pr;

end
Yo---=-mmmmmmmmmo- Simplification et affichage du polyndéme
Pn=simple(Pn);
disp('Polynome de Newton P(x)=')
pretty(Pn)
111.1.3.3 Cas des points équidistants
Si les points x, x;...x,_150Nnt équidistants (x; — xy = x, — x; = *** = Xp_1 — Xp—p = h = Cte),

le polynéme de Newton devient :
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Alf(xo) Azf(xo)

P(x) = A°f (xo) + ) (x — x0) + 2 (x — x)(x — x1) + -+
ST (= x0) (= 1) e (6 = X o)
P(x) =YX AZ(;“) Ci(x - xj) (3.7)
avec .
Aof(xi) = f(x;)
Alf(xo) = Aof(x1) - Aof(xo)
C’est-a-dire :
Aif(xo) = Ai_lf(x1) - Ai_lf(xo) (3.8)

Pour I’exemple précédent, les points x; sont équidistants (x; — xq = x, — x; = x3 — x, = 2):
xO = 0 Aof(x()) = 0
x; =2 Af(xy) =4
X2 =4 A% (x,) =0
*3 =6 A%f(x;) = 4
En reportant les valeurs (écrites en gras) dans le polynéme de Newton, on obtient :

4 8 16
(x—0)— x—-0)(x—-2)+

Af(x))=4-0=4 ,

A’f(xy) =—4—4=-8
Af(x;)) =0—4=—4 - B ) =B (-8) = 16
Alf(;2)=4_0=4 Af(xg)=4—-(-4)=38

P(x) =0+ x—0)(x—-2)(x—4)

1x2 2 X 22 6 x 33
20 1
= — —32+_3
3x X 3x

I11.1.4 Erreurs de I’interpolation

L’interpolation polynomiale sert a remplacer une fonction f (inconnue ou compliquée) par un
polyndme, il s’agit donc d’une approximation, et par conséquent il est important d’étudier
I’erreur d’une telle approximation.

Soit [a, b] un intervalle qui contient tous les points xy, ..., x,_1, Si la fonction f est n fois

dérivable dans [a, b] alors on peut montrer que :

M, _
f@x) — P()| < 22 [T (x — x))| avec My, = max |f®| (3.9)
' x€[a,b]
Exemple : Avec quelle précision peut-on calculer ¥115 a I’aide du polyndme d’interpolation

pour la fonction f(x) = v/x si les points d’interpolation sont : x, = 100, x; = 121, x, = 144

Réponse :
M 2
[V115 — P(115)| < 3—f 1_[(115 —x)|; M3 = max [
i X€[100,144]
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1 1 3
fx) = x1/2; f'(x) = Ex—l/Z; f(x) = Zx—3/2; f(3) — §x—5/2

Dans [100, 144], f® est décroissante, d’ou M3 = 2100"5/2 = %10"5
3 .4-5
3 10

V115 — P(115)] < S——|(115 — 100)(115 — 120)(115 — 144)| = 0.006

111.1.5 Limites de I’interpolation
L’interpolation polynomiale est la base de nombreuses techniques numériques, en particulier
les techniques d’intégration approchée. Cependant elle a des limites :

1- théoriques : on n’est pas assuré de la convergence du polyndme d’interpolation vers la

fonction interpolée lorsque I’on fait tendre le nombre de points d’interpolation (et donc le
degré du polyndme) vers I’infini (Figure 7)

k |
|
0.5 | |
| |
| ’ o |
| g |
| . -
i / Py

=]

Figure 7 : Divergence de I’interpolation polynomiale pour la fonction f(x) = x2—1+1
En pointillés : la fonction f(x), en traits pleins : le polyndme d’interpolation

de degré 10 construit sur 11 points régulierement espaces

2- numériques : méme dans le cas ou la convergence théorique est assurée, les instabilités de

calcul provenant de [’accumulation des erreurs d’arrondis, auxquelles le procédé

d’interpolation polynomiale est particulierement sensible, limite 1’'usage de cette technique

dés que le nombre de points d’interpolation dépasse la dizaine.
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3— pratiques : remarquons que dans de nombreux cas, les valeurs données résultent
d’expériences. Ces valeurs sont donc approximatives. Le probléme réel n’est alors plus un
probléme d’interpolation, mais plutdt un probleme de meilleure approximation pour lequel les
méthodes de moindres carres, présentées plus bas, sont mieux adaptées.

I11.1.6 Interpolation par des splines

Pour éviter 1’inconvénient, signalé plus haut, de I’augmentation du degré du polynéme et de
I’instabilité qui en résulte, lorsque le nombre de points est grand, tout en restant dans un
procédé d’interpolation, on subdivise 1’ensemble des points donnés en plusieurs sous-
ensembles. On réalise les interpolations sur ces petits sous-ensembles, ce qui permet de se
limiter & des polynémes de bas degré. Les fonctions polynomiales par morceaux obtenues
sont & la base des eéléments finis de Lagrange.

Les interpolations ci-dessous (Figures 8-9) produisent des fonctions globalement continues

mais non continiment dérivables.

/\/\/\/\\

| I
To Li—1  Ti Tipl Tn

Figure 8 : Polyn6me de degré 1 par morceau

o —. T
-~ - R ~ o

// —— T______../
[ | | | | |
| | | | |
To T Tiy1 Tipo Lon

Figure 9 : Polyn6me de degré 2 par morceau

111.2 APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES

Souvent en physique, on obtient des points de mesures f (x;) aux points x; , et par conséquent
les f(x;) sont des valeurs approchées :
Exemple :

- température d’un solide en fonction du temps

- valeur du courant électrique en fonction de la résistance

-etc...
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Si les f; sont des points de mesures, ils sont soumis a des erreurs, des fluctuations (on appelle
cela un bruit) qui rend une interpolation exacte instable et fausse.

Dans ce genre de probléeme, typiquement on veut trouver quelle est la meilleure fonction
mathématique qui représente les données.

Elle ne passe pas exactement par les points, mais elle s’en approche (Figures 10-11).

On appelle souvent cela « fitter » une fonction (en francais « adapter »)

0

-

. a Y =ty + AT

I

Figure 10 : Fitter un nuage de points par une droite y = aq + a;x

I e e

Figure 11 : Fitter un nuage par une exponentielle y = ae?*

Le probléme ici n’est donc pas d’interpoler mais de trouver le meilleur modéle mathématique
qui représente les données.

Ce modele sera choisi en fonction :

-Soit de la physique du probléme

-Soit de la forme des données expérimentales

57



On choisit donc un modele mathématique :

C’est un ensemble de fonctions qui dépendent d’un ou plusieurs paramétres.

Exemples :

Modele Description Parameétres
y=ay+ax droite ag, aq
y=ay+ax+ -+ a,x™ | polyndme de degré m <K n ag, A1,..., Ay
y = ape®® exponentielle ag, Aq

Yy = agsin(a,x + ay) sinus/cosinus ay, Ay, a,
etc...

Moins on a de parametres libres, plus robuste sera le modele (moins sujet aux instabilités),
mais le fit sera plus difficile.

L’objectif n’est pas de reproduire tous les points exactement mais 1’objectif est de trouver la
fonction qui passe au plus prés des points de mesure.

=> Minimiser la distance entre chaque point de la fonction et chaque point de mesure.

On doit donc se donner une MESURE de la distance entre les points et la fonction. On peut en
imaginer de nombreuses ....Une mesure courante : MOINDRES CARRES.

Pour calculer les parametres cités dans le tableau précédent, la méthode des moindres carrés

consiste & minimiser la fonction :

E(@5, 1) = Tettes pes(Vi = ¥(@) (3.10)
¥;= mesure au point x;
vy(x;)= Modele (qui dépend des parameétres a,, a...) au point x;
E(ay, a4,...) représente la somme des carrés des erreurs.

Pour calculer les paramétres a,, a,..., On minimiseE, ce qui revient a poser :

%k _0, X_-9,., L-9.. (3.11)

E - aa1 aa]-

Si le modéle mathématique est un polyndéme de degré m, y(x) s’écrit :

m
}’(x) =ag+ax+--+ ajxj + ...amxm — Z akxk
k=0
Au point x;, ona:
)’(xi) =qagtax;+--+ ajxij + .- amxim — Z;(nzo akxlk (3.12a)

Et par conséquent :
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CRACIEY (3.12b)

. L
aa]

Rappelons qu’on a n points de mesure (x;,i = 0,1..,n —1):

2 0E = 0y (x;
E(aj) = Z (3’1* - }’(xi)) = 6_aj = Z -2 )(;(af ) (yl* — y(xi))

tous les pts i=0

Remplagons y(x;) et agix"') par les équations (3.12a) et (3.12b):
]
aE n—1 m
3a. —2x} (J’i* - Z akxlk>
T =0 k=0
OF n-1 n-1 m m ,m—1
2 =0= x] yi = xl]Zakx{‘=z<Zx{+k>ak
J i=1 i=0 k=0 k=0 \i=0
Si on pose :
My =3igx] " et by =3 x)y; (3.13)
On obtient :

m
Z Mjkak = bj' ] = 0,1, e, m
k=0

L’équation précédente peut s’écrire sous une forme matricielle :

[M](a) = (b) (3.14)
Remarque : la matrice [M] est symétrique.
La résolution du systeme par les méthodes décrites au chapitre 1 permet de calculer les

parameétres a;, puis la fonction y(x).

Exemple :

Le tableau ci-dessous, donne les mesures de la température T* en fonction du temps.

t; () 10 | 20 30 40|50 |60 (70 [80|90 |100 |110 |120

T/ (°C) 28 |16 14 |5 |6 3 3 |1.]13(02 |15 |03

1- Tracer le nuage des points, T* en fonction de t.

2- Trouver la meilleure droite (polynéme de degré 1) qui représente ce nuage.
3- Trouver le meilleur polyndéme de degré 2

4- Trouver le meilleur polyndme de degré 3

5- Choisir un modele exponentiel

Solution :
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1- Tracé du nuage

Le tracé du nuage des points est donné par la figure 12.

30 T T T T T T
.
251 .
20 =
£ &l * ]
S *
=
D
2 10t -
[}
|_
.*.
5F * .
* o+
#* *
of * * *
5 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
Temps (s)

Figure 12 : Tracé du nuage des points

2- Polynbme de degré 1: T(t) = ay + a,t

Pour calculer les paramétres a,, a,, on minimise 1’erreur :

11 11
E(ag,a) = ) [T} =TI = ) [T} = (ag + axt)]?
0 0

0E
da,

11 11 11
ZTi* =Z(a0+a1ti) = 12 a0+alzti
0 0 0

11
> 2077 = (a0 + ast)] = 0
0

D’aprés le tableau :

11

11
zTi* =793 Z t; = 780
0

0

L’équation précédente devient :
12 ay + 780a, = 79.3

On refait la méme procédure en dérivant E (ay, a;) par rapporta a, :
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da
1 0
11 11 11
Z t,T; = “OZ t; +“1th
0 0 0

En utilisant les valeurs du tableau, on obtient la 2°™ équation :
780 ay + 65000a, = 2328
Les deux équations peuvent se mettre sous la forme matricielle :
a
(780 _ss000) (a2) = (2370)
[(M] (@) (b)
On pouvait calculer directement la matrice [M] et le vecteur second membre en utilisant

I’équation (3.13):

n-—1 n-—1
Mjkzzt{”‘ et bjzz:t{Ti*
i=0 i=1
11 11 11
Mo =Zt? =12; My, = My, =Zti =780, M, =Zt§ = 65000
i=0 i=0 i=0
n—1 n-—1 n-—1
by = Z t)T) = > T} =793; b= Z t;T; = 2328
i= i=1 i=1

On obtient le systeme déja obtenu :
(71820 62380) (Zg) - (273?;;;)

On obtient aprés résolution : a, = 19.4565; a, = —0.1977

T(t) = 19.4565 — 0.1977 t

Une comparaison entre les mesures et ce modéle mathématique est montrée par la figure 13.
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Figure 13 : Polynéme de degré 1

3- Polyndme de degré 2 : T(t) = aq + a;t + a,t?

On commence par calculer la matrice [M] et le vecteur (b) en utilisant les relations :

n-1 n—-1
M, = Zt{”‘ et bj = Zt{Ti*
i=0 i=1
Les coefficients M,,, M,,, M, ont été déja calculés, on calcule ce qui reste :
11 11 11
My, = Z t? = Myy; My, = Z t3 = 6084000; M,, = Z t+ = 607100000
i=0 i=0 i=0
n-—1
b, = Z t?T; = 111700
i=1

On obtient le systeme linéaire suivant :

12 780 65000 Qo 79.3
780 65000 6084000 a, | = 2328
65000 6084000 607100000/ \az 111700
Ce qui donne apres résolution a, =30.7295; a, =-0.6808 a, =0.0037
Et par conséquent :

T(t) = 30.7295 — 0.6808t + 0.0037t>

Une comparaison entre les mesures et ce modele mathématique est montrée par la figure 14.
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Figure 14 : Polynbme de degré 2

4- Polyndme du degré 3 : T(t) = aqy + a,t + a,t? + ast?

En suivant la méme procédure, on obtient :
T(t) = 37.6818 — 1.2181 t + 0.0136t? — 5.0932¢t3

Une comparaison entre les mesures et ce modéle mathématique est montrée par la figure 15.

Température (°C)
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Figure 15 : Polynéme de degré 3



Les calculs précédents ont été faits grace au programme matlab ci-dessous :

Programme matlab utilisant un modele polynomial
clear all
syms X
% Donner les valeurs xi, yi
xn=10:10:120; n=length(xn);
yn=[28 16 1456 33 1. 1.3 0.2 1.5 0.3];
m=3; %Choisir le degré du polynome
for j=1:m+1
b(j)=0;
fori=1:n
b(j)=b()+yn(i)*xn(i)”(j-1); % Calcul du vecteur b
end
for k=1:m+1
M(j,k)=0;
fori=1:n
M(j,k)=M(j,k)+(xn(i))"([j+k-2);% Calcul de la matrice M
end
end
end
% Resolutionde M *a =b
a=b/M;
% Calcul de pn(x) (valeur du polyndéme aux pts xi)
fori=1:n
pn(i)=0;
for k=1:m+1
pn(i)=pn(i)+a(k) xn(i)?(k-1);
end
end
%calcul de l'erreur
E=(yn-pn)*(yn-pn)’;
% Affichage du polynome
P=(x.A"[m:-1:0])*(a)’;
disp('Approximation des moindres carres P(x)=')
pretty(P)
%Tracé des graphes
plot(xn,yn,*r',xn,pn, k')
xlabel('Temps (s))
ylabel(' Température (°C))
legend('Mesures',' Poly deg 3')
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4- Modele exponentiel

On pose :

T(t) = age™!

11 11
E(ag,a) = Y [T = T(t)? = ) [T; = age™t]?
0 0
2 altl alti — 0
aao z ¢ ]
9
30 Z —2ayt;ieMh[T — age™ti] =0

On obtient un systeme non linéaire de deux équations :

f1(a0;a1)—— 211 i =

6a_

avec a; = eMU[T — age®ti]
f2(ag,a1) = =Y tia; =0

Pour le résoudre, on apphque ’algorithme de Newton-Raphson (\Voir chapitre 2).

On commence par choisir une solution initiale. Le choix de la solution initiale est tres
important, cette derniere doit étre assez proche de la solution finale, si non 1’algorithme de
Newton-Raphson diverge. Pour cela, on choisit deux valeurs du tableau :

ti () 10 20
T/ (°C) |28 16

En posant T;" = ape®%i, on obtient :

{aoeallo = 28 {al = 0.1Ln(16/28) = —0.056 on prend (a) _( 49 )
pe?® =16 lay = 28e~410 = 49, P °~ \-0.05

On construit la matrice Jacobienne A et le vecteur second membre b:

11 11
of Of 0 o
3 A, da, da,

4= da, Oda, _ 5 o

aao aal Ztl aao Ztl aal
0 0
aai a aai
—_— = 1t; —_ 1 at; T* —_ 2 at;
94, e 2a, tie YT, age®ti]
b - _ (fl(aOI al))
f2(ao, a,)

Algorithme de Newton-Raphson :
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o _( 49
Solution initiale: (a)y = (_0.05)
Résoudre: Ada=0»>b
Calculer: (a),4+1 = (@), + da

Critére d'arrét ||6all < € (¢ = 107°)

Programme matlab utilisant un modele exponentiel
clear all
% Donner les valeurs xi, yi
x=10:10:120; y=[28 16 14563 3 1. 1.3 0.2 1.5 0.3];
epsilon=0.000001; % Choisir la précision
mod=1; % choisir une valeur de mod > epsilon
a=input('Donner le vecteur initial a=[a0;al]=");
N=input('choisir le nombre maximun des itérations N=');
it=0; % Initialiser le nombre des itérations
while abs(mod) > epsilon
it=it+1 ;
if it>=N
disp('L"algorithme diverge')
break
end
%---Calculer la matrice Jacobienne A
Ai=exp(a(2)*x).*(y-a(1)*exp(a(2)*x));
fl=sum(Ai); f2=sum(x.*Ai);
dA1=-2%exp(2*a(2)*x); dA2=x.*exp(a(2)*x).*(y-2*a(1)*exp(a(2)*x));
fl11=sum/(dA1l); f12=sum(dA2); f21=sum(x.*dA1); f22=sum(x.*dA2);
A=[f11 f12; 21 f22];
%---Calculer le vecteur second membre b

b=-[f1;f2];

%---Résoudre le systéeme A.da =b
da=A\Db;

%---Calculer la nouvelle valeur de a
a=a+tda;

%---Choisir le critére d'arrét (erreur absolue ou relative)
mod=sqrt(da'*da);

end

disp('solution =') %---Afficher la solution

disp(a)

disp(nombre d"itérations =')%---Afficher le nombre des itérations
disp(it)

%---Tracé des courbes
z=a(1)*exp(a(2)*x);
plot(x,y,"*",x,z,'k')
axis([0 130 -5 30])
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L’exécution du programme donne les valeurs suivantes :

= (%50as1)

T(t) = 42,1887 ¢~0:0431¢

Une comparaison entre les mesures et le modele exponentiel est montrée par la figure 16.
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Figure 16 : Modele exponentiel

111.3 Exercices corrigés

Exercice 1
En utilisant la méthode de Newton :
1- Calculer le polynome d’interpolation de la fonction f(x) donnée par :
X 1 2 3
f(x) 2 6 12

2- En déduire une valeur approchée de f'(1).

Solution
A A?
FO0 ~ PG = ) + A e -1y S gy
D’apreés le tableau ci-dessous : P(x)=2+4(x—-1D+x-Dx—-2)=x*+x
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Xi f(x) Af(x) Azf(xi)

1 2 4 2
2 6 6
3 12

/(1) = P'(1)=2x + 1],=,=3

Exercice 2
Soit y(x) une fonction donnée par le tableau suivant :

X 0 -11-2 -3
y(x) |1 2 |5 10

Déterminer le polyndme d’interpolation de la fonction y(x) a I’aide de la méthode de

Newton.

Solution
Les points sont équidistants avec h = —1.

xi y;i Ay; Ay A3y,
0O 1 1 0
-1 2 3
-2 5 5

-3 10

2
(2) Px)=1—-x+x(x+1)=x*+1

Exercice 3

Soit y(x) une fonction donnée par le tableau suivant :
x;[0]-1]-2]-3|-4
y; |12 [5 [10]17

1- A l’aide de la méthode de Newton, calculer le polyndme d’interpolation P(x).
2- (1 pt) En déduire une valeur approché de y'(—1.5).

Solution

A33’0

2! h?

1'h 2! h?
Ay,

2l h2

P(x) =y, + x(x+ 1)+ x(x+1D(x+2)

+

x(x+1D)(x+1)(x+3)
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Xi | Vi Ay; Ay, NPy, Aty
0 1 1 2 0 0

-1 2 3 2 0

-2 5 5 2

-3 10 7

4 |17

yx) ~P(x)=1—-x+x(x+1)=x*+1
¥ (=1.5) = P'(—1.5)=2x| o _; s=-3

Exercice 4

Soit le tableau suivant :

X 0 n T
6 3
sin(x;) |0 | 0.5 |0.866

En utilisant I’interpolation polynomiale, donner une valeur approchée de sin (%) et cos (g)

Solution
2
f(x) = P(x) =y, + ?!—ny + s! i}:gx(x —1/6)
Xi | Vi Ay; A%y,
0 0 0.5 -0.134
/6 | 0.5 0.366
/3 | 0.866

F(x) ~ P(x) = 0.9549x — 0.2444(x — 0.5236)x = —0.2444 x? + 1.0829x
f'(x) = P'(x) = —0.4888 x + 1.0829

sin(r/12) = P(n/12) = 0.2668

cos(m/5) =~ P'(r/5) = 0.9549
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METHODES D’INTEGRATION NUMERIQUE

IV.1 INTRODUCTION

Il existe deux situations ou 1’on a besoin de formules pour approcher I’intégrale d’une

fonction f :

1) = [, fdx (4.1)
— On ne connait la valeur de f qu’en certains points xg, X4, ..., X,, et il n’est pas possible
d’avoir d’autres valeurs que celles-ci (¢c’est le cas quand la fonction f est tabulée).
— Il est possible de calculer f(x) pour un x quelconque, mais la primitive de f n’est pas
connue (par exemplef(x) = eS"™)) ou bien I’expression analytique de f est trop
compliquée pour étre explicitée (f(x) est par exemple le résultat d’un code de calcul trop

complexe).

Dans ce chapitre, on va présenter certaines méthodes numériques permettant de calculer d’une
facon approchée I1(f).

On appelle J(f) la valeur approchée de I(f).

Pour certaines fonctions, il est impossible d'exprimer la fonction primitive en utilisant les
fonctions usuelles (algébriques, trigonométriques, exponentielles,..). C'est le cas par exemple
de la fonction eSi"*, Cette fonction est pourtant intégrable, son graphe est donné par la figure
17.

Figure 17 : Exemple d’une fonction intégrable
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Il faut signaler que fab f(x)dx représente 1’aire de la surface délimitée par les droites x =

a,x = b,y = 0 etla courbe y = f(x) (Figure 18).

y y=ix)

x=a X=

Figure 18 : Surface délimitée

IV.2 Méthode des rectangles
La méthode des rectangles consiste a :

- diviser l'intervalle [a, b] en n segments égaux. On obtient ainsi (n + 1) points equidistants :
On pose :
x;=a+ihi=01,.,n avec h="" (4.2)

- approximer la surface de chaque "tranche" par un rectangle (Figure 19).

Xp=a Xy e Xiq X x,=h

Figure 19 : Méthode des rectangles

| Fdx = (- xiD)f @) = h f@), @ € [xp,x]

i—
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La fonction est donc remplacée par une constante (polynéme de degré 0) sur chaque sous-
intervalle. On peut prendre a; = x; (point a droite) ou a; = x;_, (point a gauche), mais la
meilleur valeur de a; est celle du point milieu, c’est-a-dire : a; = E (xi—1 +xp).
2
En additionnant la somme des surfaces de tous les rectangles, on obtient :
b Xn n Xi
[ reodr=[ “rwax =3 [ faddx
a Xo i=1 " Xi-1
J(f) =hXiif(a) (4.3)

Dans la figure précédente, on a choisi de construire le rectangle a partir du point milieu de

chaque sous-intervalle.

IV.2.1 Calcul de I’erreur
On peut montrer que pour la formule des rectangles (point milieu), I’erreur est donnée par :
(b-a)®

() =IO <=M, (4.4)
Avec
My = sup If"()l (4.5)
x€[a,b]
1V.2.2 Exemple

5 : . .
- Calculer eS'™ dx en prenant n=5 ; Donner une majoration de ’erreur.
0

- Calculer le nombre de segments qui permet d’avoir une précision de 0.01.

Solution :
b—a 5-0
n 5
Xi o = Xioa X f(ay)
' 2
Xo=a=20
a, = % =05 1.6151
x1 = xO + h = 1
2.7115
p =2 =15
x2:x1+h:2 Xpxs
az =—,— =25 1.8193
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x3:x2+h:3

x4:x3+h:4 a_x4+x5_45
5 = ——— =4.
2 0.3762

Xs=Xx4+h=5=b

5 n
j eSnxdy = hzf(ai) =1 (1.6151 + 2.7115 + 1.8193 + 0.7041 + 0.3762) = 7.2263
0 i=1

f(x) =50, f7'(x) = —eS"M (sin? (x) + sin(x) = 1), M; = sup |f"(0)| =e

x€[0,5]
(b - a)3 (5 - )3
(x)dx—hZf( 1)‘ My = e = 0.5663
Pour avoir une précision de 0.01, il faut avoir : ( ) —M, < 0.01

Ce qui donnen > /M = 37.6, soitn = 38
24 x 0.01

IV.2.3 Programme matlab de la méthode des rectangles
% rectangle.m

a=0 ; b=5; n=5;

h=(b-a)/n ; % le pas de calcul

x=a+h/2 :h :b ; % points de discretisation
f=functest(x) ;

val=h*sum({)

% dans un fichier functest.m

function y=functest(x)

y=exp(sin(x)) ;

V.3 Méthode des Trapézes
La méthode des Trapezes consiste a:

- diviser l'intervalle [a, b] en n segments égaux. On obtient ainsi (n + 1) points équidistants.

a

Onpose:x; =a+ihi=0,1,..,n avec h = b%.

- approximer la surface de chaque "tranche™ par un trapéze construit a partir des valeurs de la

fonction aux bornes de chaque sous-intervalle (Figure 20).
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Xy=a Xp 0 e Xiq X x.=D

Figure 20 : Méthode des trapezes

[ feonas = L) £ /0

Xi-1

La fonction f est donc remplacée par une droite (polynéme de degré 1) sur chaque sous-

intervalle. En additionnant la somme des surfaces de tous les trapézes, on obtient :

]abf(x)dx = anf(x)dx = Zn: fxi f(x)dx

b h h h
[ 7e0dx =3 (70w + £G) +5 (FG) + £G)) + -5 (Flnoa) + FGx0)

J(H) = 2[f(@) + F(b) + 220 £ (x)] (4.6)

IV.3.1 Calcul de ’erreur
On peut montrer que pour la formule des trapézes, I’erreur est donnée par :

b— 3
() = J(Hl < L2 m, (@.7)
avec M, = sup |f"(x)]
xela,b]
1VV.3.2 Exemple

5 i . .
- Calculer fo e*™dx en prenant n=5 ; Donner une majoration de 1’erreur.

- Calculer le nombre de segments qui permet d’avoir une précision de 0.01.

b—a_S—O_1
n 5
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Xi f(x:)
Xo=a=0 1

X1 =% +h=1 2.3198
X, =% +h=2 2.4826
X3 =X, +h=3 1.1516
Xy =%x3+h=4 0.4692
xs=x,+h=5=p | 03833

D’apres la formule des trapezes, on a :

> h
j fCdx =Z[f(0) + f(5) + 2(f(D) + f(2) + ) + f(4)] = 7.1147
0

(b — a)3 _ (-0

5 n n-1
_n zz = e=1132
| reoa Z[f(a)+f(b)+ ) 16 )” M, = e =11326
1=
Pour avoir une précision de 0.01, il faut avoir : (b a) —— M, <0.01
Ce qui donnen > M; b-a)® _ 53.2, soitn = 54
12 X 0.01

IVV.3.3 Programme matlab de la méthode des trapézes

Y%trapeze.m

a=0 ; b=5; n=5;

h=(b-a)/n ; % le pas de calcul
x=a:h:b ; % points de discretisation
f=functest(x);
val=(f(1)+f(n+1))/2 ;

for i=2 :n

val=val+{(i)

end

val=val*h

% dans un fichier functest.m
function y=functest(x)

y=exp(sin(x)) ;

IV.4 Méthode de Simpson

La méthode de Simpson consiste a:
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- diviser l'intervalle [a, b] en n segments égaux avec n un nombre pair(n = 2m). On

obtient ainsi (2m + 1) points équidistants x; = a + ih,i = 0,1,...,n avec h = bn;a.

- approximer la fonction sur chaque "tranche” par une parabole construite a partir de trois

points consécutifs (Figure 21).

- f(x)
B <——P (x)
"3
| ®
[~ —
X X3 Xa

Figure 21 : Méthode de Simpson

fabf(x)dx = f:zf(x)dx + Lx4f(x)dx ot fxm F()dx

0 2 X2m-—2
Entre x, et x, et passant par x4, il y a trois points d’interpolation, on peut donc remplacer la

fonction f(x) par un polynbme de degré 2. D’aprés la forme de Lagrange, ce polynome

s’écrit :
P,(x) = f(xo)Lo(x) + f(x1)L1(x) + f(x,)L, (%)
avec
Ly(x) = (x —x1)(x — x3) Li(x) = (x — xp) (x — x3) LG = (x — x0) (x — x1)

(o — x1) (%0 — x2) (1 — x0) (1 — x2)’ (2 — x0) (xz — x1)
Sipose:x —x; =th,alors:

XxX—x,= (x—x1)—(xy;—x;)=th—h=h(t—-1)

xX—xg= (x—x)+(x;—x9) =th+h=h(t+1)

Ce qui donne :

1 1
Lo(x) = E(tz —t), Li(x)=1-t% L,(x)= E(tz +1)

fxzf(x)dx = fszz(x)dx

Xo

En remplacant P, (x) par son expression on obtient :
X 1 1 1
j f(x)dx = @hj (t?2 — t)dt + f(xl)hf (1 —t3)dt + @h[ (t? — t)dt
Xo -1 -1 -1
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Ce qui donne apres calcul :

Xz 4 h
[ oo =152 2 L2 = 21 4G + )
J(F) =3 (f(@) + f(b) + 4TI, f(xzi-1) + 2 X5 F(220)) (4.8)

1VV.4.1 Calcul de ’erreur

On peut montrer que pour la formule de Simpson, I’erreur est donnée par :

(b—a)®

() =T < T2 M, (4.9)
Avec
My = sup |[fP) (4.10)
x€[a,b]
1V.4.2 Exemple

- Calculer fos e dx en partageant I’intervalle [0, 5] en 4 segments ; Donner une majoration
de I’erreur.

- Calculer le nombre de segments qui permet d’avoir une précision de 0.01.

Solution : Pour la méthode de Simpson, le nombre de segments doit étre pair, ¢’est la raison

pour laquelle on a pris n=4 et non pas =5 comme pour les cas précédents.

hzbn;a=54;0=1.25, n =2m = 4, ce qui donne m = 2
X f(x:)
Xo=a=20 1

X, =X +h=125 | 25831
X, =% +h=25 1.8193
x3=x,+h=23.75 | 15646
xy=x3+h=5=p | 03833

D’apres la formule de Simpson, on a :

5 2 1
|| Fedx= §<f(a) + 1) + 42 ftaia) +2 Z f(m))

> 1.25
[ FOdx = =2 (F ) + £Gx) + 40 () + FGx)) + 27 () = 7.3387
0
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b b 2 1 5—-0 5
L f)dx — §<f(a) + f(b) + 4zlf(x2i—1) + Zzlf(XZL))‘ = (180 421 M,

En dérivant 4 fois la fonction f(x) = e**, on obtient :
F®(x) = S (sin*(x) + 6 sin3(x) + 5sin?(x) — 5sin(x) — 3),
M,= sup |[fP(x)|=14e

x€[0,4]
[ reoa - hZf(a )| <

(b - a)5 _(5-0)°
- Pour avoir une précision de 0.01, il faut avoir :

2anz M2 =150 % 48
Cequidonne:n > 4/M =11.7, soitn =12
180 x 0.01

Rappelons que n doit étre pair, le premier entier naturel pair > 11.7 est bien 12.

4e = 0.7374

( )

M, < 0.01

Ce qui montre que la méthode de Simpson est plus précise comparée aux méthodes

précédentes.

IV.4.3 Programme matlab de la méthode de Simpson

% simpson.m

a=0 ; b=5; n=2; % n doit étre paire
h=(b-a)/n ; % pas de calcul

x=a :h :b ; % points de discretisation
f=functest(x) ;

val=0 ;

for i=0 :n/2-1
val=val+f(2*i+1)+4*{(2*1+2)+{(2*1+3) ;
end

val=val*h/3

% dans un fichier functest.m
function y=functest(x)

y=exp(sin(x)) ;

IV.5 Méthode de Newton-Cotes

On peut constater que les méthodes précédentes utilisent le méme principe d'approximation,
c'est-a-dire remplacer la fonction par un polyndme d'un certain degré: degrée 0 pour la
méthode des rectangles, degré 1 pour la méthode des trapezes et degré 2 pour Simpson.

On peut donc généraliser cette démarche. On parle alors de méthode de Newton-Cotes de
degré d.
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La méthode de Simpson devient alors la méthode de Newton-Cotes de degré 2.

Par exemple, pour la méthode de Newton-Cotes de degré 3, on obtient la formule suivante :

X3 h
| £edx = 5 () + 47 G) + 47 )+ )

IV.6 Formule de quadrature
Pour calculer f: f(x)dx, les méthodes d’intégration préceédentes sont toutes basées sur la

formule suivante :

b n
Jo fFOdx ~ X owif (a;) (4.11)
Une telle formule est appelée : formule de quadrature.

n : le nombre de segments (ou sous intervalles)
x; . sont appelés les neeuds (ou abscisses) de la formule

w; . sont les poids parfois aussi déenommés coefficients de la formule.

Rappelons que :
a- Pour la méthode des rectangles (point milieu), on a:

xi_1+xi
Wi:h; aizT

La méthode des rectangles permet d’intégrer localement d’une fagon exacte un polynéme de
degré 0.
b- Pour la méthode des trapézes, on a :
Wo =Wy =75 W; = h(i=1..,n-1) a=x
Cette méthode permet d’intégrer localement d’une fagon exacte un polyndme de degré 1.
c- Pour la méthode de Simpson, on a:
h 4h

3 W2i-1 =

3
La méthode de Simpson permet d’intégrer localement d’une fagon exacte un polynéme de

Wo = Wn = (=1..mswy=— (=1..m-1); a=x

degré 2.

IV.7 Méthode de Gauss
La méthode de Gauss est basée aussi sur une formule de quadrature :

[reodx~ X
a i=1
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n s’appelle le nombre de points de Gauss (et non pas le nombre de segments)

La méthode de Gauss consiste a faire le meilleur choix des a; et w; pour que la formule de
quadrature soit exacte pour un polynéme de degreé le plus élevé possible. On peut montrer que
le degré le plus éleveé est 2n — 1.

Pour n donné, la méthode de Gauss permet donc d’intégrer exactement tout polynéme de

degré < 2n —1.

IV.7.1 Etapes de la méthode de Gauss

1- Faire le changement de variable suivant :

x ="t 0 (4.12)
b—a
dx = > dt
fo)=f(Z2t+ 25 = g(0) (4.13)

Ce changement de variable permet de ramener I’intervalle [a,b] a I’intervalle [-1,1], donc si
I’intervalle d’intégration est déja [-1,1], ce changement de variable est inutile car on aura dans

cecasx =t.

1

Ljﬂkﬂx=Jif(b;at+b;a>b;adt=b;aj;g@ﬁh

2- Choisir le nombre de points de Gauss n et appliquer la formule de quadrature :

[adt ~ T wig(t) (4.14)
D’ou:

J(F) = 225 wig(t) (4.15)
Pour les valeurs de w; et t;, on utilise le tableau suivant :
n t; wi
1 0 2
2 - 1 1

V3
3 0 8/9
¥./3/5 5/9
4 3-2,6/5 1+ !
1#—f7—— 2 6/6/5
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T 1
. /3 + 27,/6/5 2 6/ers

Pour n choisi, 1’équation (4.15) est exacte pour tout polyndme de degré < m = 2n — 1.

IV.7.2 Calcul de ’erreur
On peut montrer que pour la formule de Gauss, 1’erreur est donnée par :

(b_a)2n+1(n!)4-
[1(f) = J(f) SmMzn (4.16)
My, = sup |f®™(x)] (4.17)
xelab]

IV.7.3 Exemple
- Appliquer la méthode de Gauss pour calculer fOS eS"™ dyx (prendre n=2, puis n=3);

Solution :
Changement de variable :

270, 340 e ias
X = 2 2 = 4. .

git) =f(x)=fQR5t+2.5) = SIN(2.5 t+2.5)

e Pour n=2

5 n=2
jo fG)dx = ;z wig(t) = 2 (g t) + w29(62)

B B . 1 1
D’apres le tableauona: t; = L t, = 5 W= Wy = 1
5 . -1 ) 1
j FO0dx = ;(esm(z.s (ﬁ)n.s) N esm<2.5 (\/—5)+2.5)> _ 71900
0

e Pour n=3

s 5O 5
|| reoax= 7.2, 90 =5 0906+ wag () + wag e

D’apres le tableauona: t; =0; t, = —\E, t; = \E w, = g Wy, =Wz =5/9

jo Fdx = E(g esin@3) 4 gem(“ (8)2s) + gesm<2's <J§>+2'S>> = 6.9431

2
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IV.7.4 Programme matlab de la méthode de Gauss

% Gauss.m

a=0; b=5; % les bornes de l'intégrale

%Choisir n (nombre de points de Gauss

n=input('Choisir le nombre de points 1,2 ou 3 n=');
%--Introduire les abscisses et coefficients de Gauss pour n=2
t(2,1)=-1/sqrt(3); t(2,2)=1/sqrt(3);

w(2,1)=1; w(2,2)=1;

%--Introduire des abscisses et coefficients de Gauss pour n=3
t(3,1)=0; t(3,2)=-sqrt(3/5); t(3,3)=sqrt(3/95);

w(3,1)=8/9; w(3,2)=5/9; w(3,3)=5/9;
x=(1-t(n,:))*a/2+(1+t(n,:))*b/2;

f=functest(x);

val=0.5*%(b-a)*w(n,:)*f

% dans un fichier functest.m

function y=functest(x)

y=exp(sin(x)) ;

V.8 Intégrale impropre
Une intégrale impropre est une extension de l'intégrale usuelle, définie par une forme de
passage a la limite dans des intégrales. On note en général les intégrales impropres sans les

distinguer des véritables intégrales ou intégrales définies, ainsi :

+00 o:
J sin(x) dx
0

X
est un exemple tres classique d'intégrale impropre convergente.
Dans la pratique, on est amene a faire une étude de convergence d'intégrale impropre :

« lorsqu'on integre jusqu'a une borne infinie,
« lorsqu'on intégre jusqu'a une borne en laquelle la fonction n'admet pas de limite finie,

« lorsqu'on englobe un point de non définition dans l'intervalle d'intégration.

Dans chaque cas, on évaluera l'intégrale définie comme une fonction d'une des deux bornes et

on prendra la limite de la fonction obtenue lorsque I'argument tend vers la valeur de la borne.
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IVV.9 Exercices corrigés

Exercice 1
Soit la fonction y(x) donnée par le tableau suivant :

X; 1 2 3 4 5
yi=y(x;) |06 075 |1 1.5 3

Calculer par la méthode de Simpson :
5
1- I =[] y(x)dx

2- I, = f:y(x)el/xdx

Solution

X 1 2 3 4 5
yi=y(x;) |06 0.75 1 15 3

En appliquant la formule de Simpson (Equation (4.8)) au tableau ci-dessus, on obtient :
5 h 1
L = -[ y(x)dx = §{y0 +ys +40y +y3) + 2y, = §{0.6 + 3+ 4(0.75 + 1.5) + 2} = 4.8667
1

Onpose: z(x) = y(x)e'/*

X 2 3 4
yi =vy(x;) |0.75 1 1.5
z; = y;eYx; | 1.2365 | 1.3956 | 1.926

En appliquant la formule de Simpson (Equation (4.8)) au tableau ci-dessus, on obtient :

4 h 1
I = f y(x)e*dx ~3{z0 + 2, + 421} = 5 {1.2365 + 1.926 + 4. 1.3956} = 2.915
2

Exercice 2

Calculer par la méthode des trapézes (n=4), I’intégrale :

2 1
2
1 =f - e* dx
1 sin(x)
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Solution

En posant pose f(x) = —~ e ¢ten partageant I’intervalle [1,2] en 4 segments, on obtient

sin x

le tableau suivant :

X; 1 1.25 1.5 1.75 2

f(x;) |32304 50272 95116  21.7289 60.0443

Formule des trapézes (Equation (4.3)) : I = g(f(xo) + f(x) + 230 ()

[ =16.9763
Exercice 3
Soit la fonction y(x) donnée par le tableau:
X 1 2 3 4 5 |6
yi=y(x;) |06 0.75 1 15 3 5

1- Calculer par la méthode des trapézes I, = f35 y(x)dx

2- Calculer par la méthode de Simpson I, = f;y(x)el/xdx

Solution

1- Méthode des trapézes I; = | fy(x)dx

x; (1=0,1,2) 3 4 5
yvi=y(x) |1 15 3

5 h 1
I =f y(x)dxzi{y0+y2+2y1}=E{1+3+2* 1.5} = 4.5
1

2- Méthode de Simpson I, = f:y(x)el/xdx
Onpose: z(x) = y(x)el/*
x; (=0, 1,2) |2 3 4
v, =y(x) 075 |1 15
2, = ye'/x; | 1.2365 | 1.3956 | 1.926
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4 h 1
I, = f z(0)dx = 7 {zo + 2 + 4z} = 5{1.2365 + 1.926 + 4. 13956} = 2.9150
2

Exercice 4

Soit la fonction y(x) donnée par le tableau ci-dessous:

Xi

1 |14 |18 |22

yi =y(x;)

060751 1.5

1- Calculer par la méthode des trapézes I, = flzf iey(")dx

2- Calculer par la méthode de Simpson I, = ffy(x)dx

Solution

On pose : z(x) = iey(")

X 14 |18 |22 |26
7z = 2z(x) | 15121 15102 | 2.0371 | 7.7252

Méthode des trapézes :

a X

261 0.4
j —eYMdx = 7(1.5121 + 7.7252 + 2(1.5102 + 2.0371)) = 3.2664
1

On ne peut pas appliquer la méthode de Simpson car le nombre de segments est impair (n=5)

Exercice 5

En utilisant la méthode de Gauss et en choisissant le nombre de points adéquat calculer la

valeur exacte de I = f_ll(x +1)°dx

r (nombre de points de Gauss) &, ou t; (abscisse) w;(poids)
1 0 2
2 F1/V3 1
3 0 8/9
F/3/5 5/9
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Solution
Si r est le nombre de points de Gauss, la méthode de Gauss permet d’intégrer exactement tout

polyndme de degré< 2r — 1. On a donc 2r-1=5 soit r=3.

! 8 5 5 5
f (e +D3dx = wif +wadf +wad§ =515+ 5{(1 ~/3/5) +(1+/3/5) } = 10.6667
-1

Exercice 6

Soit le tableau suivant :

X 0 n T
6 3
sin(x;) |0 | 0.5 |0.866

Calculer par la méthode de Gauss en choisissantr=2: [ = f05 sin(x) dx

r(nombre de points de Gauss) &; ou t; (abscisse) w;(poids)
1 0 2
2 F1/V3 1
3 0 8/9
T3/5 5/9

Solution
On pose x = %(1 +t),

Pour r=2 (r est le nombre de points de Gauss), la formule de Gauss s’écrit :

1= sin (21 +0)de =2 [sin (2(1 = 1/V3) ) + sin (2(1+ 1/V5) )| = 0.499

Exercice 7
Le tableau ci-dessous donne les valeurs expérimentales de la hauteur d’eau f en fonction du

coefficient K.

20 25 30 35 40

f 1.78 |1.75 | 173 | 172 | 171
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En utilisant la méthode des trapezes, calculer f;oo f(K) dK

En utilisant la méthode des trapezes, calculer f:oo f(K) dK

Calculer f2400 f(K) dK al’aide de la méthode des trapézes

Solution

40
5
f) dK =2 [178+ 171+ 2(1.75 + 1.73 + 1.72)] (1pts)

20
40

F(K) dK = 34.7250
20
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RESOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES

V.1 Probleme de Cauchy
On limite notre cours au cas d’équations différentielles ordinaires de la forme :
Trouver la fonction y(t) telle que:
y'(®) = f(t,y(@®) Vt€ [a,b] (5.1)
y(to) = Yo
Ce type de probléme est appelé probleme de Cauchy. Si la fonction f(t,y) est continue et si
elle vérifie la condition de Lipschitz suivante :
JL > 0tel que vVt € [a, b] et Vy,, y, onait :[f(t,y1) — f(t,¥2)| < Lly; —y2|  (5.2)
alors le probleme admet une solution unique pour toute valeur initiale.

V.2 Principe général des méthodes numériques
La solution exacte d’une équation différentielle du type (1) est une fonction continue. Les
ordinateurs ne peuvent fournir qu’un nombre fini de résultats numériques. Tout commence
donc par un choix préalable d’un nombre fini de points t; sur [a, b]. Ceci s’appelle une
discrétisation ou un maillage du domaine géométrique (ici le segment [a, b]). On limitera le
calcul au calcul approché de la solution en ces points.
Le choix des points t; est évidemment crucial pour la qualité de la solution numérique
obtenue. Le maillage doit permettre de représenter de fagon précise la solution. Comme cette
solution est inconnue, on procede par des techniques d’adaptation de maillage a posteriori. On
calcule une premiere solution sur un premier maillage. On déduit de ce premier calcul, les
zones de fortes variations de la solution. On raffine par la suite le maillage dans ces zones. Par
souci de simplicité, on présente ici les méthodes numeriques dans le cas de maillage a pas
uniformes. Si on partage I’intervalle [a, b] en m segments, le pas de discrétisation h est égal :
h==" (5.3)
On pose :
tpy1=t,+h (n=01,...,m)avect, =a
On peut construire des schémas d’intégration d’équations différentielles de diverses
manieres :

— Soit en utilisant des formules d’intégration numérique approchée, du chapitre précédent.
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— Soit en utilisant le développement de Taylor.

Deux critéres principaux gouvernent le choix d’une méthode :
—1’ordre, qui mesure la précision du schéma.
— la stabilité, qui concerne le comportement de la solution approchée. Le schéma est stable si

la solution discréte reste bornée quel que soit la taille du pas de discreétisation.

V.3 Méthodes a un pas
Dans ces méthodes la valeur approchée y,,., de la fonction inconnue y pour t, ., est calculée
en fonction des seules valeurs de 1’abscisse précédente t,,, de I’approximation Yy, et du pas de
discreétisation h.
Si y, 41 s’obtient par une formule explicite de la forme :

Vi1 = Yn + [ty B) (5.4)
on dit que la méthode est explicite.
Si par contre y,,,., est donnée par une relation de la forme :

Yn+1 =In t+ f(tn: Y Yn+1, 1) (5.5)
on dit que la méthode est implicite.

Ces schémas sont obtenus, par exemple, en intégrant I’équation différentielle et en utilisant
des formules d’intégration numérique pour le second membre. L’ordre du schéma sera égal au
degré du polynome pour lequel I’intégration est exacte +1.

A titre d’exemple, on obtient les schémas suivants:

tnt1

f Ty @dt =yt -yt = [ FEy@)dt

t
Pour calculer |,

n

f(t,y(t))dt, on utilise les méthodes d’intégration décrites dans le chapitre
précédent.

En choisissant la méthode des rectangles (point a gauche), on obtient :

Yn+1 = Yn = hf (&, yn)

Yn+1 =Yn T+ hf(tn' yn) (5-6)
On obtient le schéma d’Euler explicite, ce schéma est d’ordre 1, car on a remplace, la

fonction f par une Constante (polyndme de degré 0).
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En utilisant toujours la méthode des rectangles mais en choisissant le point a droite on
obtient:
Yn+1 = Yn = hf(tn+1' Yn+1)

Ynt1 = Yn Tt hf(tn+1' Yn+1) (5.7)
On obtient le schéma d’Euler implicite, ce schéma est d’ordre 1.

En utilisant toujours la méthode des rectangles mais en choisissant le point milieu

(tn+tn+1 =t

h H .
. nt 5) on obtient:

h h
Yn+1 = Yn + hf <tn + Ery(tn +E)>
y (tn + g) est calculé a I’aide du schéma d’Euler explicite :

h h k
y (tn +E) = y(tn) +Ef(tnryn) = y(tn) +E
Ce qui donne :

{k = hf(tn' yn) (5 8)
h k .
Yn+1 = Yn t+ hf(tn +E:yn +E)

On obtient le ""Schéma de Runge-Kutta d’ordre 2", appelé aussi ""Schéma du point

milieu™. C’est un schéma explicite d’ordre 2.

En utilisant la méthode des trapézes, on obtient :
h
Yn+1 = Yn = E [f(tn' Yn) + f(tn+1f yn+1)]

Y1 = Y+ 5 [t Yu) + f(tner, Yne1)] (5.9)
On obtient le schéma de Crank-Nicolson, ¢’est un schéma d’ordre 2.
Le schéma de Crank-Nicholson est implicite car le calcul de la nouvelle valeur y,,, ; nécessite
la résolution d’une équation algébrique. Si I’on veut obtenir une méthode explicite du méme
ordre, on peut procéder de la maniere suivante :
Yn+1 = Yn + hf (tn, yu)
{yn+1 =¥n+t 2 [f (& yn) + f(tns1, Vs

On obtient le ""Schéma de Runge-Kutta d’ordre 2, appelé aussi ""Schéma d’Euler

(5.10)

modifié™. C’est un schéma explicite d’ordre 2. Ce schéma est différent de celui du point

milieu mais il est trés proche.

90



De méme, I'utilisation de la formule d’intégration de Simpson est a la base de la formule de
Runge et Kutta d’ordre 4.
En général, un schéma explicite est facile a utiliser mais impose, pour sa stabilité, des valeurs
tres petites du pas h.
On peut obtenir les schémas précédents en utilisant le développement de Taylor d’ordre 1 :
Y(tni1) =yt +h) = y(tp) + hy'(7) 7T € [tn, tn4a]
Sion prend T = t,, on obtient :
Y(tne1) = y(t) + hy'(tn)
Sachant que y'(t,) = f(t,, y,), on obtient le schéma d’Euler Explicite.
Yn+1 = Yn + hf (tn, y2)
Géometriquement, le schéma d’Euler Explicite revient a remplacer localement en chaque
point t,,, la courbe solution par sa tangente (Figure 22). On voit donc qu’au cours du
processus numérigue, on va passer a chaque pas, d’une courbe solution a une courbe voisine
correspondant a une condition initiale l1égerement différente. Si le probléme est stable, on

pourra obtenir la convergence.

e

t

[
[
[
[
[
[
[
tn+1

Figure 22 : Interprétation de la méthode d’Euler Explicite

Sionprend T = t,, 4, On obtient :

Y(tni1) = y(tn) + hy'(tn41)

Sachant que y'(t,.4+1) = f(tp+1, Yn+1), ON Obtient le schéma d’Euler Implicite.

Yn+1 = Yn Tt hf(tn+1' yn+1)
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On peut construire un schéma intermédiaire entre le schéma d’Euler Explicite et d’Euler

Implicite de la fagon suivante :

Yn+1 = Yn + h[(l - a)f(tn' yn) + af(tn+1' yn+1)]

Si @ = 0 on obtient le schéma d’Euler Explicite
Si @ = 1 on obtient le schéma d’Euler Implicite

Si a = 0.5 on obtient le schéma implicite de Crank-Nicholson

Si on choisit T = @ =t, + g on obtient le Schéma du Point Milieu :

Y(tasr) = ¥(t) + by (6 +3)

(ot 5) =1 (104 (e +3))

y (tn + %) est calculé a I’aide du schéma d’Euler explicite :

h h k
y(tn+3) = ¥(t) + 5 F ) = ¥t +5

avec
k = hf(tn'yn)
h k
Yn+1 = Yn Tt hf(tn +Eryn +E>

En utilisant le développement de Taylor a 1’ordre 2, on obtient:

2

h
Y(tns1) = y(tn) + hy'(t,) + 73}”(1) T € [ty thd]
dy'(t) _df(t,y) 9f(ty) N af(t,y)

Y = P = T = T T (L)
En choisissant 7 = t,,, on obtient le schéma explicite de Taylor d’ordre 2 :
h? (0f (tn, yn)  Of (tn, Yn)
Yn+1 =yn+hf(tn'yn)+7< ant =+ ai; - f(tn yn)

L’inconvénient de ce schéma est qu’il exige la dérivabilité de la fonction f(t,y).

(5.11)
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V.4 Algorithmes des différents schémas

V.4.1 Schémas Explicites
a- Euler Explicite (d’ordre 1) :

Yo donné
the1 =ty +h (5.12)
Yn+1 =Yn t+ hf(tn: yn)

b- Runge-Kutta (d’ordre 2) : 1l existe deux versions pour ce schéma.
Schéma de Lax-Wendroff ou Schéma du point milieu

I{ Vo donné
4 tn+1 = tTL + h
k = hf (t, ) (5.13)

h k
Yn+1 = Yn + hf (tn + E:yn + ;)

Schéma d’Euler modifié

( Yo donné
thor =th + R
y:z+1 In + hf(tnl yn)
Lyn+1 [f(tn: n) + f(t +1 yn+1)]
Schéma de Taylor d’ordre 2
Yo donné
the1 =ty +h
Of (tn, yn) af(t ) Yn)
kyn+1 =¥t hf(tn'yn) +_< ant - — f( n Y n)

c- Runge-Kutta (d’ordre 4) :
Ce schéma est tres précis, il est d’ordre 4.

(Vo donné
ther =ty + h
ky = hf(tn: yn)
k
k, = hf (tn += 'yn 1)

ks = hf(tn+5,yn+%)

k4 = hf(tn + h'yn + k3)
\Vn+1 = Yn +%(k1 + 2k; + 2k3 + ky)

(5.14)

V.4.2. Schémas Implicites
a- Euler Implicite (d’ordre 1) :
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Yo donné
ther1=th, +h (5.15)
Yn+1 = Yn + hf(tn+1» yn+1)

b- Crank-Nichoson (d’ordre 2)

Vo donné

tnpr = tn + R (5.16)
h

Yn+1 =Yn t+ 2 [f (tns Yn) + [ (tnst Yna)]

V.5 Exemples et programmes
V.5.1 Exemple 1

Soit a résoudre 1’équation différentielle :

{ y(0) =1
y'(t) = —y(t) +t+1 te [0,1]

1- Calculer la solution analytique.
2- Calculer une valeur approchée en utilisant les schémas décrits précédemment (prendre
h=0.2).

Solution
1- Solution exacte
L’équation a résoudre est une équation différentielle linéaire de 1* ordre, sa solution
analytique est :
yt)=et+t

Les valeurs de y pour t € [0,1] avec h = 0.2 sont donnees par le tableau suivant :

t 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y 1.0000 1.0187 1.0703 1.1488 1.2493 1.3679

2- Solution approchée
Onaty =0,y =1,h=02etf(t,y)=—-y+t+1
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V.5.1.1 Schémas Explicites
Euler explicite

Yo=1
o1 =ty +h

Yn+1 = Yn + hf(tn: yn) =Yn+ h(_yn +it, + 1)
vi=Vo+h(—y,+ty+1)=14+02(-1+0+1)=1

Attention : y; # y(1). y; = y(t;) = y(t, + h) = y(0.2)
Les valeurs de y pour t € [0,1] avec h = 0.2 sont données par le tableau suivant :

t 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y 1.0000 1.0000 1.0400 1.1120 1.2096 1.3277
Point Milieu
( Yo=1
the1 =ta +h

k=hf(tn,yn) =h(=y, +t, +1)
l h k k h
Wn+1 :yn+hf(tn+§,yn+§) = Ynth —(yn+§> + (tn +§>+ 1]
Détail de calcul pour y;

k=h(=yo+to+1)=01(-1+0+1) =0

k h
Vi = y0+h[—<yo+—>+<to +E>+1] = 1.0200

2
Les valeurs de y pour t € [0,2] avec h = 0.2 sont donnees par le tableau suivant :
t 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y 1.0000 1.0200 1.0724 1.1514 1.2521 1.3707
Euler modifié
( Yo =1
ther =tp +h

Yn+1 =Yn t hf (G yn) = Yn+h(=yn +tn + 1)
Yues = 5 Ut y) + F s Y] = Y+ 2L by 1)+ (Yiar + s + D]
Détail de calcul pour y,
yi= Yoth(=yo+to+1)=1
Y1 =Yo+ g [(=yo+to+ 1)+ (—y; +t; +1)] = 1.0200
Les valeurs de y pour t € [0,2] avec h = 0.2 sont données par le tableau suivant :
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t 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y 1.0000 1.0200 1.0724 1.1514 1.2521 1.3707

Runge-Kutta d’ordre 4

( Yo donné
tn+1 = tn + h
ky = hf(tn' Yn) =h (_yn +t, + 1)
k1

h ky h
o =if (et 50n+5) =1 (= (n+ )+ (0 43) +1)

h k, k, h
ks =hf(tn+§,yn+7)=h (—(yn+7)+(tn+§)+1)
ky=hf(ty+hy, tk3) =h(-(n+k3)+ @, +h)+1)

1
L Yne1 =Yn T g(k1 + 2k + 2k3 + ky)

Détail de calcul pour y;

( Yo =1
tpe1 =t, +h =02
klzh(_y0+t0+1)

ky h
ky h
ky = h (—(y, + k3) + (t, + h) + 1) = 0.0364
1
(V1 = Yo+ g Uy + 2ky + 2k3 + ky) = 10187

A

Les valeurs de y pour t € [0,2] avec h = 0.2 sont donnees par le tableau suivant :

t 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y 1.0000 1.0187 1.0703 1.1488 1.2493 1.3679

Programme matlab des schémas explicites précédents

%Resolution de l'equation differentielle y'(t)=-y(t)+t+1
%avec y(0)=1 t € [0 1]

clear all

h=input('Choisir h="); %Choisir h

n=(1/h)+1; %Calculer le nombre de points
%---------—- Euler explicite

t(i)=t(i-1)+h;




ye(i)=ye(i-1)+h*functest(ye(i-1),t(i-1)) ;
end
e Lax-Wendroff ou Point Milieu

yl(1)=1;
for i=2:n
t(i)=t(i-1)+h;
k=h*functest(yl(i-1),t(i-1));
yl(i)=yl(i-1)+h*functest(yl(i- 1)+0.5*k,t(i-1)+0.5*h);
end
Y%o---—-mm--—- Euler modifié

yem(1)=1;
for i=2:n
t(i)=t(i-1)+h;
yet=yem(i-1)+h*functest(yem(i-1),t(i-1));
yem(i)=yem/(i-1)+0.5*h*(functest(yem(i-1),t(i- 1))+functest(yet,t(i)));
end
Y%----------- Runge Kutta 4

yr(1)=1;

for i=2:2
t(i)=t(i-1)+h;
kl=h*functest(yr(i-1),t(i-1))
k2=h*functest(yr(i-1)+0.5*k1,t(i-1)+0.5*h)
k3=h*functest(yr(i-1)+0.5*k2,t(i-1)+0.5*h)
k4=h*functest(yr(i-1)+k3,t(i-1)+h)
yr(i)=yr(i-1)+(k1+2*k2+2*k3+k4) /6

end

% dans un fichier functest.m

function y=functest(a,b)

y=-atb+1 ;

V.5.1.2 Schémas Implicites

Euler implicite

Yo=1
the1 =ty +h

Yn+1 = Yn T hf(tn+1' yn+1) =Ynt+ h(_yn+1 Tty + 1)
Vi=YVo+h(=y,+t,+1)=14+01(-14+0+1)=1
Pour un schéma implicite, le calcul de y,, ., nécessite la résolution de 1’équation :

Yn+1 = Yn t+ h(_yn+1 Tty + 1)
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Ce qui donne :
_ Yanth(ta+h+1)

yn+1_ (1+h)
+hto+h+1) 1+40100+01+1
yy =22 (o ) ( ) _ 10333
(A+h (1+0.1)

Les valeurs de y pour t € [0,2] avec h = 0.2 sont donneées par le tableau suivant :

t 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y 1.0000 1.0333 1.0944 1.1787 1.2823 1.4019
Crank-Nicholson
Yo=1
tn+1 = tn + h

h h
Yn+1 = Yn T E [f ) + fnsn, Yns)] = yn + E [(=yn +ty + 1)+ (=Yn41 + tpgr +1)]

h
Yn+1 = Yn + E [(=yn +ty + 1) + (=Yp41 + thyr + 1]

(1 —%)yn+%(2tn +h+2)
Yn+1 = h
(1+3)
(1—%)y0+h(2t0+h+2) (1—%)1+0.1(0+0.1+2)
V1= A = 01 = 1.0182
(1+2) (1+%)
Les valeurs de y pour t € [0,2] avec h = 0.2 sont données par le tableau suivant :
t 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y 1.0000 1.0182 1.0694 1.1477 1.2481 1.3666

Programme matlab des schémas implicites précédents

%Resolution de 'equation differentielle y'(t)=-y(t)+t+1
%avec y(0)=1sur l'intervale [0 1]

clear all

h=input('Choisir h="); %Choisir h

n=(1/h)+1; %Calculer le nombre de points
%o----mmm---- Euler Implicite

t(1)=0;

yi(1)=1;

for i=2:n
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t(i)=t(i-1)+h;
yi(i)=(yi(i-1)+h*(t(i-1)+h+1))/(1+h);
end

ye(l)=1;
for i=2:n
t(i)=t(i-1)+h;

ye(i)=((1-0.5*h)*yc(i- 1)+0.5*h*(2*t(i- 1)+h+2)) / (1+0.5*h);

end

Exemple 2

Crank-Nicholson

Résoudre dans I’intervalle [0, ] 1’équation différentielle (prendre h = 1”—0) :

y(0)=1

Euler explicite

{

Yo=1

t'l’l+1 = tn+h

y'(t) = t?sin(y) t € [0,7]

Yn+1 = Yn T+ hf(tn: yn) =Y+ htr%Sin(yn)

Les valeurs de y pour t € [0, 7] avec h = 110 sont données par le tableau suivant :

t 0| 2n 3n 41 5t é6n 7 8n o T
10| 10 10 10 10 10 10 10 10
y (1. |1 ]10261|1.1322|1.3848 | 1.8724|2.6125 |3.1759 | 3.1238 | 3.1591 | 3.1151
Lax-Wendroff ou Point Milieu
((Yo=1
tTl+1 = tTl + h
k = hf(tnr yn) =Yn+ htr%Sin(yn)
h k N k
Yn+1 ZYn‘l'hf(tn"'E'}’n'i'E) = yn+h(tn+z) Sln(yn"i'i)
Les valeurs de y pour t € [0, ] avec h = 1—’:) sont données par le tableau suivant :
t 0 i 21 3n 4w 5t 6r 7T 8r 9n T
10 10 10 10 10 10 10 10 10
y | 1. | 1.0065 | 1.066 | 1.2404 | 1.6128 | 2.2145 | 2.7572 | 2.9854 | 3.0517 | 3.0536 | 2.9910
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Euler modifié

Yo =1
ther1 =tp th

y;+1 =Yn+ hf(tn' yn) = It htYZLSin(yn)

2

Les valeurs de y pour t € [0, ] avec h = 1—’:) sont données par le tableau suivant :

h h
kYn+1 =Ynt+ E U(tn' Yn) + f(tn+1; y7*1+1)] =¥Ynt3 [t%Sin(yn) + (tn + h)ZSin(yr*Hl)]

A

2T 3 4 5w (4 7 8w o

t 0 il & o an T e n on n T
10 10 10 10 10 10 10 10 10
y | 1. | 1.0065 | 1.066 | 1.2404 | 1.6128 | 2.2145 | 2.7572 | 2.9854 | 3.0517 | 3.0536 | 2.9910
Runge-Kutta d’ordre 4
( Yo donné
tn+1 = tn + h
ky = hf(tnr yn) =h trzlsm(yn)
h ky N ky
ky = hf(tn +5 0 +7) = h (tn +§) sm(yn +7)
h k, N k,
ks = hf(tn +E,yn +7) =h (tn +E> sm(yn +7)
ks = hf (t, + by, + k3) = h (t, + h)?sin(y, + k3)
1
In+1 =Yn t g(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky)
Les valeurs de y pour t € [0, ] avec h = 1—’:) sont données par le tableau suivant :
t 0 R 21 3 4n 5 6m 7T 8r o T
10 10 10 10 10 10 10 10 10
y | 1. | 1.0087 | 1.0711 | 1.2508 | 1.6274 | 2.2090 | 2.7515 | 3.0267 | 3.1103 | 3.128 | 3.128

L’avantage des schémas explicites est le fait qu’ils soient trés faciles a utiliser, la valeur de

Yn+1 dépend uniquement des valeurs au pas précédent. Pour calculer les valeurs de y, on a

utilise le méme programme que précédemment, on a juste changeé, les données et le fichier

suivant :

% fichier functest.m

function y=functest(a,b)

y=b"\2%*sin(a) ;

100




Comme la solution exacte n’existe pas, dans la figure 23 on a tracé les solutions données par

les différents schemas explicites

35 T T T T T T
—+— Euler
2L Lax-WWendroff ]
— =+— - Euler modifie
— - — Hunge Kutta 4 ~
2.5 .
2 .
1.5 .
1 . 1 1 1
1] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35

Figure 23 : Résultats des schémas explicites

Euler implicite

Yo=1
tn+1=t1’l+h

Yni1 = Y + hf (i1, Yni1) = Yo + h(tn + R)?sin(ypyq)
Pour calculer y,, .4, il faut résoudre une équation non linéaire :
Yn+1 = Yo + Aty + R)?sin(ype1)
Yn, tn €t h sont connus, si on pose x = y, 41, I’équation précédente devient :
F(x) =Asin(x)—x+B=0 A=h(t,+h)? B=y,

Qu’on résolve par la méthode de Newton-Raphson :
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Xo = Yn

f(xn)

Xne1 = Xn — o~
f'Gen)
critere d'arrét
Pour chaque valeur de y,, il faut résoudre une équation non linéaire. C’est 1’inconvénient
majeur des schémas implicites.

Les valeurs de y pour t € [0, ] avec h = 1—’; sont données par le tableau suivant :

t|o R 2m 3m 41 5 61 m 8w 91 T
10 10 10 10 10 10 10 10 10

y [ 1. | 1.0265 | 1.1392 | 1.4148 | 1.8864 | 2.4064 | 2.7904 | 3.0019 | 3.0948 | 3.1283 | 3.1383

% Programme de résolution de 1'equation differentielle:
% y'(t)=t%sin(y), y(0)=1 sur l'intervale [0 pi]
% Schéma Euler Implicite
clear all
h=input('Choisir h="); % Choisir h
[=pi % Intervalle de calcul
n=(I/h)+1; % Calculer le nombre de points
%
t(1)=0;
yi(1)=1;
for i=2:n
t(i)=t(i-1)+h;
dx=1; epsilon =0.0001 ;
x=yi(i-1);
while abs(dx) > epsilon
x0=x;
A=h*t(i)"2; B=yi(i-1);
f=A*sin(x)-x+B; % calculer f(x)
fp= A*cos(x)-1; % calculer f'(x)
x=x-f/fp % Calculer x
dx=(x-x0)/x0 % test d'arrét,
end
yi(i)=x;
end
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Crank-Nicholson

Yo=1
tpe1 =ty + 1

h h
Yn+1 = Yn + E [f(tn: yn) + f(tn+1: yn+1)] =Ynt+ E [thSin(yn) + (tn + h)ZSin(Yn+1)]

Pour calculer y,,,4, il faut résoudre une équation non linéaire :

h h
F(x) =Asin(x) —x+B=0; x=y,,1, A= E(tn +h)? B=y,+ Etnzsin(yn)

Les valeurs de y pour t € [0, ] avec h = 1—’:) sont données par le tableau suivant :

t|o R 2 3 4T 5 61 T 8m 97 T
10 10 10 10 10 10 10 10 10

y | 1. | 1.0132 | 1.0810 | 1.2690 | 1.6495 | 2.2082 | 2.7386 | 3.0369 | 3.1289 | 3.1415 | 3.1416

% Programme de résolution de 1'equation differentielle:
% y'(t)=t2sin(y), y(0)=1 sur l'intervale [O pi]
Y%o----------- Schéma de Crank-Nicholson
clear all
h=input('Choisir h="); % Choisir h
[=pi % Intervalle de calcul
n=([/h)+1; % Calculer le nombre de points
%
t(1)=0;
yi(1)=1;
for i=2:n
t(i)=t(i-1)+h;
dx=1; epsilon =0.0001 ;
x=yi(i-1);
while abs(dx) > epsilon
x0=x;
A=0.5*h*t(i)"2; B=yi(i-1)+0.5*h*t(i-1)"2*sin(yi(i- 1));
f=A*sin(x)-x+B; % calculer f(x)
fp= A*cos(x)-1; % calculer f'(x)
x=x-f/fp % Calculer x
dx=(x-x0)/x0 % test d'arrét,
end
yi(i)=x;
end
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Sur la figure 24, on a tracé les résultats des deux schémas implicites

35 T T T T T T
y(t)
— — Euler implicite

ar Crank-Micholson .
251 =

2 L .
15} =

t
1 1 1
] 25 i 3.5

Figure 24 : Résultats des schémas explicites

V.6 Stabilité et ordre de précision

Par opposition a 1’ordre de précision qui utilise la solution du probléme continu, le concept de
stabilité est basé sur la solution discréte. Il rend compte du comportement réel de la solution
approchée pour une valeur pratique, donc non nulle, du pas h.

Lors d’un calcul réel, les erreurs d’arrondis, inévitables, s’accumulent. Ceci est
particuliérement évident dans le processus de résolution d’une équation différentielle ou 1’on
progresse pas a pas a partir d’une valeur initiale. Il existe diverses conditions de stabilité. Tout
d’abord la solution numérique doit rester bornée. Cette exigence minimale de stabilité peut se
réveler insuffisante dans la pratique, la borne obtenue étant souvent une exponentielle de la
durée qui donc croit infiniment lorsque celle-ci augmente.

On introduit alors des criteres de stabilité plus exigeants afin que la solution numérique
reproduise le comportement physique de la solution exacte. Par exemple, pour des problémes
dissipatifs, on imposera des conditions de stabilité permettant d’obtenir une solution de norme
décroissante. Le concept de stabilité, sous sa forme la plus simple, est basé sur ’analyse du

comportement, selon les valeurs du pas h, des solutions numériques de 1’équation modéle :
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y'(t) = —ay(t) avec y(0)donné aréel >0
dont la solution exacte est y(t) = y(0)e~ %

Etudions le cas du schéma d’Euler explicite, On obtient :

Yn+1 = Yn + hf(tn: yn) = yn — ahy, = (1- ah)yn =(1- ah)nyo

Si I’expression exacte e~ %

est toujours décroissante en temps et positive, ce n’est pas le cas
de I’expression approchée(1 — ah)™, qui selon les valeurs du pas h > 0, peut tendre vers
I’infini, vers zéro ou prendre alternativement les valeurs 1 et —1. Pour que la solution

approchée reproduise le comportement de la solution exacte, donc reste positive et
décroissante, il faut imposer une condition de stabilité sur le pas h. On doit avoir h < %

Etudions maintenant le cas d’un schéma implicite, le schéma d’Euler implicite :

Yn+1 = Yn + hf(tn+1'yn+1) = Yn — ahynsq

n

1 1
s = () = () »

Dans ce cas, quel que soit h > 0, la solution numérique est bornée, positive et décroissante au

cours du temps. On dit que le schéma est inconditionnellement stable.

Exemple

Résoudre par le schéma d’Euler (Implicite et Explicite), I’équation différentielle :
y'(t) = =2y(t) avecy(0) =1

Etudier la stabilité des schémas en variant le pas h

Comparer les solutions numériques avec la solution exacte.

Sur la figure 25, on a tracé 1’évolution de la fonction y(t). Pour h < 0.5, le schéma explicite
donne des résultats acceptables comparés a la solution exacte. Pour h = 0.5, le schéma
explicite donne des résultats nuls, ce qui est faux. Pour h = 1, il donne des résultats qui
oscillent entre -1 et 1. Pour h = 2, la solutions diverge complétement. Par contre le schéma

implicite reste stable et donne des résultats satisfaisants Vh.
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—+— Euler explicite

—— Euler explicite
— — Euler implicite T[]

— — Eulerimplicite ]
Solution exacte

Solution exacte

0.2

—— Euler explicite y(t} —— Euler explicite
— — Euler implicite ] 09 — — Euler implicite [

Solution exacte ‘\
IR=3

Solution exacte

1 0B \ B

e h=0.5 |
: \

1 04f \ 1

. 03t \ 1
R 02t ™ -

151 —+— Euler explicite b yit)
— — Euler implicite
y{t} Solution exacte

-0 - —— Euler explicite 1
t — — Euler implicite
Solution exacte g

25+ 4

. | A0 . I . I I
]

Figure 25 : Evolution de la fonction y(t) en fonction du pas de maillage h

V.7 Méthodes a pas multiples
Les méthodes de Runge et Kutta sont des méthodes a un pas. Pour obtenir des méthodes
d’ordre de précision élevé, on peut aussi augmenter le nombre de pas. Dans ce cas, la solution

au point n+1 sera fonction des solutions aux p pas précédents avec p > 1. La construction de
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ces schémas peut se faire en utilisant la dérivation numérique et la précision du schéma sera
donnée par la précision de cette dérivation. Ainsi, pour un schéma a 1’ordre 2, on peut

combiner les expressions ci-dessous :

h2
y(tn+1) = y(tn) + hy,(tn) + 7}7”(1}1) + -

h2
Y(tn-1) = y(tn) —hy'(t) + = y" () + -
Faisons la somme des deux équations :
Yn+1 — Yn-1 = 2hY'(tn) = 2hf (tn, yn)
pour aboutir au schéma “saute-mouton” (leap-frog en anglais) :
Yn+1 = th(tn'yn) + Yn-1
C’est un schéma a 2 pas car y,,; dépend des 2 valeurs précedentes y,, et y,,_4.

Un autre schéma a deux pas largement utilisé est le schéma implicite d’ordre 2 de Gear :

3 1
Eyn+1 =2Vt 5Yn1 = f(tn+1f yn+1)

2
On trouvera dans les ouvrages spécialisés un grand nombre de formules multipas d’ordre
élevé. Remarquons toutefois, qu'un schéma d’ordre élevé n’a d’intérét que si I’on est assuré
de la régularité suffisante de la solution. Pour une solution discontinue ou peu réguliére, des
méthodes d’ordre bas sont mieux adaptées. D’autre part, il y a, en général, sauf évidemment

dans le cas de schémas implicites, antagonisme entre ordre élevé et stabilité.

V.8 Conclusion

1- Les schémas a un pas sont largement plus utilisés que les schémas multipas, car les
schémas a un pas ne stockent que la derniére valeur de y.

2- Les schémas explicites sont précis, trés faciles a mettre en ceuvre. Cependant leur
inconvénient majeur réside dans le pas de discrétisation h. Les schémas explicites sont stables
sous conditions. Le pas h doit vérifier une condition de stabilité et prend en général des
valeurs faibles, et donc des difficultés pour le calcul des solutions sur de longues durees.

3- Les schémas implicites sont en général inconditionnellement stables ou presque. Ils tolérent
des pas h beaucoup plus importants comparés aux schémas explicites. Cependant, 1’obtention

de la solution est souvent associée a la résolution d’une équation algébrique non linéaire, ce

qui peut constituer une source d’instabilités numérique, c’est leur inconvénient majeur.
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Remarque importante : Ne pas confondre entre stabilité et précision. Un schéma peut étre
stable (ne diverge pas) mais non précis. En général, plus on baisse le pas h, plus le schéma est

precis.
V.9 Exercices corrigés

Exercice 1
Soit I’équation différentielle : y'(t) —et¥® =0 avec y(0) =1

1- Donner I’algorithme d’Euler modifié permettant de résoudre cette équation.

2- Calculer y(1) enprenant h = 0.5
Solution

{y’(t) =e’® = f(t,y)
y(©0) =1

( yo=1 t,=0 h=05
the1 =tp +h

* — — thyn
Algorithme d’Euler modifié: { Yn+1 = In +ftwyn) =yn te

h
\Vn+1 = In + E [f(tnr yn) + f(tn+1r yr*l+1)]

Calcul de y(1) :
( yO — 1 tO = O h = 05
ty =ty + h=0.5
3 f(to,yo) = et =1
Y1 = Yo+ f(to,¥o) = 2
h X
V1 =Yo t E(etoyo +ef1¥1) = 1.7793

( y1,=17793 t; =05 h=0.5
t,=t; +h=1
) f(ty,y1) = et1y1 = 2.4343
y; =y, + f(ty,y;) = 4.2136
V2 =Y1+ g(etly1 + et2¥2) = 7.3915

y(1) =y, = 7.3915

Exercice 2
Soit I’équation différentielle : t%y'(t) — ty(t) =1 avec y(1) =0
Calculer par la méthode d’Euler explicite y(2) en prenant h=0.25.

Solution
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L’équation différentielle s’écrit :
_1+ty

yl - tz = f(t' }’)
y(1) =0
Yo=0 t;=1
Algorithme d’Euler explicite: {Vni1 = Yn + Af (61, V)=y, + h 17—”23’”
ther =t + R
t; 1 1.25 15 1.75 2
Vi 0 0.25 0.4600 0.6478 0.8220

y(2) =y, = 0.8220

Exercice 3
Soit I’équation différentielle suivante :
x2y"(x)+2xy'(x)—1=0 avecy(1) =0 et y'(1) =0
En utilisant la méthode d’Euler explicite avec h = 0.2, calculer y'(1.6) puis y(1.6).

Indication : poser y'(x) = z(x)

Solution

En posant y'(x) = z(x) I’équation différentielle se met sous la forme d’un systéme de deux

problemes de Cauchy:

{z'(x) =5 —32=f(x2) ot (/00 =20
z(1) =0 y(1) =0

Algorithme d’Euler explicite:
1 2
Zny1r = Zn + hf () =z, + h (E - ;Zn) Yn+1 = Yn + hzy
Xpt1 =Xp t h

X =x,+h
i " Yo = O,XO = 1,h =0.2

Z():O, szl, h=0.2

Calcul :
x, (n=0,1,2,3) 1 1.2 1.4 1.6
z, (n=10,1,2,3) 0 0.2 0.2722 0.2965
x, (n =10,1,2,3) 1 1.2 1.4 1.6
yn (n =0,1,2,3) 0 0 0.0544 0.1137
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D’ou y'(1.6) = z(1.6) = 0.2965 et y(1.6) = 0.1137

Probleme

On considére I’écoulement laminaire d’un fluide de viscosité ¢, dans une conduite cylindrique
de rayon R, posé horizontalement (\Voir figure ci-dessous) :

) R = - Vi)

1- Calcul de la vitesse longitudinale V(1)

On montre que la vitesse longitudinale V (r) vérifie 1’équation différentielle suivante :

#d<dv)—K €[0,R
rdrrdr_ r€[0.R]

Ou K est une constante qui traduit la perte de charge réguliére.
Le but est de déterminer V(). Pour cela on écrit I’équation précédente sous la forme :

dv du
udU

U=r— ; =
Tdr r dr

a) Ecrire les équations précédentes sous forme de deux problemes de Cauchy.

b) Sachant que la vitesse est nulle a la paroi(V(R) = 0), Calculer a I’aide du schéma de
Crank-Nicholson U(r) puis V (r) sur I’intervalle [0, R] en partageant ce dernier en 5 sous

. . K
sous-intervalles égaux. Prendre : o= -1; R=1.

. . -K
Comparer vos résultats avec la solution exacte V(r) = m (R? —1?)

Remarque : Pour cette question, vous devez remplir le tableau suivant :

r 0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.
U(r) 0.
V(r) 0.
Vexacte (T)

2- Calcul du débit fluide
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Le débit du fluide a travers la section est donné par Q = fS V(r)dsS = fOR V(r)2nr dr.

Sachant que la vitesse V(r) est donnée par le tableau ci-dessous, calculer Q pour R = 1 par
les 4 méthodes suivantes : a) rectangle (point milieu) ; b) trapéeze ; ¢) Simpson ; d) Gauss.

Si vous ne pouvez pas utiliser une méthode, dites pour quoi ?

r 0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.
V(r) 0.25 0.24 0.21 0.16 0.09 0
3- Calcul du rayon du cylindre
RZ
o _ K 4 K _  8e .
Sachant que le débit Q = — anR avec; =7 calculer le rayon R qui permet
Y

d’avoir Q = 1. (Résoudre I’équation obtenue par la méthode de Newton en prenant comme

solution initiale Ry = 1).

4- Calcul des pertes de charges

Pour une viscosité u constante, et un débit Q donné, le coefficient de perte K est une fonction
du rayon , il est de la forme K = C/R*, ol C est une constante. Pour déterminer C, On a
calculé expérimentalement K en faisant varier R (voir tableau ci-dessous).

R 1 1.2 1.4 1.6

1.8

K -0.003 -0.001 -0.0007 -0.0003

-0.0002

-0.0001

Question : En utilisant la méthode des moindres carrés, calculer cette constante C.

(Indication : Poser X = R~*, utiliser sans démontrer les résultats du cours).

Solution du probleme

1- Résolution numérique de I’équation différentielle

Probléme de Cauchy :

{U’(r) = —r vy = 20
vy=0 v =0

Schéma de Crank-Nicholson pour les deux problémes de Cauchy :
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(TO=R=1;V0=0; h=_0.2

The1 =T T h { Th+1 =T T h
h hU,.1 U
Upt1 = Uy + E (rn + rn+1) k VTl+1 = Vn + E(T:;_l T‘_:)

r 0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.
U(r) 0 -0.02 -0.08 -0.18 -0.32 -05
V(r) 0.25 0.24 0.21 0.16 0.09 0

Vexacte(™) | 0.25 0.24 0.21 0.16 0.09 0
Le schéma de Crank-Nicholson donne la solution exacte.

2- Calcul du débit fluide

Onpose f(r) =rV(r)

r 0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.
V(r) 0.25 0.24 0.21 0.16 0.09 0
g 0 0.048 0.084 0.096 0.072 0

On ne peut pas utiliser la méthode des rectangles (point milieu) ni celle de Gauss car ces deux
méthodes exigent la connaissance de la fonction V (7).

On ne peut pas utiliser la méthode de Simpson car le nombre de segments (ici =5) est impair

La méthode des trapézes donne :

Q =2m 0.2 (0.048 + 0.084 + 0.096 + 0.072) = 0.3770

3- Calcul du rayon du cylindre R

g eR

2
on obtient :

T R?

En remplacant que% par —

Q=R%?ef"=1>R?—eR* =0 ouX —e ¥ =0avec X = R?

XO =1
: _ fX) _ Xg—e Xk
Algorithme de Newton < Xj.1 = Xj — )~ Kk T e

4 chiffres apres la virfule
X, =0.5379 ; X, = 0.5670 ; X3 =0.5671 ; X, =0.5671
D’ou R =.,/X, =0.7531

Si on ne fait pas de changement de variable
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_p2
Rz — e Rk

2R, + 2R,e "R
L 4 chiffres apres la virfule

R, =0.7689 ; R, = 0.7532 ; X, =0.7531; R, = 0.7531

4. Calcul des pertes de charges régulieres

X=R*>K=CX

X 1 0.4823 0.2603 0.1526 0.0953

0.0625

K -0.003 -0.001 -0.0007 -0.0003 -0.0002

-0.0001

En utilisant la méthode des moindres carrés, la constante C vérifie 1’équation :

M11C = b1

5
M, = ZXE =13366 b, = ZXiKi = —0.0037

i=0 i=0
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RECUEIL DES EXAMENS

Ces sujets d’examens ont été destinés a mes étudiants 2émes années ST (systéme LMD) dans le cadre
de la matiere MATH 5
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Université Abou Bakr-Belkaid - Tlemcen Année universitaire 2009/2010

Faculté de Technologie

Département Sciences et Techniques

Examen de Math5

Durée 90 mn, Documents non autorisés

Important : Tous les calculs doivent étre faits avec 4 chiffres apreés la virgule
Exercice 1 (5 pts)
On souhaite calculer laracine de f(x) = x — e =0

c- Donner I’algorithme de Newton permettant de résoudre cette équation

d- Calculer cette racine en prenant x, = 1.

Exercice 2 (5 pts)

Résoudre par la méthode de Gauss (sans utiliser la stratégie du pivot) le systéeme :
2 1 2\ (*1 10
6 4 O> X2 = <26>
8 5 1/\x3 35

Soit la fonction y(x) donnée par le tableau suivant :
X 1 2 3 4 5
yi=y(x;) |06 0.75 1 15 3

Exercice 3 (5 pts)

Calculer par la méthode de Simpson :
3- I, = flsy(x)dx

4- I, = f;y(x)el/xdx

Exercice 4 (5 pts)
Soit I’équation différentielle : y'(t) —et¥® =0 avec y(0) =1

3- Donner I’algorithme d’Euler modifié permettant de résoudre cette équation.

4- Calculer y(1) en prenant h = 0.5
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Solution de I’Examen

Exercice 1 (5 pts)
Algorithme de Newton
Xo=1
X1 = X — /() =Xk — xk——e"x’i
[ 1+ 2xe ™k

kcritére d'arrét: 4 chif fres aprés la virgule ou |x,., — x| < 107*

Calcul :
x; = 0.6359 ; x, = 0.652; x5 = 0.6529

La racine de la fonction f(x) = x — e**=0est x =0.6529

2 1 2\ (% 10
(6 4 o)fa]- (=)
8 5 1/\x3 35

2 1 2 10\ (L;=(2 1 2 10)
On pose : a:(6 4 0) b:<26> L,=(6 4 0 26)
B8 51

Exercice 2 (5 pts)

8 5 1 35

On applique la relation :

Li=Li——=L k=12
' Yoagk k{izki1,3
L;=(6 4026)-2(2 1210)=(0 1 -6 —4)
K=1
L3y=(8 5135-2(2 1210=(01-7 —5)
K=2 Ly=(0 1 —7 —5)—%(0 1 -6 -4)=@00-1-1)
2 1 2 X1 10
0 0 —-1/\x3 -1
X3-1
Résolution : {xzzz
xX1=3
Exercice 3 (5 pts)
X 1 2 3 4 5
yi=y(x;) |06 0.75 1 1.5 3
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I, = J.lsy(x)dx ~ g{yo +ys + 40y, +y3) + 2y,} = %{0.6 + 3+ 4(0.75 + 1.5) + 2}
= 4.8667
Onpose: z(x) = y(x)e'/*
x; 2 3 4
yi=y(x) |075 |1 15
z; = y;eYx; | 1.2365 | 1.3956 | 1.926

4 n 1
I, = f y(x)e'/*dx zg{zo + 2z, + 4z} = 5{1.2365 + 1.926 + 4. 1.3956} = 2.915
2

Exercice 4 (5 pts)

y(0) =1

Algorithme de Runge — Kutta d'ordre2:

( y0=1 t0=0 h=0.5
ty =ty +h=05

$ A =eltoYo =1

B =el10othd = 2117

71 =yo +2(4+B) = 1.7793

(y1 =17793 t; =05 h=0.5
t2 = tl + h=1

4 A= ety = 24343

B = 'zt = 20,0144

| ¥2 =y +5(A+B) = 7.3915

4

((Yo=1 tp=0 h=05
tn+1 = tn + h
A= f(tnryn) = etnn
B = f(ty,yn) = elnt1(nth4)

h
L J’n+1=yn+§(A+B)

y(1) =y, = 7.3915
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Université Abou Bakr-Belkaid - Tlemcen Année 2009/2010
Faculté de Technologie

Département Sciences et Techniques

Examen de Math5 (Rattrapage)
Durée 90 mn, Documents non autorisés

Important : Tous les calculs doivent étre faits avec 4 chiffres apres la virgule

Exercice 1 (8 pts)

Evaluer la quantité :

3 3
s=j3+ /3+W

Suggestion : Mettre cette équation au cube et obtenir une équation de la forme f(s) = 0.

Résoudre cette derniére a 1’aide de la méthode de Newton a partir de s, = 2.

Exercice 2 (5 pts)

Calculer par la méthode des trapezes (n=4), I’intégrale :

2 1
2
I =j , e* dx
;1 sin(x)

Exercice 3 (7 pts)
Soit I’équation différentielle : t%y'(t) — ty(t) =1 avec y(1) =0
Calculer par la méthode d’Euler explicite y(2) en prenant h=0.25.

Solution de ’Examen

Exercice 1 (8 pts)

3 3
s3 =3+\/3+ /3+3\/3+---.=3+S

d'ou I’équation : f(s)=s3—-s-3=0
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Algorithme de Newton

50:2
o g TGO si-s-3
A O A

(critére d'arrét: 4 chif fres aprés la virgule ou |s;.1 — | < 107*

Calcul :
s; =1.7273 s, =1.6737  s3=1.6717 s, = 1.6717
Soit s=1.6717
Exercice 3 (5 pts)
xZ

Onpose f(x) = Smxe

X 1 1.25 15 1.75 2

f(x) |3.2304 5.0272 9.5116 21.7289
60.0443

Formule des trapezes : I = %(f(xo) + f(x) + 230 f (%))

I =16.9763
Exercice 4
L’équation différentielle s’écrit :
, 1 +t y
y =fty)
y(1)=0
Yo=0 t=1 1+t
Algorithme d’Euler explicite:  {¥n+1 = Yn + Af (&1, v)=yn + h ”y”
the1 =t, +h
t; 1 1.25 1.5 1.75 2
Vi 0 0.25 0.4600 0.6478 0.8220

y(2) =y, = 0.8220
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Université Abou Bakr-Belkaid - Tlemcen Année universitaire 2010/2011
Faculté de Technologie

Département Sciences et Techniques

Examen de Math5 (2°™ année LMD)

Durée 90 mn, Documents non autorisés

Important : Tous les calculs doivent étre faits avec 4 chiffres aprés la virgule
Exercice 1(5 pts)

Trouver une méthode permettant de calculer v/2 avec la calculatrice d’un épicier (une calculatrice qui

ne fait que les quatre opérations addition, soustraction, division et multiplication).

Suggestion: Poser x = /2 , mettre au carré et obtenir une équation de la forme f(x) = 0, résoudre

par la méthode de newton en prenant x, = 1.

Exercice 2(5 pts)
Résoudre par la méthode de Gauss en utilisant la stratégie du pivot partiel le systéme :

1 6 9\ (%1 1
2 1 2)3%2¢=|2
3 6 9/\X3 3

En utilisant la méthode de Newton-Grégory,

Exercice 3(3 pts)

(2pts) calculer le polyndme d’interpolation de la fonction f(x) donnée par :

X 1 2 3
f(x) 2 6 12
(1 pt) En déduire une valeur approchée de f'(1

Exercice 4(4 pts)
Soit la fonction y(x) donnée par le tableau:

X; 1 2 3 4 5 16
v = y(x;) 0.6 0.75 1 1.5 3 5

(1.5 pts) Calculer par la méthode des trapezes I; = f35 y(x)dx

(2.5 pts) Calculer par la méthode de Simpson I, = f;y(x)el/xdx

Exercice 5(3 pts)
Soit I’équation différentielle : y'(t) —t> —y%2—1=0 avec y(1) =0
Donner 1’algorithme de Taylor d’ordre 2 permettant de résoudre cette équation.

Calculer y(1.5) en prenant h = 0.5
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Solution de I’Examen

Exercice 1 (5 pts)

x=+2=x*-2=0. Onpose fx)=x2—-2=0 x>0

xo = 1
f(xn) x3-2  xp , 1
. X =X, — 7 = —_ —_— — + i
Algorithme de Newton LTI f) T 2t 2 X

critere d'arrét: 4 chif fres apres la virgule
ou |xg4q — x| <0.5107%

Calcul : x; = 1.5000 x, = 14167 x5 = 14142 x, = 1.4142
V2 =1.4142

Exercice 2 (5 pts)
1 6 9\ ("1 1 1 6 9 1
Soit a résoudre :<2 1 2) {xz} = (2) On pose: a:<2 1 2) b:<2>
3 6 9/\x3 3 3 6 9 3

La méthode de Gauss repose sur la formule :

Ak
LL' == Li - _Lk { k=12
Ak i=k+1,3
k=1

Max (|ai1l, laz1l, laz1])=las1| = 3. On permute la ligne 3 avec la ligne 1
3 6 9 3\ (L1=(369,3)

a=(2 1 2| b=l2] <{L,=2 1 2,2)
1 6 9 1/ (L;=1 6 9, 1)

Ly=L, -2, =2 1 2, 2)—2(3 6 9,3)=(0 —3 —4 3)

, — ==
aia

L3=L3—Z—iL1=(169, 1)—§(3 69,3)=(0 4 6 0)

3 6 9 3
On obtient : a:<0 -3 —4) b:(O)
0 4 6 0

k=2

Max (|ays|, |as, )= las,| = 4. On permute la ligne 3 avec la ligne 2

3 6 9 3 Ly=(3 6 9, 3)
a=(0 4 6 b= 0 L,=(0 4 6, 0)
0 -3 —4 0/ (L;=(0 -3 —4, 0)
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L3:L3—Z—ZL2:(O ~3 -4, 0)—=(0 4 6, 0)=(0 0 0.5, 0)
3.6 9\(¥) /3
0 0o 05/xs) \o

Résolution: x; =1 x,=0 x3=0

Exercice 3 (3 pts)

A A?
f(x) = P(x) =f(x0)+fl(!L;l)(x—1)+ 2]:;920) (x —D(x—2)
D’aprés le tableau ci-dessous : Px)=2+4(x—-1D+x-1D(x—-2)=x*+x

Xi f(x) Af(xy) Azf(xi)

1 2 4 2
2 6 6
3 12

f'(1) = P'(1)=2x + 1]|,=1=3

Exercice 4 (4 pts)

Méthode des trapézes I, = | 15 y(x)dx

x; (I=0,1,2) |3 4 5
yi=yx) |1 1.5 3

> h 1
L =J y(x)dxzE{y0+y2+2y1}=§{1+3+2* 1.5} = 4.5
1

Méthode de Simpson I, = f:y(x)el/xdx

Onpose: z(x) = y(x)e'/*

x; (i=0,1,2) |2 3 4
v =y(x) |075 |1 15
z; = ye/x; | 1.2365 | 1.3956 | 1.926
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4 h 1
I, = f z(0)dx = 7 {zo + 2 + 4z} = 5{1.2365 + 1.926 + 4. 13956} = 2.9150
2

Exercice 5(3 pts)

{y’ =y*+t*+1=f(t,y)
y(1) =0

Algorithme de Taylor d'ordre 2:

ther =ty + R

h? 10 d
Yn+1 = Yn + hf(tnr :Vn) + 7 [a_]tr (tn,yn) + a_]: (tn,yn)f(tn,yn)]

Remplacons :

yo = O tO = 1
tn+1 = tTL + 05
Vi1 = Yn + 0.5(t2 + yZ + 1) + 0.25[¢t, + ¥, (t2 + y2 + 1]

y(1.5) =y, = 1.25
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Université Abou-Bakr Belkaid - Tlemcen Année universitaire 2010/ 2011
Faculté de Technologie

Département Sciences et Techniques

Examen de Math5 (Rattrapage)

Durée 90 mn, Documents non autorisés

Important : Tous les calculs doivent étre faits avec 4 chiffres apreés la virgule
Exercice 1(8 pts)
Soit f(x) = (cos(2x))? — x?

5- Montrer que f(x) = 0 admette au moins une racine r dans I’intervalle [0, 1].

6- Donner I’algorithme de Newton permettant de calculer cette racine (prendre x, =

0.5).
7- Calculer cette racine en utilisant 1’algorithme précédent.
8- En déduire (sans faire le calcul) une racine r’ de f(x) = 0 dans I’intervalle [-1, 0].

Exercice 2 (12 pts)

Soit I’équation différentielle suivante :
x2y"(x) +2xy'(x) —1=0 avecy(1) =0 et y'(1) =0
En utilisant la méthode d’Euler explicite avec h = 0.2

Calculer y'(1.6) puis y(1.6) (poser y'(x) = z(x))

Solution de ’Examen

Exercice 1
On a f(x) est continue dans ’intervalle [0, 1] et £(0)f (1) = —0.8268 < 0 et par conséquent
f(x) = 0 admet au moins une racine dans I’intervalle [0, 1].
xXo = 0.5
Algorithme de Newton : Xpt1 = Xp — ;((’;:‘1)) =x, + %
critere d'arrét: 4 chif fres apres la virgule
x; = 0.5149 x, = 0.5149 d’ou laracine r = 0.5149

f (x) est une fonction paire, f(—r) =—f(r) =0

124



Exercice 2

En posant y'(x) = z(x) I’équation différentielle se met sous la forme d’un systéme de deux

problémes de Cauchy:

{z'<x> =5 —32=f(x2)
z(1)=0

Algorithme d’Euler explicite :

1
Zny1 = Zn + hf(xn» yn) =Zy+h (g

Xn41 =Xp+h
Z0=O, x0=1, h=0.2

2

—-=z
xXn

{y’(x) =

z(x)

y(1)=0

Xpt1 =Xp+h

) { Yn+1 = Yn + hzy
y

0 :O,xo = 1,h: 02

Calcul :
X, (n=0,1,2,3) 1 1.2 1.4 1.6
z, (n=10,1,2,3) 0 0.2 0.2722 0.2965
x,(n=0123) |1 1.2 1.4 1.6
yn (n =0,1,2,3) 0 0 0.0544 0.1137

D’ou y'(1.6) = 0.2965 et y(1.6) = 0.1137
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Université Abou-Bekr Belkaid Année universitaire 2011/2012
Faculté de Technologie

Département Sciences et Techniques

Examen de Math5 (2°™ année LMD)

Durée 90 mn, Documents non autorisés
Important : tous les calculs doivent étre faits avec 4 chiffres aprés la virgule

Exercice 1(5pts)
1-(1.5pts) Donner I’algorithme de Newton permettant de calculer la racine de 1’équation :
x=tg(x+1) (xenradian)

2-(3.5pts) Calculer une des racines en prenant comme valeur initiale x, = 3.4

Exercice 2(5pts)

Résoudre par la méthode de Gauss en utilisant la stratégie du pivot partiel, le systeme :
2 9 18\ /*1 11
(3 ’ 13> () (s
4 8 12/ \X3 4

Soit y(x) une fonction donnée par le tableau suivant :
X 0 -1-2 -3
y(x) |1 2 |5 10

Exercice 3(2pts)

Déterminer le polyndme d’interpolation de la fonction y(x) a I’aide de la méthode de
Newton.
Exercice 4(3pts)
Soit la fonction y(x) donnée par le tableau ci-dessous:

X; 1 |14 |18 (22|26 |3
yvi=y(x)06]075]1 15 |3 5

1- (2 pts) Calculer par la méthode des trapézes I; = [ 12;}6 iey(x)dx

2- (1pt) Calculer par la méthode de Simpson I, = ff y(x)dx

126



Exercice 5 (5pts)

1\2
Soit I’équation différentielle : e')” — 2y sin(1 +t) = 0, y(0) = 1, ¢ € [0,1], y(¢t) > 0
1- (Ipt) Ecrire I’équation précédente sous forme d’un probléme de Cauchy :

{y’ =f(ty)
y(to) = Yo

2- (2pts) Donner I’algorithme de Taylor d’ordre 2 permettant de résoudre ce probléme.

3- (2pts) Calculer y(0.5) en prenant h = 0.5

Solution de ’Examen

Exercice 1
fx)=x—-tg(x+1)=0
Algorithme de Newton :
X9 = 0.5
PP A R k1 Bl
f'(xn) tg?(xn +1)
critere d'arrét: 4 chif fres apres la virgule

Calcul : x; =3.4317, x, =3.4286, x; =3.4286
x = 3.4286 est une racine de I’équation x = tg(x + 1)

Exercice 2

La méthode repose sur la formule : L; = L; — Ly, ;l" k=1:2, i=k+1:3
kk

k=1

max(|la;,|,i = 1:3) = a3, = 4, on permute la ligne 3 avec la ligne 1, on obtient :

4 8 12 4
A=(3 8 13| b=|[5
2 9 18 11
L2=L2—le—i=(3813, 5)— (4 8 12, 4)%:(0 2 4, 2)

a 2
Ly=Ls—L,—~=(29 18, 11)— (4 8 12, 4)12(0 5 12, 9)

a1
4 8 12 4
A=|0 2 4| b=|2
0 5 12 9
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k=2

max(|a;z|,i = 2:3) = a3, = 4, on permute la ligne 3 avec la ligne 2

4 8 12 4
A= (O 5 12) b= (9)
0 2 4 2

as;

2
Ly=Ly=L,—=(0 2 4 2)-(0 5 12, 9:=(0 0 -08, -16)

as;
4 8 12 4
A= (0 5 12 ) b= ( 9 >
0 0 -0.8 —-1.6

Résolutionx = (1 —3 2)

Exercice 3
xi yi Ay; Ay A3y,
0O 1 1 2 0
-1 2 3 2
-2 5 5 0
-3 10

Px)=1—-x+x(x+1)=x2+1

Exercice 4

On pose : z(x) = %eﬂ")

xi 14 [18 |22 [26
v =y(x) |075 |1 15 |3
z; = z(x;) | 1512115102 |2.0371 | 7.7252

1- Meéthode des trapezes :

a X

261 0.4
j —eYMdx = 7(1.5121 + 7.7252 + 2(1.5102 + 2.0371)) = 3.2664
1

2- On ne peut pas appliquer la méthode de Simpson car le nombre de segments est impair

(n=5).

Exercice 5

L’équation différentielle précédente se met sous la forme :

{y' = [log(2y sin(1 + D) = £(¢,y)

y(0)=1
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Algorithme de Taylor d’ordre 2
(t0=0, y0=1, h=05

h? (0f of
Yn+1 = In + hf(tn' yn) + 7{% (tn; yn) + @ (tn' yn)f(tn' yn)}
3 . _1
_ 1 h%|[log(2y, sin(1+t))] 2 1
= yn + hllog(2y, sin(1 + t,))]z + vy gL+t + y—n

\ tn+1=tn+h

1
0.52 [ [log(2 sin(1))]2
y1=1+05[log(2sin(1)]*° +— L tzl?f) D) I QR

y(0.5) = 1.4789

129



Université Abou-Bekr Belkaid
Faculté de Technologie

Département Sciences et Techniques

Examen de Math5 (Rattrappage)

Durée 90 mn, Documents non autorisés

Important : Faire tout le calcul avec 4 chiffres apres la virgule.

Exercice 1 (4pts)

Montrer que 2+\/2+\/2+\/2+\/2+--- =2

Exercice 2 (6pts)

Année universitaire 2011/2012

1- (2pts) Monter que les courbes y = % ety = e** admettent un seul point d’intersection dans

I’intervalle [0.5 1].

2- (4pts) Calculer les coordonnées de ce point en utilisant la méthode de Newton. Prendre

x0=1

Exercice 3 (4 pts)

En utilisant la méthode de Gauss et en choisissant le nombre de points adéquat calculer la

valeur exacte de [ = f_ll(x + 1)5dx

r (nombre de points de Gauss) &, ou t; (abscisse) w;(poids)
1 0 2
2 F1/V3 1
3 0 8/9
1\/3_/5 5/9
Exercice 4 (6 pts)

1- (3pts) Soit I’équation différentielle : y'(t) + sin (y) =0, y(0) =1

En utilisant la méthode de Taylor d’ordre 2, calculer y(1) en prenant h = 0.5
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2- (3pts) Soit I’équation différentielle : y"'(t) + sin (y') =0, y(0) =0ety'(0) =1
En utilisant le résultat précédent, et a I’aide de la méthode d’Euler explicite, calculer y(1) en

prenant h = 0.5

Solution de I’Examen

Exercice 1

Onpose:r = 2+j2+\/2+ 2+V2+ - dourt=2+r

r est donc solution de I’équation x? — x — 2 = 0, avecr > 0

L’équation précédente admet deux racines qui sont : 2 et -1 et par conséquent r = 2.
Exercice 2

L’abscisse du pt d’intersection vérifie 1’équation :

1 2 1 2 42 . ey
- = e* d’ou;—ex =0,0ux—e* =0,o0u....(le choix n’est pas limit¢)

Choisissons la fonction f(x) = x — e, f(x) = 0 admet une racine unique si :
a- f(x) est continue
b- £(0.5)f(1) = —0.2788 0.6321 <0
c- f'(x) =14 2xe™ >0V x € [0.51] (f(x) est monotone dans [0.5 1])
Calcul de la racine par la méthode de Newton :
Xo=1
f G X — e~
Her1 = ke [ - 1+ Zxke‘xli

kcritére d'arrét: 4 chif fres apres la virgule

%1 = 0.6359 x, = 0.6529 x3 = 0.6529
Le point d’intersection a pour coordonnées (0.6529,1.5315)
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Exercice 3

Si r est le nombre de points de Gauss, la méthode de Gauss permet d’intégrer exactement tout

polynéme de degré 2r-1. On a donc 2r-1=5 soit r=3

9 9

1 8 5 5 5
f (e + 15 dx = wy &5 + wof + wadl =15 + —{(1 ~/375) +(1+/3/5) } = 10.6667
-1

Exercice 4

1- L’équation différentielle se met sous la forme d’un probléme de Cauchy :
{y’(t) = —sin(y) = f(t,y)
y(0) =1
L’algorithme de Taylor d’ordre 2 pour ce probléme s’écrit :
(Y=Lt =0h=05

h? (0f (tn, yp) | Of (tn, )
{yn+1=yn+hf(tnryn)+7{ ant = + ar; =

tisr=ta+h

) h?
f(tnv.Vn)} =y, — hsiny,, + Zstyn

t; |0 05 1

v, |1 0.6929 | 0.4964

y(1) = 0.4964

2-sion pose y'(t) = z(t), ’équation différentielle se met sous la forme d’un systéme :

{Z’(t) = —sin(2) , {y’(t) =z(t,y)
z(0) =1 y(0)=0

La premiére équation est déja résolue, 1’algorithme d’Euler explicite pour la seconde
€quation s’écrit :

Yn+1 = Yn + hzy

{yo =0,t0 = 0,h=05
tTL+1 = tn+h

Z; 1 0.6929 | 0.4964

y, |0 05 0.8464

y(1) = 0.8464
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Université Abou-Bakr Belkaid - Tlemcen Année universitaire 2012/2013
Faculté de Technologie

Département Sciences et Techniques
Examen de Math5

Durée 90 mn, Documents non autorisés
Important : Tous les calculs doivent étre faits avec 4 chiffres apres la virgule

Exercice 1(5pts)
1-(1 pt) Donner I’algorithme de Newton permettant de calculer la racine de 1’équation :
x=tg(x+1) (xenradian)

2-(2 pts) Calculer une des racines en prenant comme valeur initiale x, = 3.4

x+1

3- (2 pts) En déduire une racine de I’équation : x tg ( ) -1=0

x
Exercice 2 (5 pts)

Soit y(x) une fonction donnée par le tableau suivant :
x;|0]-1|-2(-3|-4
y; 112 |5 [10]17

1- (2 pts) A I’aide de la méthode de Newton, calculer le polyndome d’interpolation P(x).
2- (1 pt) En déduire une valeur approché de y'(—1.5).

3- (2 pts) Calculer par la formule des trapézes fo_g x P?(x)dx

Exercice 3 (10 pts)

Soit I’équation différentielle :
1
y"(t) + ?y’(t) +t=0,avec y(1) =1lety'(1) =0

1- (4 pts) calculer y'(t) dans I’intervalle [1, 2] a I’aide de la méthode d’Euler modifié en
prenant un pas h = 0.25. (Poser z(t) = y'(t), écrire I’équation précédente sous forme d’un
probléme de Cauchy, donner 1’algorithme d’ d’Euler modifié puis calculer).

2- (3 pts) En utilisant le résultat précédent, calculer y(t) dans I’intervalle [1, 2] a I’aide de la
méthode d’Euler modifié (prendre h=0.5).

3- (3 pts) En utilisant les résultats précédents, calculer par la méthode de Simpson :
2 1
f (y’(t) + ?y(t) + t) dt
1
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Solution de I’Examen
Exercice 1
fx)=x—-tg(x+1)=0
1- Algorithme de Newton :

Xg = 05
{x = x _f(xn):x xn_tg(xn+1)
T i) T g+ 1)
kcritere d'arrét: 4 chif fres apres la virgule

2- Calcul : x1 =3.4317, x, =3.4286, x; =3.4286
r = 3.4286 est une racine de I’équation x = tg(x + 1)

x+1

3- I’équation x tg ( ) — 1 = 0 peut s’écrire : tg G + 1) = %

x
. 1 . . " : ) .
Si on pose - = X, on retrouve I’équation précédente. Et par conséquent 1’une des racines de

I’équation est x tg (x7+1) —1=0estr ===0.2917

r

Exercice 2

1- f(x) = P(x) =y, + o 5 +A2ﬁx(x +1)+ A3ﬂx(x +Dx+2)+ A‘tﬂx(x + D+ 1D(x+3)
Yo T 1 21h? 21h2 21h2

f)=Px)=1—-x+x(x+1)=x2+1

X Yi Ay; Ny, Ny Aty
0 1 1 2 0 0
-1 2 3 2 0

-2 5 5 2

-3 10 7

4 |17

2- f/(=1.5) ~ P'(=1.5)=2x| o1 c=-3
3- On pose z(x) = x P?(x)

z; |0]-41]-50]-300
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-3 h _1
I = f x P2(x)dx ~ E{yo +y;+ 2001 +y0)} = 7{—300 +2(—4-50)} =204
0

Exercice 3 (10 pts)

Soit I’équation différentielle :
1
y"(t) + ?y’(t) +t=0,avec y(1)=1lety'(1) =0

o (20, )
1- Si pose z(t) = y'(t), alors I’équation différentielle s’écrit :{Z © = ( e T t) f&.2)

z(1)=0
(to=1,zo =0,h = 0.25
an = fltnz) = — (2 +1,)
Algorithme d” d’Euler modifié : < by = f(tnss 7y + hay) = — (% + tn+1)
\Zn+1 = Zn t g(an + bn)
tn |1 1.25 1.50 175 2

Zy | 20=0| z,_—02562 |z,=-05312 |z = —08348 | z, = —1.1719

to=1v,=1 h= 05

, P O=20)=ftz) |=] (tn Yn) = 2(tn)
) { y1) =1 by = f(tns1,Yn + hay) = z(tn41)

h
kyn+1 =Ynt+ 2 (an + bn)

t, |1 15 2

=1 h h
Yn | Yo Y1 =Y+ E(ZO + z,) = 0.8672 Yo =y + E(ZZ +z,) = 0.4414
3- sionpose s(t) =y'(t) + %y(t) + t, on obtient :

. 15 2
STl SO = 2 51:15469 SZ = 1.0488

2 1 h 0.5
f (y’(t) + 5y + t) dt =5 (s + 4 51+ 52) = — (2 + 4 1.5469 + 1.0488)
1

= 1.5394
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Exercice 3 (10 pts)

Soit I’équation différentielle :
1
y"(t) + ?y’(t) +t=0,avec y(1)=1lety'(1) =0

e (2D )
1- Si posez(t)=}"(t),alorsl’équationdifférentielles’écrit:{z 0 =-(27+t)=ft2)

z(1)=0
f t0:1,ZOZO,h:0.25
Zn
an = f(tn'Zn) =- (t_ + tn)
n
4
h
h h Zp +7an h
Zn+1 =Zn+hf(tn+_rzn+_an) =zZn—h| ——F—+t, +5
2 2 h 2
L th +7
th 1 1.25 1.50 1.75 2

Z, |2o=0| 2z._—02535 |z, =—05273|z3= —08304 | z, = —1.1671

). {y’(t) =z(t) = f(t,2)
y1) =1

t0=1,y0=1, h= 05

h h h
Yn+1 = Yn + hf (tn +35,2Zp +Ean> = yn + hz(t, +§)

2
tTl+1 = tn + h
] 15 2
Yn|Yo=1 Y1 =Yo + hz; = 0.8732 Y2 =¥1 + hzz = 0.4580

3- sionposes(t) =y'(t) + %y(t) + t, on obtient :

t, |1 1.5 2
Sp | So = 2 | §1=1.5548 s, = 1.0619

2 1 h 0.5
j (y’(t) FYO + t) dt =5 (59 + 451 +5,) = — (2 + 4+ 15548 + 1.0619) = 15469
1

136



Université Abou-Bakr Belkaid - Tlemcen Année universitaire 2012/2013

Faculté de Technologie

Département Sciences et Techniques

Examen de Math5 (Rattrapage)
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Important : Tous les calculs doivent étre faits avec 4 chiffres apres la virgule

Exercice 1(4pts)

Résoudre par la méthode de Gauss en utilisant la stratégie du pivot partiel le systeme :
1 1 1\(* 6
1 3 2|)§%2¢= <11
1 3 3/\X3 12

X 0 U n

6 3
sin(x;) |0 |05 |0.866

Exercice 2 (7 pts)

Soit le tableau suivant :

1- (4 pts) En utilisant I’interpolation polynomiale, donner une valeur approchée
de sin (%) et cos (g)

2- (3 pts) Calculer par la méthode de Gauss en choisissantr=2: [ = | 05 sin(x) dx

r(nombre de points de Gauss) &; ou t; (abscisse) w;(poids)
1 0 2
2 F1/V3 1
3 0 8/9
1\/3_/5 5/9

Exercice 3 (9 pts)

Soit I’équation différentielle :

y"'(t) + y’(t)e‘/E =0,avec y(1)=1lety'(1) =0

1- (4 pts) calculer y'(t) dans I’intervalle [1, 2] a I’aide de la méthode de Taylor d’ordre 2 en

prenant un pas h = 0.5. (Poser z(t) = y'(t))
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2- (2.5 pts) En utilisant le résultat précédent, calculer y(t) dans I’intervalle [1, 2] a ’aide de

la méthode d’Euler explicite (prendre h=0.5).

3- (2.5 pts) En utilisant les résultats précédents, calculer par la méthode des trapézes :

2
f (v'(0) + y(©e¥?) de

Solution de ’Examen

Exercice 1

1 11 6
A= <1 3 2) b= <11>
1 3 3 12

La méthode repose sur la formule : L; = L; — Ly ;i" k=12 i=k+1:3
kk

k=1

max(|a;;|,i = 1:3) = 1, aucune permutation

a
L2=L2—L1a—21=(132, 1D-(111 6)=(0 2 1, 5)
11

a
L3=L3—L1a—31=(13 3, 12)-(111, 6)=(0 2 2, 6)
11
111 6
A=(0 2 1) b=|(5
02 2 6
k=2

max(|a;z|, i = 2:3) = 2, aucune permutation

a
Ly=Ly—L,—2=(@0 2 2 6)—(0 2 1, 5=(@0 0 1, 1)

az;
1 1 1 6
A=<o , 1)b=(5)
0 0 1 1

Résolutionx = (3 2 1)

Exercice 2(7 pts)

A A?
1- f(x) = P(x) =y, + 1'—3;(:9( +Tz§x(x —1/6)

F(x) ~ P(x) = 0.9549x — 0.2444(x — 0.5236)x = —0.2444 x? + 1.0829x
f'(x) ~ P'(x) = —0.4888 x + 1.0829
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sin(r/12) = P(n/12) = 0.2668
cos(m/5) =~ P'(r/5) = 0.9549

Xi | Vi Ay; A%y,
0 0 0.5 -0.134
7/6 |05 0366

/3 | 0.866

2-1 = fogsin(x) dx, On pose x = %(1 +t),
Pour r=2 (r est le nombre de pts de Gauss), la formule de Gauss s’écrit :

1= sin (21 +0)de = Z[sin (2(1 - 1/V3)) + sin (2(1 +1/¥3) )] = 0.4999

Exercice 3 (9 pts)
Soit I’équation différentielle :
y'"'(t) + y’(t)e‘/E =0,avec y(1) =1ety'(1) =0

’ — Nt —
1- Si pose z(t) = y'(¢), alors I’équation différentielle s*écrit :{Z ®) = (i; N f(t,2)
VA =
Algorithme de Taylor d’ordre 2

( t0:1,2020,h:0.5

h? /0 d Wi 1
Zn+1=Zn+hf(tn,Zn)+_(_f+—ff> =2,{1— he'tn 1+—< —eﬁ>
2 \ot (')y (tnyzn) 2 Zﬁ

I
\ tp1 =tn +h

Of _ ZZ Nt O __ i\t
ot 2t ' oy

t, |1 150 2

Zn Zy =0 leo Zy = 0

to=1y,=1 h= 05
Algorithme d'Euler$ Yn41 = Y + hf (tn, 2n) = Y + hz,

o O =20 = e
the1 =th +h

y(1) =1
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1.5

2

Yn

Yo

y1=Yo+hz; =1

Y2 =y1+hz; =1

3- si on pose s(t) = (y'(t) + y(t)e"), on obtient :

th

1

1.5

2

Sn

Sop — €

51=3.4033

s, = 4.1133

2 h 0.5
f (y'(t) + y(t)eVt) dt = E(so +25,+5,) = 7(e + 2 % 3.4033 + 4.1133) = 3.4095
1
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On consideére un écoulement d’eau donné par la figure ci-dessous :

5 ('i) g L

On montre que la hauteur d’eau S(x) vérifie 1’équation différentielle suivante :

, ds(x)
— 3/2
Q=KS |1, +—~

I, est la pente du canal, Q est le débit d’eau, K est le coefficient de frottement.

1- On connait la hauteur d’eau S, en x = 0 et on veut calculer la hauteur S; enx = L.

a- (1.5 pts) Ecrire I’équation précédente sous forme d’un probléme de Cauchy.

b- (2 pts) Donner I’algorithme d’Euler explicite et calculer S; en prenant un pas h = L.

C

(2.5 pts) Utiliser 1’algorithme d’Euler implicite et montrer que S; Vvérifie une équation
algébrique de la forme : S} + AS2 + B = 0 (Prendre un pas h = L).
d- (6 pts) Donner I’algorithme Newton-Raphson et calculer S; .
Données: L =5m, Q = 1m3/s,K = 20m'®/s,S, = 2m, I, = 0.05 m.
2- Le tableau ci-dessous donne les valeurs expérimentales de la hauteur d’eau S; en fonction

du coefficient de frottement K.

K[m'®/s] |20 25 30 35 40

S, [M] 178 [175 [1.73 [1.72 [1.71

a- (2 pts) En utilisant la méthode des trapézes, calculer f:oo S.(K) dK

b- (6 pts) On veut exprimer S, en fonction de K sous la forme :

S, =ay+ a;K (ageta, sont des constantes)
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Calculer a, et a; en utilisant la méthode des moindres carrés. Résoudre le systeme

obtenu par la méthode de Gauss (Utiliser la stratégie du pivot partiel).

Prendre 4 chiffres aprés la virgule pour tout le calcul.

Solution de ’Examen

la- Probleme de Cauchy :

, Q2 0.0025
(15 ptS) S (X) = KZ—S?’_ Ib = T— 0.05 = f(x,S)
S(0) =S, =2

1b- Algorithme d’Euler explicite :
( XOZO,SOZZ,hZS
Xpn41 = Xp+h
(1 pts) { n+1 = Xn

0.0025
Su=S1="So+h|(—5——005)=17516m (1pts)
0

3
n

0.0025
Sn+1 =Sn +hf(xp,Sp) =S, +h 5 —0.05

1c- Algorithme d’Euler implicite :
{ XOZO,S():Z,h:S

Xp41 = Xp+h
¢ pts)! 0.0025
l5n+1 =Sp + hf (n41,Sne1) =Sn +h §3 —0.05
n+1
0.0025 0.0125
SL SL

En multipliant les deux termes de 1’équation par S3, on obtient :

St—1.7582 —0.0125=0 (1.5 pts)

1d- Algorithme de Newton Raphson et résolution :

( (SL)o =S50 =2
_ (SR 3(S)k —3.5(S,) +0.0125
(1.5 pts) { Sk =Sk — (S 4(S.)3 —5.25(5,)2

k Critere d'arrét: 4 chiffres apres la virgule

Calcul (4.5 pts) chaque valeur sur 0.75 pts.
(S)); = 1.8193; (S.), = 1.7590; (S,)s = 1.7524; (S.)s = 1.7523 (S,)s = 1.7523
S, =1.7523m
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2a- Formule des trapézes :

40
5
f S.(K) dK = 5[1.78 + 1.71 + 2(1.75 + 1.73 + 1.72)] (1pts)
2

0
40
f S,(K) dK = 34.7250 m?5/s (1 pts)
20
2b- Approximation au sens des moindres carrés :

SL = Qay + alK
En utilisant la méthode des moindres carrés (voir cours), les constantes a, et a, Vvérifient le

systeme des 2 équations :

Mja; = bj avec j=0,1 etk =0,1

5
=1

l
Les coefficients Mj; et b; sont calculés par les relations suivantes :

5

5
M, = z K" (05pts) ; b, = Z K (S (05 pts)

i=1 i=1

Ob obtient apreés calcul :

5 150\ (%0 _ 7 8.69
(150 4750) (al) = (259.85) (2.5 pts) chaque valeur en rouge sur 0.5 pts

Meéthode de Gauss (pivot partiel)

Pivot =max(|a,1|, |a;1]) = |a,4]|, on permute donc les lignes 1 et 2.

(120 4175500) (Zi) _ (zg%gs) 05 pts)

5
Ly =Ly = 5k1 = (5 150,8.69) - =5 (150 4750;259.85) = (0 —8.3333 ; 0.0283) (1pt)
150 4750 \(90\ _ (259.85
(0" _83333) (ar) = (G.0283)
o\ 1.8400
soit: (4,) = (Lg.0034) (170

S, =1.84—0.0034 K

143



Hauteur d'aun

1.7k

1.75

1.74

1.73

1.72

1.71F

Le trace de cette cowmrbe n'a pas eté demande

Courbe des mesures

Modele mathématique
S =184-00034 E

20

| | | |
28 30 32 34
Coefficient de firottement

40
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Important : Utiliser 4 chiffres aprés la virgule pour le calcul.

Exercice 1 (3 pts)

Calculer par la méthode de Gauss avec n=2 : foz esSin@=1) dx. On donne :

n (nombre de pts de Gauss) t; (abscisses) w; (poids ou coefficients)
1 t; =0 wy =2
2 ti=—1/V3 ; t,=1/V3 wy =w; =1
3 t, =O;t2=—\/ﬁ;t3=\/3_/5 w; =8/9, w, = wy =5/9

Exercice 2 (3.5 pts)
Soit I’équation f(x) = e** +x + 1 — a, ou a est un paramétre réel.
Calculer la valeur du parametre a pour que —1 soit une racine de 1’équation f(x) = 0.

(Utiliser I’algorithme de Newton-Raphson en prenant comme valeur initiale 0.5).

Exercice 3 (3.5 pts)
Soit une fonction y(x) donnée tabulaire ment aux trois points équidistants :

X X x1=x0+h XZ=X1+h

y(x) Yo V1 Y2

En utilisant la méthode de Lagrange, montrer que le polynome d’interpolation de la fonction
y(x) est égal a :
X — X

h

1 1
P(t) = Eyo(tz —t) +y,(1 —t3) +§y2(t2 +t) avec t=

En déduire que : f;;zy(x)dx ~ %(yo +4y; +y,)

Probleme (10 pts) : Les trois questions de ce probléeme sont indépendantes.
Soit I’équation différentielle :

K?S3[S'(x)+0.05] =1, x€][0, L], S(0) =2, K estun paramétre réel.
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1-(2 pts) En utilisant le schéma d’Euler explicite avec un pas h = L = 5, montrer que S(L)

B . .
se met sous la forme: S, = A + z (Déterminer A et B).

Le tableau ci-dessous donne les valeurs expérimentales de S; en fonction du paramétre K :

K

2

2.5

3

3.5

4

Sy

1.78

1.75

1.73

1.72

1.71

2- (3 pts) En utilisant les valeurs du tableau, calculer par les deux méthodes (Trapeze et
Simpson) : f;SOKSL(K) dK

On cherche a exprimer S; en fonction de K par un modéle mathématique : S, = f(K).

En tragant le nuage des points et en s’inspirant de la question 1, on propose alors le modéle

suivant: S, (K) = aq + % (ao et a, sont des constantes)

3- (5 pts) Calculer a, et a, en utilisant la méthode des moindres carrés. Résoudre le systeme

obtenu par la méthode de Gauss en choisissant la stratégie du pivot partiel.

Indication : Poser Z = K2

Rappel : Cette partie n’est qu’un rappel, I’étudiant peut s’en passer.

Soit Y (X) une fonction donnée par un tableau :

X

X1

Xz

X3

X4

X,

Y

"

Y,

Y

Y,

. Y,

On cherche souvent a approximer Y (X) par un modéle mathématique (exponentiel,

trigonométrique, polynomiale,...). Dans le cas d’une approximation polynomiale (un

polynéme de degré m) on écrit :

En utilisant la méthode des moindres carrés, on a démontré que les parameétres a,, a4, ..

sont solutions du systéme suivant :

L’étudiant peut utiliser ce résultat sans le démontrer.

n

i=1

YX)=ay+a, X+ -+ a,X™

n

Sx 3

i=1
n
i=1

Symétrique

M-

i=1
n
m+1
i=1

n

3

i=1

m
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Solution de I’Examen de Rattrapage de Math5

Exercice 1

P Y
a 0

Afin de ramener ’intervalle d’intervalle d’intégration de [0, 2] a [-1, 1], on effectue le
changement de variable :
e=220 e
2 2
f(X) — esin(x—l) — esin(t) — g(t)

En utilisant la méthode de Gauss a 2 pts :

1
] = f eSO dt = wy g(t;) + wog(ty)
-1

] = eSin(_T;) + eSin(%) = 2 cosh [sin (%)] = 2.3054

Exercice 2
fx)=e*™* +x+1—-a
f(D=e"—a=g(a)=0
ag = 05
_ g(an) _ e_an_an
an+1_an_m_an m
Critére d'arrét: 4 chiffres apres la virgule

a,=0.5663 a, =0.5671 a; =0.5671 a = 0.5671

Exercice 3
Le polyndéme de Lagrange s’écrit :
P(x) = yo Lo(x) + y1 L1 (x) + y2 L2 (x)

(x —x)(x — x3) L,(x) = (x = x0)(x — x3) L,(x) = (x —x0)(x — x1)
(2o — x1)(x9 — x2)° ! (21 — x0) (1 — x2)’ 2 (xz — x0) (2 — x1)

Sipose:x—x; =th,alors: x —x, =h(t—1)etx —xy, =h(t+1)

Lo(x) =

Ce qui donne : Ly(x) = %(t2 —t), Li(x)=1—t2, Ly(x) = %(t2 +t)

Xy Xy y 1 1 y 1
f y(x)dx = f P(x)dx = —Ohf (t% — O)dt + y, hf (1—t2)dt +—2hf (t2 — t)dt
X0 Xo 2 -1 -1 2 -1

Ce qui donne apres calcul :
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X2 h
| yeodx =500+ 41+ 32

X0
Probléme

On écrit d’abord 1’équation différentielle sous la forme :

, 1
S (X) = W_ 0.05 = f(x,S)
S(0)=S5,=2
Algorithme d’Euler explicite :
( XOZO,SOZZ,hZS
{ Xp+1 = Xpth
1

ksnﬂ =S, +hf(xy,Sp) =S, +h <KZS,? — 0.05>

1 1 0.625
SL=51=SO+h KZ—SO3_005 =2+5(m—005)= K2 +1.75

En posant Y(K) = K S;(K), on en déduit le tableau suivant :

2.5 30 |35 |40

Y 43751519 |6.02 |6.84

a- Trapéze: [ K S,(K) dK = [} Y(K) dK = 075 [4.375 + 6.84 + 2(5.19 + 6.02)] = 8.4088
b- On ne peut pas appliquer la méthode de Simpson car le nombre des sous intervalles (ou
segments) est impair (n=3).

3- Enposant Z = K~2, on obtient S, = a, + a,Z. a, et a, Vérifient le systéme suivant :

[+ 50 [52)

n n - n
Zzi ZZLZ ZZiSLi
=1 1 im1

i=

En utilisant les valeurs du tableau ci-dessous :

Z; =K *? 0.25 | 0.16 | 0.1111 | 0.0816 | 0.0625

St 1.78 | 1.75 | 1.73 1.72 1.71

148



(onsz ooy (@)= (%80

La résolution du systeme donne : a;, = 1.6889 ; a;, = 0.3693, d’ou :

0.3693
SL(K) = 1.6889 + —

Comparaison et trace des graphes

En prenant un modele linéaire (examen préceédent), on a obtenu :

S.(K)=1.84—0.034K

La figure ci-dessous, compare les valeurs expérimentales (Mesures) avec les deux modeles :

18 T T T T T T T T T
O Mesures
179+ a— allH
SL=1.6889+1.3693/K’
1.780 — S1=1.84-0.034K

1.77

1.76

1.75

1.74

1.73

1.72

1.71

17 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 22 24 2B 28 3 32 34 36 38 4
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