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STATIQUE PAR LES TORSEURS

C’est quoi un moment ?

Un moment est le produit d’une force et d’une distance. Si une force provoque un
mouvement rectiligne, un moment provoque un mouvement de rotation. Le moment est
toujours calculé par rapport un point. C’est un vecteur perpendiculaire au plan formé par la

force et la distance.

Exemple : Calculer le moment de la force F par rapport a B.
Ondonne: F = 20N, 6 = 30° A(4,2),B(1,3)

L . 4—-1 —Fcos 0 3 —20 cos 30° 0
Mp(F)=BAANF=|2-3|A| Fsin@ |=|-1|A| 20sin30° |= 0

0-0 0 0 0 12.68 Nm

C’est quoi un couple ?

Un couple (ou un moment) est équivalent a deux forces égales et opposées. C’est un vecteur
perpendiculaire au plan formé par les deux forces et la distance qui les sépare. Le couple a la
méme valeur en tout point du solide.

Exemple : Calculer le couple appliqué a la tige AB.

Données: F =30 N,0 = 30°, AB = 2m.. Le plan formé par la tige AB et les deux forces

est le plan oxy.



Le couple ClL plan(l_?), AB), donc Cl plan Oxy. Les deux forces provoquent une rotation
suivant I’axe (—0z). Le couple € est donc dirigé suivant I’axe (—0Zz).
Le module de C est égal au produit de la force et de la distance qui les sépare d (appelé bars
de levier) :

C=-Fdk=-FABsinfk =—-302sin30°k = —30 Nmk
Si@ =90°(F LAB),alorsd = AB
Cette valeur du couple est la méme en tout point de la tige (A, B, G,...)

On peut donc remplacer le schéma précédent par 1’une des schémas ci-dessous.

G B A
A B ou A _._"._—/H ou | B
i .
/D 30 Nm U Nm

30 Nm

C’est quoi un totseur mécanique?

Un torseur d’action mécanique est un systéme force-couple constitué de deux grandeurs :

a) Une force S b) Un moment résultant M

Comme le moment dépend du point choisi alors le torseur dépend aussi.

- Sy M,

. torseur S
Notation : { on A } ={Ty}4 = {1\7 } =45, M,
474 S, M

z/a



Ecriture d’un torseur en différents points

Un torseur (T) étant connu en un point A, déterminons sa valeur en un point B.

ﬁB :_ﬁA+EjA§

Torseur couple

Si la force S est nul et le moment M, non nul , on obtient un torseur couple.
{C}= {1\%} en tout point

Remarque : La relation MB = MA +BAAS donne, dans la mesure ol S est nuIIe:IWB =

MA +BANAD = MA = M, autrement dit le moment a méme valeur M en tout point et le

torseur couple {C} a méme écriture en tout point de 1’espace.

Exemple




L’ensemble de deux forces —F et F est statiquement équivalent au couple M, = M en C de
module M=Fd=100 0.2 = 20 Nm. Le couple a méme valeur en tout point de la clé MD =

Mc = MB = M. 1l en résulte que le couple de serrage exercé sur 1’écrou est M (20 Nm) d’axe

0 0 .
.Let le s’écrit : {C} =1 - ={ ﬁ}entout oint.
z. Le torseur couple s’écrit : {C} {M} 207 p

Principe fondamentale de la statique

Enoncé : Un solide (S), en équilibre sous I'action de n torseurs d’actions mécaniques {T;s}4,
{T,5}p,..., {Tns}y reste en équilibre si la somme des n torseurs tous écrits au méme point | est

égale au torseur nul : {Tyg}; + {Tas}; + -+ + {Tus} = {0}

Exemple

Déterminer le torseur résultant en A.

Le solide est soumis a plusieurs torseurs appliquésen A, K, H, l et F

a) actionen A

3 0 0
Ty {'fA} ~1-180 0
MAA 1o o,



., [20 0] (120 0
b) action en K : {T}Zz{#K} =40 0} =40 30
MKk 1o s/, [0 s0],

. 0 0 0 0
c) actionen H : {T}3={EH} =+ 0 0} =¢ 0 30
H o |-100 ©0f, |-200 0,
0) (03) ( 0 0
MAEy)=Ning+AHAE,=|0[+] 0 [A] 0 |=|30
0) Lo) (~100) (o0

d) Actionen l et F

En I et F, nous avons 2 forces égales et opposées(ﬁ et — 17“), nous pouvons les remplacer par
un torseur couple. Le plan formé par, la force F et le bras de levier IF, est le plan xz, et par

conséquent le couple est suivant I’axe y. Puisque (ﬁ' 1 ﬁ), alors :
C =+F (IF) =160 (0.15 + 0.1)] = +40/N.m
Nous avons mis + car la rotation se fait suivant +y.
0 O
En I et F, les 2 forces sont remplacées par un torseur couple : {C} =4{0 40
0 O
Ce torseur s’écrit de la méme facon en tout du solide.
0 0 120 0 0 0 0 O
T}y ={THh + (T}, +{T}; +{C}=4-180 0¢+3 0 30;+4 O 30¢+30 40
0 0 0 50 —-100 O 0 O

120 0
{T}, =1-180 100
—-100 50



CINEMATIQUE DU SOLIDE

-
1- Dérivée d’un vecteur Q

d6> <d6> . —
— | =\77] t®rpr,NQ
(dt R \dt), R/R

R, est le repére fixe, R est le repére mobile. Q est un vecteur, il peut étre le déplacement, la
vitesse, 1’accélération ou autre. W /g, €st la vitesse de rotation du repére mobile R par rapport
au repére fixe Ro.

Exemples de vitesses de rotation

Yo
/N
YO/\ Y
X
v
>Xo
9 > Xo \K
X
— —
- . = @ =-6 k
CUR/RO=9 k R/R
Z,
N
Zo z
v
Z
Yo
9 > Yo 6



N
XD/\ , X
X Z
>“o
9 '\ZD 9 ”
Z
(UR/RO=9 _] (UR/RO_ _9]

2- Vecteurs vitesses
Yo

Zo

Soient A et B deux points appartenant au méme solide, Ro(OXoYo0Zo) est le repere fixe,
R(CXY2Z) est un repeére attaché au solide en mouvement. Nous avons :

B, = (dﬁ) B = (dﬁ)
47 \at Jgo B7 \at /g
1_53 = 1_7:4 + E)) NAB
UgAB =V, AB

@ est la vitesse de rotation du solide, c’est aussi la vitesse de rotation du repére R par rapport

é. RO 5 = aR/RO
Exemple

Un bi-pendule est constitué de deux barres OA et AB de longueur |; et [,.



Exprimer les composantes des vitesses V pet Vg dans le repere fixe R,(0Oxyz) et dans les

deux repéres mobiles R, et R; .

O est fixe, le systeme oscille dans le plan (Oxy), le repere R, est lié a la barre AB, le repere
Ry est lié & la barre OA.

R,= (Oxyz) : repere fixe,

R, =Ox1y1z1 : repére mobile @; o = Ok

R,=Ax2y222 repére mobile @z,9 = @a/1 + @10 = (0 + @)k ; (k =k, = k)
a- Vitesse du point A

e . licosB I lycosp
Uy = (d—) i 0A = (llsin9> = (0) = (—llsin(p>
t Ry
0 R 0 R4 0 R

0 2

Repére R :
N dOA —ll.ésine
Vg = dr =\ [6cosbO
RO 0 Ro
Repére R;:

Y <dm> (dm> + @y 0NOA <g> + (8) A (l(;) (loé)
Vg =\ —F— =\ —7F w1/0 = ) =L
dt /g At /g, o/ \&/ \o 0/,

0 1



Repere R,:

. (dOA\ _ (dOA B
va = \Tar . \dt ), @z/0

0 2

—L gsing 0 Licosp [1sing
ﬁA — (—llgi)COS(P) + ( . 0 . ) N (—llsin(p> = 119C05<p
0 R, 0+ ¢ 0 0 R,
b- Vitesse du point B

1_7)3 = 1_7)A +52/0 /\A_B)

Remarque : il faut exprimer tous les vecteurs dans 1’équation précédente dans le méme repere.

. l,cos(p + 0) l,cos(¢) [,
AB = (lzsin(go + 9)) = <lzsin(<p)> = (O)
Ro R R;

0 0 0
Repere R,:
—1,0sinb 0 l,cos(gp + 6)
Up =\ 1,6cos6 + < 0 _)A <125m(§0 + 9))
0 0+ QY 0 Ro
—1,6sin8 — 1,(¢ + 0)sin(p + 6)
Up = 1,6cosO + L,(¢ + B)cos(p + 0)

Repére R;:

0 0 I,cos(p) —1,(¢ + 6)sin(p)
vy = (l19> + ( 0 > A (lzsin(40)> =| 1.6+ 1,(¢ + 8)cos(p)
0 /g 0+¢ 0 R 0

1 1 Rq

Repeére R,:

1,0sing 0 [, 1,0sing
Up =\ L@cosp | + (9, 0 ) A <0> =| L0cosp + L,(¢ + 6)
@ Ry

0 Ry + 0 0 R,
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CINETIQUE

I- Quantité de mouvement

—

P=mV; G estle centre de gravité du solide

I1- Moment cinétique

Le moment cinétique du solide est égal au moment résultant en G de toutes les quantités de

mouvement miVM ou VMdm de I’ensemble des points matériels M constituant le solide :
1. Moment cinétique au centre de gravité G

06=glxy: & ; [J ¢]xyz est la matrice d’inertie du solide par rapport au repére Gxyz

2. Cas d’un solide ayant un point fixe A

Si A est un point fixe du solide dans le repére de référence

64 =[Jalxyz@;  [Jalxyz est la matrice d’inertie du solide par rapport au repére Axyz

3. Moment cinétique en un point O quelconque

6')0 :O—G)AmVG+3G

Reégle de calcul : toujours exprimer dans le méme repére, ou la méme base, la matrice

d’inertie [J] et le vecteur en produit avec elle (w ou autre)

11



111- Matrices d’inertie

La matrice d’inertie d’un solide dépend du repére, si le centre ou les axes changent, alors la

matrice d’inertie change. Exemple :

1- Cerceau de centre C, de masse M et de rayon R

oo =
=T S ]

= oo
e

1) 2
0) Uf]x_vz = - ZR (
2.

2- Disque de centre C, de masse M et de rayon R

}f Z
W
c W C o
wef1 00 L2 00
U{']A‘u 1 o010 Jc]xi-,=ﬂ(ﬂ 1 ﬂ)
00 2 ' 0 0 1

3- Tige (ou barre) de longueur | et de masse M

z
y
(200
Uf]x_vz = - 2 01 0)
0 0 1.
X
C A

12



C X c ¥ C 4

, {0 0 0 yiz/1 0 0 Mizf1 0 0
Ul :*"’”'[o 1 o) [,r._,]x\.}_,:*—[n 0 0 [.f._r]x_\-}_.:E{u 10
212 9 o0 1 120 o 1 0 0 0
v £ X
c X [ 3 < 7
5 0 0 0 MIZ 1 0 0 Mz ‘T 0 0
UC‘]-- =£{ﬂ 1 ﬂ) U{]x\'zz._{ﬂ 0 0 [’rf]l'."'f:T[ﬂ 1 0
TET 3 o o0 1 ' 3% o0 1 0 0 0

IV- Energie cinétique

L’¢énergie cinétique d’un solide en mouvement est €gale a la somme des énergies cinétiques

%di,E, de I’ensemble des points matériels M constituant le solide.

)
1, 1
T = EmVG + Ewaa
Si le solide possede un point fixe A, alors
T 1_,
= - w0
2 A

V- Principe fondamental de la dynamique

13



YFext =F1+Fy++Fy=—"=—(mVg) = mdg

dag

YME(FD»V#) = M/:(F1) +M/:(F'7) + +Mc(F'7) +ﬁ1 +M)f) + +M; el

dg est ’accélération du centre de gravité G, Fy, F,, ..., F, sont les forces extérieures agissant

sur le systeme et M;, M,, ..., M,, sont des couples purs.

Nous pouvons appliquer aussi la seconde équation par rapport a un autre point O autre que G,
mais il faut que ce point O soit fixe.

—_— — — — d_>
Y Mo (Fext) = Mo (Fy) + Mo(Fp) + -+ Mo (Fp) + My + My + -+ My, = =2

VI — Théorémes sur I’énergie

Enoncé : pour un solide isolé, le travail des forces extérieures, pendant un intervalle de temps

[t;,t,], est égal a la variation de 1’énergie cinétique durant le méme intervalle.

Autrement dit : la dérivée par rapport au temps de 1’énergie cinétique est égale a la puissance

des efforts extérieurs.

(= D = [W (Y Fexd)] =p (> Fon)

14



Rappelons que :

a) Le travail élémentaire AW d’une force F dont le point d’application A se déplace de Al

est égale au produit scalaire de F par Al

—

W(F)=F Al W enJ(Joules)

b) Le travail d’un couple C se déplacant de 1’angle 6 est égal a :

c) La puissance P(F)développée par une force F dont le point le point d’application A se

déplace a la vitesse V est égale au produit scalaire de F par V.

P(F) =FV P enW(Watts)

Cas particulier : Si les seules forces qui agissent sur le systéeme dépendent d’une énergie
potentielle £, (poids ou actions exercées par des ressorts), I’énergie mécanique totale mise en

jeu reste constante entre deux instants successifs.

Energie mécanique totale T + E, = constante
ouT; + Eyy =T, + Ep, = constante
a) Energie potentielle de pesanteur

L’¢énergie potentielle de pesanteur dépend de I’attitude z de I’objet, plus I’objet est haut et

plus il y a d’énergie potentielle.

15



7 4 verticale

Gy
E, =mgz ) -
B
Epy — Epy = mg(zy — z;) = mgh =
Gy
] o)

Y

b) Energie potentielle élastique (ressort)

1
Ep=-kf? f=lo—x

1 .
E..—E.. = Tk(f')z - ﬁz) pit =

Exemple : Un point matériel A de mass m, attaché a un fil de longueur L et de masse
négligeable, oscille dans le plan vertical OXoYo. Appliquer le théoreme de I’énergie

cinétique et calculer la période des petites oscillations.

Y

Solution :
Nous avons vu dans un exemple précédent que I7A =1L éf

. . ) . 1 1 .
L’énergie cinétique du point matériel est : T = EMVAZ = EMLZH2

Le point matériel A est soumis a 2 forces : le poids P et la tension du fil T. D’apreés le

théoréme de I'énergie cinétique :

16



=2 (D Fure) = BT+ TV, = FT = PV cos (6 +7)
ML?66 = —MgL 6 sinf

6+ gsin6? =0
L
La période des petites oscillations est égale a Zn\]g

Autre méthode :

La tension est perpendiculaire au déplacement du point, son travail est nul. Par conséquent

I’énergie mécanique se conserve : T + E}, = Cte

E, = —MgLcos6

1 .
EMLZE?2 — MgLcosO = Cte

En dérivant par rapport au temps, nous obtenons :

0 + %sin@ =0

Y
O >
Yo
7] —
T Va
Ko A
W
P\ x

17



Exercice 1

Un arc se compose de trois parties démontables (1), (2) et (3). Aprés assemblage par vis,

I’ensemble est parfaitement solidaire. Si le tireur exerce un effort F de 180 N sur la corde,

calculer :

1- Latension T appliquée par la corde en B sur la

Partie (2) de I'arc.

2- Calculer le torseur exercé entre (1) et (2) au

Point A.

Exercice 2

Le systéme bielle-manivelle sert de base a de multiples appareils. Le mécanisme se compose
d’une manivelle OA de masse M, articulée en O sur un bati et en A sur la bielle AB. La bielle
de masse M,est articulée en B sur le piston (3) animé d’un mouvement de translation

rectiligne par rapport au bati (direction ox). La manivelle OA posséde une vitesse de rotation

constante w. Sachantque: OA =1, AB = V3, 6 = 60°.

1- Calculer la valeur de I'angle 8

Calculer en fonction de w :

2- la vitesse de rotation de la bielle AB.

3-la vitesse et I'accélération du point A.

4- |3 vitesse et I'accélération du centre

bati

18




de gravité G de la bielle.
5- I'énergie cinétique de la manivelle.

6-I"énergie cinétique de la bielle

Solution exercice 1

1- Isolons la corde et appliquons le principe de la statique ;

A - —F 4+ Tcos70° + T'cos70° =0
F+T+T =0=> Ly
T 0 { Tsin70° — T'sin70° = 0 s ¥
T=T = F = 263,14 N
7 2cos70° ’
700
F /c
‘—
18 daN
e
£
o
)
O i
Tl
=
==
- —k

2- La partie (2) de I'arc est soumise a 2 torseurs :
a- le 1* torseur {T, } est appliqué en B, il est d(i 4 la tension de la corde

7 T —Tcos70° —-90 0
{T1}3=H ={—>} ={—Tsin70° ?2; =1-247.27 0
05 Ma), A A

0 0 150
L —0.37 —Tcos70° 0
My=Mg+ABAT =0+ 0.65 |A| —-Tsin70°|=| 0

0 0 150

b- le 2°™ torseur {T,} 4 est appliqué en A, il est d(l au contact avec la partie (1) de I'arc.

19



La partie (2) de I'arc est en statique, on a donc:

90 0
{Ti}p +{T2}a = {0} = {T2}4 = —{T1}p = {247-27 0

0 —150

Solution exercice 2

1- Relation entre 0 et 8

AH = OA sin@ = AB sinf

_ 04 5 1 60° 1v3 1 30°
= — = — = — =
sinf 1B sin \/§sm 522 B

2- Vitesse de rotation de la bielle

1
ing = 24 ¢ 3 _ 14 5 1 cos6 13 _w
sinf = ABsmG = fcosf = \/596059 =B = \/Ew_cosﬁ =% =3
2
wrd g w —
Wpiclte = —Pk1 = —§k1
3- Vitesse et accélération du point A
- N — dO_A) dO_A) N N . _
0A = 0A L= VA = (F)RO = (F)Rl + O)RI/RO/\OA = (1)R1/R0/\0A

V= wkAOAT, = w 0AT, = @ J;

VA=wf1

5 dI_/)A dI_iA — 7 - 7 T 7
e\T) @) O Va = G N = ol Jy
R

0 Ry

20



4- Vitesse et accélération du point G
Ve = Va+@piene NGA
Sachant que 8 = 60° et = 30°, cela implique que I'angle 0AB = 90°

Et par conséquent GA || i

R L w- V3,
Ve=w 1 —gkl/\7]1
. V3,
VG:(D —?11"‘]1

o= (e (We et Vs = Gy AV = wlhor (1, 47
Ve = ER B E +wR1/RO G_le/RO ¢ = WA _?ll-l_h

0 Ry

5- Energie cinétique de la manivelle

1 — - . — —
E. = Ewmanivelleo_o (manivelle) = Ewmanivelle Uo]xlylzlwmanivelle
1 My04% (0 0 0\ /0
E. = E(O 0 w) 3 0 1 0 0
0 0 1/ \w
1 2
Ec = EM1(D

6- Energie cinétique de la bielle



Ec = EIVIZVG2 + EwbielleO-G (blelle) = EIWZVG2 + Ewbielle []G]xlylzlwbielle

10 on/0Y
E ==M (13 2)+1(0 0 w)MZABZ 00 off ©
c =M \1® )3 3712\ o 1/\_9
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