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RAPPEL

1- Position d'un point dans l'espace

S—

2- Produit scalaire de deux vecteurs

Le produit scalaire du vecteur - le vecteur . noté . . , est égal au produit des
modules des deux vecteurs multiplié par le cosinus de 1'angle [§] entre leurs directions

respectives.

Remarques : le produit des deux vecteurs est un
n—hlemm_hieipuun-h:m
Si Ael Blsondl perpendiculaires (@ = 907) alors & B = 4. B aus 907 = 0.



Propriétés

A B-B.Al

AB+T)1=A B+A.T

kA . B = A . B'= AT (kB = k"] B(K étant un sealaire)

Remarques

T.i=1 |- 1:; .8=1:77=d; - g.7=d
3- Produit vectoriel de deux vecteurs
a- Définition

hmvﬁdhw.phw.nﬁ-ﬂmﬂilp

p-imheu'h..i
vec | €)= AL Bsin det | @l 4 1

righe dis tos deigls o b i deie




b- Calcul en coordonnées cartésiennes

Principe de détermination & partir des produits en ecroix




d- Formule du double produit vectoriel

4- Moment d'une force
Seit B] quelconque,

force F. Le moment en A de defini par le vecteur

—_
My(F) est um) a la fois perpen-
diculaire a Fl et a AB.

Remiarque : AB| E&l M,(7 suvent 1
régle des ftrois doigts

Le produit vectoriel n'est pas commu-
tatif :

guelconque



5- Angle de rotation, vitesse et accélerations angulaires

a- Angle de rotation

La rotation dun solide est définie par son
mouvement angulaire. Pour un solide en rota-
tion plane (rotation d’axe 0), il suffit de mesu-
rer I'angle de rotation @ d’une droite quel-
conque (OA, OB, etc.) appartenant au solide
pour reperer la rotation de celui-ci.

Remarque
1 tour = 2 7 radian = 360 (1 rad = 57,296").
Il n’est pas nécessaire d’avoir un axe de rotation

e >
axe de référence X

Og=6,+Y

fixe pour avoir un mouvement de rotation.

b- Vitesse angulaire ou vitesse de rotation @

La démarche est la méme que pour les trans-
lations rectilignes.

Vitesse angulaire moyenne

_6'-6_A8
Doy =55 ='A

Vitesse angulaire instantanée

A
positiona |

P=t+ At
\

position 4 I’inst‘a‘nt t

= lj .ég—-d.—.——e= ;
m_al}mo(ﬁt_dt e

unités : rad.s™!

c- Accélération angulaire a

Remarque : odo=o0d@

ou 8d é=8d&




d- Vecteur-rotation &

L axe de rotation (0, 2) est perpendiculaire au
plan du mouvement de rotation (0, x, y).

La vitesse angulaire @ est définie par le vec-
teur-rotation @ porté par I'axe de rotation et
tel que :

——

V,=@rOA

Remarque : si la rotation se fait de x vers y,
@ est positif et est orientée vers les z positifs.

axede ™
| rotation x




STATIQUE
PAR LES TORSEURS

OBJECTIFS
m  Définir la notion de  systémes  statiquement  équivalents et la notion
de torseurs d'actions mécaniques.

m  Donner la méthode  permettant  déerire un torseur  en  différents

points.
B Décrire les opérations  sur les  torseurs, les  propriétés  principales et
les  torseurs  particuliers :  glisseur,  torseur-couple et torseur-nul.

m  Donner un nouvel énoncé  au  principe  fondamental  de la  statique.

Les torseurs sont des outils de modélisation analogues aux vecteurs, utilisés pour repré-
senter des actions mécaniques, des vitesses et diverses autres grandeurs. Dans ce cha-
pitre, nous nous limiterons a [’étude des torseurs d’actions mécaniques (ou systéme

force-couple), les propriétés abordées pourront étre généralisées aux autres torseurs.

|- Systémes de forces statiquement équivalents

Cette notion est particuliérement utile pour comprendre les torseurs.

210 en
1. Déliniion
Deux systemes de forces sont statiquement équivalents s’ils ont méme somme vectoriel-
le et méme moment resultant en tout point.

Propriété : dans tout probleme de statique, un systéme de forces pourra toujours étre
remplacé par un autre systéme de forces qui lui est statiquement équivalent : les systémes
sont interchangeables. Autrement dit, ["utilisation de I'un ou l'autre systéme ne modifie

ni les équilibres, ni les mouvements, ni les résultats obtenus.

10



2. Exemples

Exemple 1 : une force F

appliquee en un pomﬁt O et stes r-y/}?’ /F e E
composantes au meme point 0 F &
x

0 &

sont des systemes statique- Fig 1

ment equivalents.

Remarque : inversement, la résultante de deux forces est statiquement équivalente a
celles-ci.

Exemple 2 : un couple C est ¥
A

Z

statiquement équivalent a - .
deux forces F et — I?)égales et z!/;'%{_’sju’ N -
oppos¢es, distantes de d U'-‘?—f;i UUO
(C = Fd). Une infinité de sol
tions sont possibles.

<!

Exemple 3 : une force F peut
étre remplacée en n’importe
quel point A par un systeme
force (ﬁ plus couple (Mg ) qui
lui est statiquement équivalent.

Exemple 4 : tout systéme de

. - = —
n forces (Fy, F,, . . ., F,) dans

[’espace est statiquement équi-

valent (autrement dit peut se

réduire) en tout point A a un Fig. 4

systeme force plus couple

(M)telque:S=F, + F, +... + F. et M~ MJE)+ MJE) ... + M(F7.
Remarque : il suffit de répéter n fois le raisonnement de I'exemple 3, puis de faire les
sommes vectorielles respectives.

11



[I « Définitions et notations

Défini en un point donné (A), un torseur d’action mécanique est un systeme force-
couple constitué de deux grandeurs :

a) une force ou somme vectorielle S indépendante du point choisi.

b) un couple ou moment résultant E: fonction du point A choisi.

X L,
Notation : {;mur} = (T} = {E } = {Y M, ou {T},= {E}
A

Remarque 1 : dans le repere (X, y, z), Set Ws’écﬂvent :
S=XT+Y7+ZKetM, =L, T+M,7+N, K

S’il n’y a pas d’ambiguités, 1'indication du repere (X, y, z) peut étre omise de I’ écriture.
Remarque 2 :—S"etm) sont appelés les éléments de réduction du torseur. S encore
notée R est aussi appelée résultante générale du torseur

[11 - Eritre d"un torseur en différents points

Un torseur (T) étant connu en un point A, déterminons sa valeur en un point B.

Principe

. o - . . .
a) La somme vectorielle S du torseur a méme valeur en tout point, elle est invariable.
ey ) .
b) M, étant connu, la valeur du moment en B, Mj, est obtenue par la relation :

Wy M+ BAAS =M, + TG0

12



Remarque 1 : de maniére générale, si 0 est I'origine du repere de calcul (0, x, vy, z),
, _
les coordonnées de A, Bet BA sont :

—s|Xa ——|XB 1 Xa— Xp
OA |y, OB | yz BA|ysa—
Za Zg Zp—2Zp

—_

Le moment My est alors égal 4 :

Lg L, Xa—X X
M| M, |=[ M, |+| va-vs |A| Y | =M.+ BAAS
Ne/ \N,] \za~2z5| \Z

et :
Lg=L +Z(va—~vp)—Y{(2a—2)

| MB=MA_Z(X;*\;)§B)_ +X (24~ 25)
Np=Ny+Y s —x5) - X (ya—s)

Remarque 2 : on notera que toutes les écritures sont statiquement équivalentes (1’écri-
ture en A est statiquement équivalente a celle en B). De ce fait, on peut choisir n’im-
porte quel point pour écrire le torseur des actions exercées. Les diverses écritures sont

comparables aux différentes photos possibles d'un méme individu.

IV - Opérations surlestorseurs

1. Addition ou somme de torseurs

Condition impérative : la somme de n torseurs {T}, {T,}, . . ., {T,} n’est possible que

si tous les torseurs de la somme sont écrits au méme point.

A A

13



2. Multiplication par un scalaire

Si a est un scalaire (nombre) quelconque et {T} un torseur, le produit de a par {T) revient

a ajouter k fois le torseur {T} avec lui-méme.

— —
ﬂ.{T} =(a.T)=a. _i = i
A M, \ a.M,

3. Torseurs égaux

. - o ~
Deux torseurs {T}} et {T,} sont égaux s’ils ont méme somme S et méme moment M, au
point A, autrement dit s’ils ont les mémes éléments de réduction en tout point.

— = A
S S $;=S
T} ={T)} & Lo\ 2 | o 1=
BB s AM | T\ M=

V = Torseurs particuliers
1. Torseur nul

Cas ou S et M, sont nuls, exemple de notation :

Remarque : le torseur est nul en tout point de I'espace.

2. Torseur couple
) 1S M C} = 6 tout point
Cas ot § est nulle et M, non nul : _ { } v e@ ou P

) — — — —3 . an

Remarque : la relation Mgy = M, + BA A S donne, dans la mesure ot S’est nulle :
Lo e ey =] . .

MB =M, +BA AQ=M, - I\_/[) Autrement dit, le moment a méme valeur H en tout

point et le torseur couple {C} a méme écriture en tout point de ’espace.

14



Exemple

Mg = M(M = Fd) 5

My =M
(20 Nm)

L’ensemble des deux forces F et (- F-)) est statiquement équivalent au couple ME = M'en
C de module M = F d = 100 x 0,2 =20 Nm. Le couple a méme valeur en tout point

— . - 2
de la clé M MD M. = M. 1l en résulte que le couple de serrage exercé sur I’écrou

en ) est H{ZO Nm) d’axe =z
g 6 i
Le torseur couple s’écrit : {C} = _0_> = _, } en tout point.
M

20k
3. Glisseur

—
Cas ou, en un point, le torseur se réduit a une somme S non nulle et 4 un moment M,

—

nul :A{G } = %,

A la ligne d’action de la force correspond In)\e du glisseur. Si A est un point de cette

ligne, le moment en A du glisseur est nul (M = '0).

A la ligne d’action de la force correspond  "axe du glisseur. Si A est un point de cette

ligne, le moment en A du glisseur est nul (M, = 0).

En un point [ elo:gne de la direction de I’axe du glis-
seur, le moment M n’est pas nul :

M= M, + TR AS = 0+TARS

Mf moment en Ide Sen A =TA A'S

MI est perpendiculaire a B et a S, il en résulte la pro-

priété :

M.S=0

. - ared = .
Le produit scalaire de M, par S est toujours nul dans {ligne d'action de §)
le cas d’un glisseur. Cette propriété, propre aux glis-
seurs, permet de les distinguer des autres torseurs.

15



Evolution des écritures d'un méme glisseur et propriétés

F=100k

©)- (@)

Il

0

100k
Gl= (G} =
B{ } E{ ) 2007

M,=M, + BA AF =200]

(6)= (o) ={ 100K

500]
Remarque :

Ms _ M _200_ 40

z
100 E) axe du glisseur 2m | am . H_
Rt cylindre r=2m ] -~ ¢

AB AC 2

L écriture du glisseur est la méme pour tous les points (A, D, etc.) de son axe. L écriture

du glisseur est la méme pour tous les pomts (B, E, etc.)

léle a son axe ou a sa résultante {F = ‘\)

) appartenant a une droite paral-

Tous les points (B, E, I, etc.) appartenant a la périphérie d’un cylindre d’axe I’axe du glis-

seur ont des moments de méme module :

Mg = Mg = M, = 200 Nm.

VI - Propriétés des torseurs dans le cas général

Dans le cas général, S #* 0 M # 0 et M S ¥+ 0 (le torseur n’est pas un glisseur).

lfquiprojectivité des moments

Soit: {T}= ¢ 2 }=
M (M

avec My =M, + BAAS

Multiplions scalairement

§_§’}

—
les deux membres par BA

M,.BA=M,.BA +(BA~S).BA

_.JW ?+0

Remarque : BA A S est _un vecteur
perpendiculaire a h fois '1 BA et a .S,

Il en résulte que (BA A S) BA =0

M, .AB=M, . AB < AH=BK

16




Remarque : de facon analogue, la projection des moments sur la direction de la résul-
T—

—
tante S donne toujours la méme valeur M.

VII - Principe fondamental de la statique

Enoncé : un solide (S), en équilibre sous I'action de rr torseurs d’actions mécaniques
AT sh st Tosgly vy Tt reste en équilibre si la somme des N torseurs, tous écrits au
méme point f, est égale au torseur nul {0} : _.{Tlxs} + :{Tz/s} +...+ ;{Tﬂs} = {0}

Remarques : {T }= S_)VS ; {'Ié,s}= g‘:s e s {Tnfs}" ﬁ
vsre ms ' B —;;5 N | My,ys

L’addition des n torseurs se raméne a deux équations vectorielles dans |'espace :
= - = - =4 . r . . . .
a)XS;5=S,,5+S,s+...+S,5s=0 (donne trois équations scalaires de projection sur
les axes x, vy, z).
+ > 3 - _) - r . . .
b) I M, 5=M s+ Mys+ ..+ M, c=0(donne trois équations scalaires de projec-

tion sur les axes X, y, z).

Exemple

L'hélicoptére proposé évolue horizontalement a vitesse constante suivant axe
(0, x); I'axe (0, g) est vertical, ,Fi?t M schématisent les actions exercées par Uair sur les
— —
pales du motor principal. My et Q sont les actions sur le rotor anti-couple, R est la résis-
P " " . = .
tance de lair sur lensemble de lappareil et Ple poids total
Ferire les  torseurs  correspondant  aux  actions  procédente;. Isoler Thélicoptore ; appliquer

le principe fondamental de la statique ; en dedure R, @ et F

17



r\f‘ données
i P=3000 dal

F.?
Fy? M=400Nm
»{? Mg= 30 hm

Résolution : isolons 'ensemble de I'hélicoptére et appliquons le principe fondamental.

L'hélicoptére est soumis a 'action de quatre torseurs d’actions extérieurcs :

(3] [0 0] [0 0|
a) action du poids : (5= .:l%:\= L0 r_}l- {0 _{}12}:!,
sl 0 cl-PDJ ay =P 0
— , o] [-02] [o] [ ©
avec M P)=MJ{P)+AGAP=|0]+| 0 |a| 0 =/-0,2P
0j |-15] —PJ[ 0 |
» iy o R IRO -k 0

b) résistance de [lair : { & -:,RL- 1 0 0 If 0 1,5Ri[

o M| & | Wl 0 -a2q]
— 0] [-4.2] [o | 0
avecMAQ)=MAQ)+ABAQ=|-My|+| 0 [A|Q/=! =M,
o | o |10, |-a20
7 \ ‘E0)
d) action du rotor principal 1= {—,"" F Ok
M) AIF.MJ

18



Ecrivons le principe fondamental au pomnt A

b (Fh+ L)+ ()=o)

0 0 0 -R 0 0 0
ol Q=M }+ 0 15R}+ a -02P;={0}
M 0 —-4.2Q o Q -P 0

A A A

A

ATl Tl W7l

On obtient les équations

F-R =0 (1) 0= o (4)
F,+Q=01(Q2) =M, +19KE=02P =0 (5

FF=P=0 (3 M=420=1 (6)

(3) donne & =P =3000daN ; . (6) donne Q=2% =23 =95daN

(5) donne K ﬁ%ﬁ 402daN ;
(2) donne Fy = —(;]'1= -9 5 daN.

(1)donne F, = R =402 daN;

-
=

19



CINEMATIQUE

OBJECTIFS

B [Mfinir la dérivée  d'un wvecteur dans  différents  reperes.

B Domner les  principales relations de la cinématique  do solide
ivitesses el accélérations).

m Définir le torsew  cinématiques Trater  la compesiion  de
mauvement.

W Décrire les  pammétraces ufilisss  dans  Vespace  (ameles d'Euler,
Ele. ).

[ - Dérivée par rapport au temps
d'un vecteur dans différents reperes

1, Dérivée d'un vecteur de base

a)] Cas du plan
}g‘ }';] EU sont les vecteurs de base du
repere de référence Ky {Iu, Vos 2y)-

- T+ T
i, L k sont les wvecteurs de bhase du

f=cos 0 [ +sin 8

- . - -+

; j=—sin@ jy+cos 0§

repere en mouvement B = fx, v, z).
—+ oy ’

@D =i . k,— @ ku est le vecteur rota-

tion de K par rapport a Rﬂ.

> — ..
Remarque [di] =ﬁ} . (EJ—'}) =F; iy et fp sont des vecteurs fixes de RE.
dt fg, di s, f e -
N , Al d . . =
II%] = -Esiné't:.:+ écosﬂﬁ+msﬂ|?§ _|R+sin9 E‘?h =B'k—5in£-'f;+ms 9}‘5}!'
W Ry \ /Bo L 4Ry
a2 T 'zd_\’-ﬁ . i
dj | =—§cm9$—ﬁsinﬁj;—sinﬂ dﬁi +cos @ ij =l§i,l—cosf?1;—sinﬂj§]
Il.d-t.l'&u dt-’ﬂn ".dt R
d? A T & rd d_f‘ é'} & ?
Résultats : df =0 j=mnai et —tR=—.r= A
R@ 0

20



b) Cas général

é.Rn:

. o .. —_— - . .
On généralise le cas précédent ; @ (R/Ry)= @ est la vitesse de rotation de R par rapport

B
dt

BE
g \dt

B

) -3

(l()l)

(%;:i)g: BT (?ﬂ}:)ﬁﬂ (dt],m_ Bk

e

erivee d’ eres differents
2. Dérivee d’un vecteur Q dans des reperes
a) Cas de repéres R et R en translation
x est constamment paralléle a x, ya . etz a z,.

. = . _h - u- i

La dénvée du vecteur Q fonction du temps
— : : a
Q= QUH)) est dans ce cas particulier la méme
dans les deux repeéres.

49] -(¢
dt Jg,

di ]n‘
b) Cas de repéres R et B, en mouvement
quelconque
—_—

s1 R et R, en translation

{@(R/Ry)) =

Q(¢) est en mouvement par rapport aux deux
. e e . .
reperes. @ (B/Rg) détinit la vitesse angulaire de

R par rapport a K,

T=Q,7+Q,T+Qk ; (dQ

( &
|

) Qr+ J’+C},f

- * ?
| -arearea o] alt],

)an _[dﬁ) +Q.(047)+Q, (01 7)+Q.(01K)

[é_@’_
d

d’ou la formule fondamentale :

S, 2oy

dt

Et’m(Q,?+ QU;_'}+Q,I?)

T

21




II = Relation entre les vitesses
des points d'un solide

1. Formule générale

. . \ e - . - i e e .
R, estle repére {ou sohde) de reférence ; R est hie au solide et @(R/Ry) définit la vitesse
angulaire du solide par rapport a R,,.

' solide (1) 0e

! *®. repare B lie au solide

Fig. 4
)% e e o

— ¥
[d';?'B) =[d‘AB )-l- ﬂJ[R_."RﬂI ~ AB ’=6+ ﬂ’;g;ﬁﬂ/\ E
tJg, | dt Jy

En rassemblant les deux résultats. on obtient

—

é@ﬁﬁi-}-ﬁnaﬁ

. ' — ey
] —

- ou Voigmo = Vagme + @rumo ~ AB
| BRI AR A,

ou Vg0 = Vg + @0 A AB

LS v ¥ L LY I
2. Propriété déquiprojectivité
La propricte d'équiprojectivite est 'une des propriétés les plus importantes de la cine-
matique du solide.
y A . .y - .
En multipliant scalairement par AB les deux membres de la formule précédente et en
- — — )
remarquant que (@ A AB]_ AB (0, on obtient :

22



1:"lr;:tf-ftil' . AB' =

Ve - AB

Autrement dit, pour deux points A

cgale a la projection de lﬂm sur AR,

Remarque : on obtient une relation

——
membres par @ .

T = _ 7 s
1"31;0-'“’1;{1—1";11;{--@1;0

Exemple : Une échelle AB mesurant 3m posée en B sur
Sachant que la vitesse de A est 0.5 m/s, calculer ¢

Solution:

{?‘Aﬂg = {?‘BAE = gcesf = Vgcos(g—

Ve=1Faltgd =0.87 m/s

1. Vitesse de glissement

A est le point de contact entre

les solides (1) et (2) en glissement

relatif. T est un vecteur unitaire
du plan tangent aw contact en A

noest la normale  (vecteur unitaire

perpendiculaire 4 f ).

&) =pgsin &

ne s _
Ll!';lm sur la droite AB

le sol et appuyée en A sur un mur.
elle de B pour &=30°

position
", initiale

Fig 5

IIL - Glissement - roulement = pivotement

et B appartenant a4 un méme solide (1), en mouve-
ment par rapport 4 un solide (ou repére) {U}, la projection de
—

o8l

en multiphiant scalairement  les  deux

serelaﬁvel{,m

On appd]e vitesse de gﬁmmat n A du Scﬂ!de (1) par rapport au solide (2), la vites-

o
mmouvwlut toujours contenue dans le ‘plan tangent au contact (portée par t).

23



Remarque: |Roulement sans glissement: Vi, =0

2. Roulement et pivotement

= . .

W est un vecteur unitamre per-
. . — =

pvn-.h-‘.‘ul.m‘-;‘- aon et f

La uﬁtesa-e angulah‘e n;m
(ou @y = @y - W) carac-
ténselemulemmtdl.lsohdei
(1) par rapport au solide {2]

autour de 'axe |

Fig. 7
Dpype (Opyp = @prp o M) est e pivotement de (1) par rapport a (2) autour de 0

3. Combiions possibles

Wi = () Wy - A iy F 0 Dz =)
W2 - 0 W0 # 1) Wiz - 0 Derve 210
—F —¥ . .
Ve =0 adhérence pivotement roulement roulement avee
pivotement
— ¥ _
V}uﬂ =0 olissement olizsement olissement olizsement
avec avec avec roulement
pivotement roulement et pivotement

] # .

[V = Torseur cinématique

Définition

"ensemble des vecteurs-vitesses des pomts d'un méme solide a une structure de torseur,

appele torseur cinématique. Ce torseur posséde les proprietés générales des autres torseurs.

Exemple de notation (sclide | en mouvement par rapport a )

S a, L{qx ——— + - i
@y Wy 0= O, Iy + +w ky;
{Ulfo} = O @, Vﬁy Lo ! @ Jo 0
LU AL . a, V,, me Va io + VAyJu + Vi ko

Remarques : -!D ou t |1 resultant néerale du torseur et a meéme wvaleur en
q 1,40 %-"RU] [59 es _-; l-_,L k_ [ Orsg el oa '._I [& e [&
tout  point. 5':3 1{,,, b @ A AB Vi BA A @ e analogue 4 la relation

R —

My = M, + BA » R du chapitre 4 torseurs »
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V= Relation entre les accélérations
des points d'un solide

I
Y ave de virgtion
[ ¥
Ayou (0)
g repére R lig & 1
I‘it_'_. B

Dgrpey = Oy = @ cst la vitesse de rotation du sohde 1 et ey~ 0 [f ["accelération

angulaire du  mouvement.
I
— dﬂhm) - (d @y

Ry

e d @y
Remarque : ®ino= di dt L"‘ Dhrrry 0= ﬂhm

En dérivant par rapport au temps et dans Hy, on obtient

ol aj = r+ahﬁﬁ';m{mw;

—

E;. AB est différent de @, . AB; il n'y a pas équiprojectivité des accélérations sur AB

el, de ce fait, il n'existe pas de torseur des accéleérations,
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VI-Composition de mouvements

Rappels des formules fondamentales

3

Vazn = Vean + Ve

@y = Wyp + Oy

— s % > 3 — ?
Qg0 =Ugy +0g10tdge  avee Qe =200 A Vaan

Cas des accélérations angulaires
SRNESRSS

dt |:|_ dt 1] dt a
., [dwy,
ﬂ?ﬁ'ﬁ.:( dt

]+ ﬂ’m}:ﬁmm + Oy
1

T O LI N e
Uy = Uy + Oy + Wy A Oy

VII- Paramétrages utilisés dans I'espace

Pour repérer la position d'un solide (5 ou 1) dans espace par rapport 4 un solide ou
repere  de réference ({1 on R.;;.I, on  commence  généralement par  lier un  repére
Ry (AL xg, vs. 2g) ou R au solide. La position du solide est définie par la position de Rg
par rapport a Hy. Mémes remarques pour les mouvements et les grandeurs cinématiques
lices au sohde. Dans le cas le plus général, six parameétres seront nécessaires pour deéfi-
nir avee exactitude la position de Hg par rapport 4 R

= trois paramétres pour définir Porigine (A) de Rg ;

= trois paramétres pour définir la position angulaire de He.

1. Paramétres utilisables pour repérer la position d'un point

a) Coordonnees cartesiennes dans 'espace (%, v, z).

b) Coordonnées cylindriques (r, 8, z).

¢) Coordonnées sphériques (o, 6, wh

Remarques : dans le premier cas, on dispose de trois distances, dans le second de deux

distances plus un angle, dans le troisicme de deux angles plus une distance.
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2. Parametres utilisés pour repérer la position angulaire du solide

Un ou deux angles judicieusement choisis suffisent pour un grand nombre d’applications
¥ x . e

courantes. Pour les cas les plus complexes, les angles d'Euler sont régulierement utilises
{robots, avions, gyroscopes, ete.).

: " il . . B
Remarque : le choix et la position des angles d'Euler peuvent varier sensiblement d’un
pays a 'autre et d'un ouvrage a Pautre ; cependant, le principe reste le meéme.

¥ 3 r o X

Angles d’Euler : on passe de Ry (x0.va, zgj, le repere de reférence, a HS (g, 1., Zg), I

repere lie au solide, par trois rotations d’axe successives, el inversement

W = angle de précession ¢ = angle de mutation ¥ = angle de rotation propre

Vitesse angulaire

Dezra) = W2u+szs+9"
ﬂqwm—{wsmanw+6‘m&w}xg+{ésjnw msmﬂmsw}yo+{w+¢:msbﬁzu
tqym—{qrsinﬁs1nq:+6cc-s¢]x3+{w51nEcosqu Esmq)}ys+{¢:+ i cos &) zg

-do

*_dy | ,9 df |
dt * dt | dat

Remarques : y=
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CINETIQUE

OBJECTIFS

W Definir dans Pespace les notions de quantite de mouvement, de
moment cinétique, dénergie cinétique et enoncer les  théorémes
correspondants.

B Donner des ¢lements concemnant le caleul des matrices d'inertie.
B Fnoncer le principe fondamental de la dynamique et développer
les principales applications : equations d'Ewler, rotation autour

d'un point, mwtation d’axe, problemes  d'equilibrage

[ -Systémea masseconservative

Un systeme matériel E i(solide, fluide, ete.) est dit 4 masse conservative si celle-ct reste
constante an cours do temps. A la fois pour E et pour nimporte quel sous-systéme ou

partie de E

Remarque : tous les théoremes et relations abordés par la suite supposent des systémes

a4 masse conservative,

masse de Eat=massede Edt =massede Eat,

Exemple @ une fusée n'est pas un systéme a masse conservative. Au fur et a mesure du

vol sa masse diminue du fait de la combustion du carburant.

Il - Centre de gravitéou centre de masse

1. Définitions

Centre de masse : il est lic 4 la notion de masse M et représente le poimnt central de
'ensemble de toutes les masses constituant un objet ou un svstéme materiel et est
confondu avec le centre de gravite G.

Centre de gravité : 1l est le point d'application du poids ou du vecteur-poids ?d'un

ohjet. Cette propriété est vérifice quelle que soit la position du systéme dans "espace.
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Exemple

F a s
P

b

Fig. 1
Remarque : centre de gravite et centre de masse font intervenir la masse volumique g

du maténau.

masse du solide en kg
masse volumique en kg.m™
volume du solide en m?
poids du solide en N

W Cw 3

2. Détermination de la posiion du centre de gravité G

Point matériel masse Amou dm

masse m

_Am, FAM 4 A AMX, 5 xAm _ J. xdm
X6= 7 Amy + Am, + .. + Am, m m
Amgy, + Amgys + . ﬁmny"I:Eyﬂ‘-m =j___j_
G Amy + Am, + ...+ Am, m m

Am zdm
_ Amyz, +Amgzo 4. +Amz, ¥ 2Am ,F
Amy +Am, + ...+ Am,

&g




3. Proprietés

Sioun solide posséde un plan, un axe ou un centre de symétrie, son centre de gravité est
situe respectivement dans le plan de symetrie, sur Maxe de symétrie ou au centre de

symetrie.

4. Barycentre

Le barycentre représente le centre géometrique d'un objet (volume, surface, ligne) et ne
fait pas mtervenir la notion de masse volumique ; 1l ne tient compte que de la géome-
triec. 51 la masse volumique d’un objet est la méme en tout point, autrement dit si objet
est homogene, le barveentre est confondu avec le centre de gravite. Si1 le materiau n’est

pas homogéne, barveentre et centre de gravite sont deux points différents.

5 - Centre de gravité (ou barycentre) des solides composés

Les sohdes peuvent étre décomposes en

clements  de  forme  géometrique  simple

dont les centres de gravite sont connus.

Dans le cas de la figure 3 :

me=mytimy Hmy

-y

Fig. 3

ﬂ—é_mp(ilmzo_ﬁ; Fooo 111,,(.?4-@n Em_ﬁa,_
= T, + M, + ... + 10, m

[es equations de projection sont:

Z My Xg; _ LM g Lm,zg,
=—m Yo =—m Z5="m

— - -
avecOG,-=xGI.{+yq.j+zGI.F_

Remarque : le centre de graviie d'un solide composé de deax autres solides de centres
de gravite Gy et Gy est situé sur la droite GG,
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Exemple
terminons le centre de gravite d'un solide compesé d'un cvlindre en alummm (@ 40 epas-

seur 12 mm 2 700 i{gm‘a] collé a une tige en curvre (@ 10 longueur 100 mm ; 9 000 ke.m).

VA
aluminium : \ CUivie
% - -
] | Y
| &y |
| G G2
énaisseur 12 mm — -

Fig. 4
m, oV 27 x(1Z2xmx2?%) - 4072 g favec oy 2.7 Q.UTITE':I
my = p,Vo = 9 x (10 x 1 x 0,5%) = 70,69 g (avec p, = 9 g.em™)

Xo= MyXg + MaX o _ 40,720+ 70 69x 70 _ 44 41mm

1+ Mg NFENIIR
¥ est axe de symétrie, G est situé sur cet axe et v, = (0

Remarque : dans le cas o0 les deux cylindres sont du méme matériau, p, = p, et

V Xoy o U xcz_[l,ZxT{xf)xU+{1l]xnxﬂ,52]x 70

Xg - — g 5084785 = 24mm




rectangle

=i -

parallélogramme
¥

cercle

S=uf

1/2 cercle

secieur
circulaire y
r L= q'nqz
e @ G
. - - - -
21 5in o \)
|

tige circulaire

cone creux
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[[["MOMENTS D'INERTIE- MATRICE D’INERTILE

1. Moment d'inertie d’un point matériel

ou d'une masse élémentaire
Le moment d'inertic Ad,, par rapport a
axe w, du point matériel M de masse
Am ou dm, situe a la distance constante

rde axe u est cgal a

Ad, = r? Am = r’ dm unités : kg.m?

Fig. 5

2. Moment d'inertie d'un solide de masse m par rapport a un axe

Le moment dinertie o, par rapport a
'axe W, d'un solide de masse m, est égal
a la somme des moments d'inertie (par

rapport au méme axe) de 'ensemble

des points materiels My, M,,. ... M

n
constituant le solide.

Jo=r2Amy+r,2 Amy + ...+ 1,7 Am

[ n n

J

L

Z r?Am=[r>dm

solide
masse nr

3. Rayon de gyration 1

Sid, est le moment d'inertie. par rapport a "axe U, d'un solide de masse m, le rayon

de gyration F est defim par

rk=\/;{1 ol L J=mr?

Remarque : tout se passe comme s1 la masse m du solide ¢tait concentrée en un

point situé a la distance ¥, de Maxe U.
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4, Changement d’axe

Les axes M et UWg sont paralleles et distants
de d La relation indiquee sappelle la for-

mule de Huygens.

J, =d,g + md?

51 on fait intervenir les rayons de gyration

respectifs :

Tkg = FK;E + dz

Fig. 7

5. Moment d'inertie des solides composes

Le moment d'mertic d'un sohde compose est ¢gal a la somme arithmetique des

moments d'inertie de chacun des solides constitutifs par rapport au méme axe .

6« Produits d'inertie Jxy, Jxz, Jyz

Lorsque les solides sont en rotation dans espace a trois dimensions, les produits d’iner-
tie apparaissent lors des calculs dvnamiques. Ils servent ¢galement a la défintion de la
matrice d’mertie d'un sohde

dy =d,. = [ xy dm y A X

J,=d, =[xzdm T
Jy=d,=[yzdm

Huygens
'Jli' = JxXgVg + m dx dy
J;u = dyugzg + m dy iz
Jﬂ = JXGZG + m odx dz

Fig. §

7 = Matrice ou tenseur d’inertie
a . Définition

La matrice ou tenseur d'inertie est définie par:
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J.ﬁ _‘pr ""jgr;
[Jﬂ]_(],ls = "'I:‘F
- =,

! - solide
_Jﬁ
ye J“

b . Formules utiles

Moment d’inertie par rapport au point A

Ja=1/20, +J 4 J,) Fie-0

Moment d’inertie du solide par rapport 4 un axe ¥ queleonque passant par A

dp o= 01,1}

c-Théorémede Huygens généralisé

Les repéres (G, g, Yg.Zgh et Alx, v, z) sont

lies au solide.

Les axes de repéres sont paralléles entre
cux :

3 =

A =XG£+YJ+ZGE

Fig. 10

La matrice d'inertic en &  est obtenue par :

m(¥+2) -mX%  -mXeZs
=l +| -mXe¥e m(xi+Z) -mY:Zs
—mXZe  -m¥Z  m(¥ X
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o). Cas particuliers liés aux symétries du solide

Tanticularin Exemple Pregrittis Fosma de |3 matrice
du selide olimertie en A L 1L
F
A _
Flan | da= | dey =y L]
de 5!111&1"'! i J'F .0 _"E'!- ";'r a
LN 4 L 0 0 4
Flan - Jo 0 =y |
de symmiie Lo=0 o Jd a
A x A ! - ’,;',' £ J
Flan =0 Tod a i}
ﬁ;i‘“m :E: ’ L 'I; dyp = J
wa L S
articularité Exemple Propriétés Forme de la matrice
du solide dinertie en A : [ J,
Az
Axe dy= 0 F Jy 0 0
le symétrie do -0 , 0 4, 0
(4.2 Jg=0 L 0 0
Axe s J 0 0
da e = 0 J 0
révolution dg=0 0 0 4
A3 =y =
da= it dy
Soiide  plat P= masse ""_'”T'””e Jg ~dy O
(" sans g = = | =y oy o
paisseur ") =P by 00 4
planix, 5 =Ry
! = moment quadratique




[V- Quantité de mouvement {p)

2 point matériel R (repere 1 au solide 1)
¥
solide 1
Ry (repére de riférence) o Wy
X

Fig. 11
Le repere R (G, x, v, 2) est Lié au solide (1) en mouvement par rapport au repére de réfé-
rence Ry (0. X, vo, Zg). G est le centre de gravité du solide et @y sa vitesse angulaire.
m;ou dm est la masse du point matériel M appartenant au solide

m = Lgym; js dm — masse du solide

La quantite de mouvement du solide (1) par rapport 4 fy ou 0 est :

Ty ey
P:;r.;;=szu~u 140 EJ;:S] medm

=J‘ dDMdm— [J‘ G_}Mdm]— m(ﬁ| dD(_':i m%ﬁ
o 9 (s) |

En remarquant que j GM dm = m OG par definition du centre de gravite -

7 ,,'K_ .

Pim "’“f vmrﬁ d’“ =im me

V'« Moment cinétique - Torseur cinétique

T .
1. Moment cinétique au centre de gravité G
Définition
Le moment cinetique du solide | est ¢gal au moment résultant en G de toutes les quan-
. e o , . .. .
tités de mouvement M Vi, ou Vi 0 dm de lensemble des points matériels M consti-
tuant le solide.

—_— J—-—: [y
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Relation fondamentale

—_— — - o
En remplagant Umm = Voo + @ A GM et en remarquant que I GMdm=10 {par defi-

nition du centre de gravite), le moment cinetique s'exprime par :

Gero = | GM A (@y A GM) dm = Uglla ]

gl est la matrice d’inertie du solide en G

(o) | demdmdafram)
[-Cl:| = [U,_- = ‘J:; JW-JP o, =[JJ[ﬂJ]
O |-d.-d, J.|@]

. Y- . Y
matrice d mertie §ff et le vecteur en prodéit avec elle (@4 ou autre).

Régle de calcul : toujours exprimer dans le méme repére, ou la méme base. la

2. Cas d'un solide ayant un point fixe A

St A est un poinf fixe du solide dans le
. P ra—
repere de référence Rg, alors V0 = 0.
_ —3 — —_— —
Vi=Vi+ @A AM = 0,, A AM

Fig. 13

o= | AM A Vyy o dm = | AM A (@0 A AM) dm = [, ]lo,,0]

[Jﬁ] est la matrice d’'mnertie du solide en A
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La matrice est symétrique et les moments d’mertie par rapport aux axes x, vy, z appa-

raissent suvant la diagonale. Si on change lorientation des axes liés au solide, les

moments et produits dinertie changent également.
Pour une méme origine (A, 0, ete.), 1l existe toujours un et un seul systeme d’axes X, Y,
Z, appelés axes principaux d’inertie, pour lesquels la matrice est diagonale :

oy = sz = dyz = 1.

3. Moment cinétique au point 0

Lz point O peut étre l'oﬁg'me ,du repére de référence ou n'importe quel point fixe de ce
L €lre L ongine P

repere (Vg0 = 00 ; OM = OG + GM.

———) —_— —_— — —_ e
0-01;‘}:[0”.1\ UMdem=fDMA{VG1N+ﬂ?1mAGmdm
=fO_G}AU_ﬁ’dm+ICﬁn{EPAGT’I}dm +J§&;Alﬁ;dm+]G—M;A{.FaG-Iﬂ*dm

—_— e — —
=0GAamV;+0+0+ oz,

— ey

—— ——
Oo1/0 = Ogip0 + OG A m Vg4

Cette relation est connue sous le nom du Theoeme de KOENIG

Exemple

Un disque plat (1), de masse | kg, de
raven K = 0,15 m. est monté sur un
arbre horizontal d’axe X, avec une mcli-

naison e = 207 par rapport au plan de

rotation.
. . —
Siodm 12 rad.sl, déterminons ¢
1/ E G1/0

. —
et 'angle @ entre @y 4 et Gg .
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Résolution

2 4
z

mR_ 5 @
- R’ Weosal
[Jﬁ]m= 0 m_.‘! 0 i [m""'J:sw= - m(ﬁin o
mRE 4

0 0 a

Fig. 15

Sachant que 1= cos a il:, + s a _;q et
j=- sin o iu Cos aju, en remplagant | Et f dans O

on obtient I'éeriture du vecteur par rapport aux axes (g Y Zy).
—_ 2 . = . -
Coryo = IH%—W. [(2 cos® a + sin® &) T, + sin @ COS @ J

2 el 3
- “{}’Zﬂ [(2 cos? 20 + sin? 20) iy + sin 20 ¢os 20 jil

oo = 0,339, + 0,058 J,

Tox@ 0,3380x32
OoX®@ (3439x 32

Angle @ : cos 8= - (o8s ¢t €=98°

Remarques : cn général -Gp_ et mn ‘ont pas la méme direction.
— — —— - e
oy= 0z + OG amVy m—cﬁ+DGnD a;

4. Torseur cinétique

—

En prenant pour résultante cinétique la quantité de mouvement py = Vg4 et comme

moment le moment cinétique @ » 1'ensemble des deux grandeurs a les propriétés
d’un torseur appelé torseur cinétique. Notation :

awt q&- q., +ﬁn’m Uénaﬁwﬁnm VG d
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V|- Principe fondamental de la dynamique

1. Enoncé = Equations de mouvement

dery

Fig. 16

*

ZF;=F1+§+.,,+FT=chc;‘=%[mVa=ﬁ}

+ [ . . - >
EM‘G (FBHJ=MG{F1}+ +MG{Fn}+M1 +...+M = [d JGJ

Equation alternative avec (0, point fixe duo repére de reférence :

+ ——— — — —3

EM)F,) = MfFy) + ... + MyF) + My + ... + M = {dﬂ|
dt |

dg est 'accelération du centre de gravite G Fy, F,, . . ., F, sont les forces extéricures

agissant sur le solide iolé et My, My, . . ., M les couples purs ; (d &g /dt) est la dérivée

par rapport au temps du moment cmétique en G,

Y r 1
Remarque : (dﬂGJ- J dd | @ A Go
a el Solir A

Cette relation est obtenue avec la formule de dérvation dans deux repéres différents

{voir chapitre # cinématique #) :

d &g ) d E? \ e - r N
[ d;- Jm?m:r; [d_ta»llryz+ m‘i'l-""tﬂl-ﬂll:l » crg - -adi[JG] [m]" * EA OT’-F)
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2, Cas 1 solide en translation dans 'espace

Il n'v a pas de rotation du solide,
-

—_ = S, " 42
@ =i,y =0 Les axes du repere znl

de reférence Hy et du repere B lie :
au solide sont constamment paral- :
leles entre eux. Le principe fonda- ! Ve

mental se réduit a L 0 W

—_—

— — —F —
LFyu=F +F+ . +F =mag X X Ky

Fig. 17

Lapplication donne trois equations de projection scalaire.

3. Cas 2 : solide en rotation autour du centre de gravité G

Supposons que les axes (%, y. 2) lies au solide sont aussi axes principaux d'inertie. Le
moment cinetique en G s'eenit @ g Jx @i +-=JT5I aw,J+ .J= ax k

L équation de mum-:nl :

ZM_‘G E:J [d {TG [dfﬁ

dt
donne trois cquations de projection scalawre, encore a |‘Pl.‘|l.‘\.‘h' cquations d Euler,

IMy =d o -(d,-d,) 0o
IMg =d,0,-(J,-J,) 0,0 0= 1 Sy G=Sr
IMg=J,a,-(J,-Jd,)a

Remarques : les cquations d'Euler peuvent également étre utihisées lorsque le sohde a
- - --_h =

un point fixe A (Vg = Q).

1l suffit de remplacer G par 4 et IJGI par [JH].

s (43t
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Exemple

Une barre 2, de longueur AB = |
06 m. de masse m 5 kg, est
entrainée en A, pivot d'axe (A, z),
par un arbre (1) tournant a la vites-
se GE { E; par rapport a un
batt 0. Deéterminons la valeur de &
lorsque @ = 307,

Fig. 18

Résolution

— . — L = =
w=-wsin@i+wcosBj=ai+nj

S1 les dimensions transversales de la barre

J=J=E£

3 o =d=d=d =0

Les équations d'Euler se réduisent a

I My, - M Py - L0 =~ ) 0,0,
m ¢’

Y { i)
=mg[%fj sin 9=0-L— -0 /[~ sin E:: |:m o8 ﬂ]

3 /
mg[%]mﬂ g = %mzhinﬂ s @

sont negligées

2lcos B

PRy S j: .2

4. Cas 3 : solide en rotation par rapport a un axe fixe (G, 2)

- -1
2% 0.6x cos 30° 5,32rads

0y 0= ok : posons @, = a = accélération angulaire du solide ; les axes (x, y, #) lies au

solide ne sont pas principaux d mertie.

oy =
. . ¥z .
L ’équation de moment £ M; ﬁr‘j —dd; devient :

IMg =d, & =4J_ «

IMg =-d,o+J, 0:=-J_ oa+d, of
IMg,=-d,0,-Jd,0f=-J,a-dJ, o

Remarque 1 : dans le cas des mouvements plans (x, v, les solides sont supposes plats.

Il en resulte que d, dJ = 0 et les cquations se reduisent & £ Mg, = J.06 = Ja.0n
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5. Cas 4 : solide en rotation d'axe (A, 2) par rapport
a un repére intermédiaire (A, X,y, 2 ou mouvement de toupie

Une applcation importante de ce
paragraphe concerne  les  gwro-
scopes et les mouvements gyro-
scoplques -

Les axes (x, v, g) sont axes princi-
paux  d'inertie duo solide (2). (1)
indique  le  repere  intermédiaire
(AL x, v, Z)et (0) le repere de réfé-

rence (A, X Yo ZO:]-

Le solide tourne a la wvitesse

— = .
Wy — Wy 2 autour de laxe z

Fig. 19

— K - o
Wy =@ 1+ @ j+ ak

= P
@y =27+ 2T+ 2k

e 7 T
on=d,wi+d oj+d ok
N —3 I —_ 4 —_

ﬂ- 1

d o =:dﬂ| +ﬁnﬁ=|dm‘ + W0 A On
Codt e LodE L Lodt L

[es equations d'Euler s écrivent sous la forme :
IMy=d,0-J,2 o+Jd, Q o0,
IMy - d0~d.0.06 +J Q8

&£
My~ Jo=J Qe tJ 2o,
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VII. Energie cinétique E, ou T

Fral ia
1. Définiion 1
L "énergie cinétique d’un solide (1) en mouvement par rapport au repére de référence (())
- _

. - —+ .
est ¢gale a la somme des énergies cmétiques m Vi, % ou Vi o dm de 'ensemble des
points matériels M constituant le solide.

—_— 2 — ¥
Evin= 1,n=lEm| Viin ’lj Vo dm
2% 2Js

— — m— —— . .
En remplagant Vi, o = V0 + @y A GM dans la définition, on obtient aprés caleul

1 o8 15—
Ein= 1m=§m‘-f:s1_xa + = @ha X Teio

2
=z Seear -
z%m Vi +—%— v [ Jo) [ @]

Cette relation est connue sous le nom du Theoeme de KOENIG

2. Définition 2

['énergie cinétique peut aussi étre exprimée par le produit du torseur cinématique {V 4t

par le torseur cinétique {C) gt du solide en n’importe quel point [ choisi pour le calcul.

p N _,wl
—
r 3 r mm: | ml"'rG]f{l
2Ein=2Tn={vw} {Cp=1 5 - ¢ |
1.1"‘”.*"3|I | Fne ‘1

e e —.

. — — ¥
c Li'\.‘\"\.‘lk'r'|"'i.'ll'll : 2 Eiﬂ_ﬂ] = 2 TLJQ = mlg"ﬂ' ﬂilm + i VG]N . 1"]’1,/'0

Remarques : si [ est confondu avec G, on retrouve la premiére formule. Si [ est confon-

du avec A, pointfixe du solide dans le repere de référence RD' on ohtient

2E ,=2 Tl.-’ﬂ = ml_hm . dﬂ_l.-‘.ﬂ = @y [Jﬁ]lmlm] avec A pointfixe dans R,
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3. Cas particuliers

a- Solide en translation rectiligne

Tous les pomts du solide se deplacent a la méme
VILESSE ! —VG UM

L'énergie cmetique d'un sohide en translation rec-

tiligne est égale 4 la moitié du produit de la masse

m du sohde par le carré de sa vitesse V. Fig. 20
E: =T=% m ‘{f avec  EjenJ(joules) :m en kg : Ven m,s_t

b- Solide en rotation par rapport a un axe fixe

Pour I"¢lément M de masse dm dont la vitesse est V,, = @r, I'éner-
gie cinétique est E; = Ylarf dm =Y of r* dm,

Pour I'ensemble du solide : E, = %, @ £ r2dm.

Le terme J = Zr? dm représente le moment d’inertie par rapport
a 'axe de rotation .

L ¢énergie cinétique d'un solide en rotation est égale a la moitié du
produit du moment d’inertie J du solide (par rapport a son axe de
rotation) par le carré de sa vitesse angulaire @,

Fig. 21

E = T=%Jﬂﬁz avec  Egen [ (joules); Jenm® kg ;@en rads !

c- Solide en mouvement plan
E, (ouT) : énergic cmétique en J (joules)
E=T-jmig+d o

V¢ vitesse {absolue) du centre de gravite G du solide (m.s™)

@ : vitesse angulaire du solide (rad.s™l)
m : masse du solide (kg)

Jds : moment d'inertie du solide par rapport 4 un axe perpendicularre au plan du mou-

vement et passant par G {m? kg).
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VIII = Théorémes sur I'énergie
1- Travail (W)

Le travail ou énergie représente ce qu’il faut fournir globalement a un systéme pour
["amener d’un état initial & un état final. La manére dont le chemin est parcouru entre
ces deux états n'a pas d’ importance.

a. Travail élémentaire AW d'une force F

Le travail élémentare AW de la force E?nt le point d*application
A se déplace de al entre A et A” (A = AAY) est égal au produit sca-
laire de F par Al

AW=F.AT=F.Al. cos@

Unités : Wen J (joules); F en Nj Al enm.

Remarque .
sSi0=0<90;c058=0; AW =0 ; le travail l..l_'\.:. F est moteur ;
st=90";cos @=0; AW=0;le travail de F est nul ;

SLO0” <@ =< 1807 cos @c 0; AW <0; le travail de Fest résistant.

Exemple : travail du vecteur poids F

(e

Prenons le cas dun  objet descendant  une
rampe de forme quelconque de Gy a G

) —_—
”'jﬂ=P.G-162 =P . h

—
Quelle que soit la trajectoire de G. le travail de P

est ézal au produit de P opar la dénivellation h

Supposons que 'objet soit un skieur de 80 kg Fig, 23
descendant une pente dont la différence de niveau est de 300 m entre le haut et le bas.

W = 80 x 9,81 x 300. = 235 440 J - 2354 kJ
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5, abscisse cwr

du point dapplication A de la force F sur sa

trajectoire, §

AAT = ds est le deplacement ¢lémentaire de A ;
entre A et A7

dW - F.ds

entre Ao et A,

viligne, mesure le déplacement

§,enAoct s = §yen Ay

trajectoire de A

F.ds cos@ Fig. 24

Wi Z.Ell-'.ds. cos @ J:EF.-:OGB ds

b. Travail d'un couple C constant

Le travail d'un couple constant C se deplacant

de langle @ es

W=Co

c. (Cas des

t égal au produit de C par @
W oen J (joules)
B en rad (radian)

Cen Nm

Fig. 25

ressorts de torsion

Pour les ressorts de torsion (barre de torsion, eylindrique a spire et a spirale), le couple

C supporté est fonction de "angle d’enroulement o

C=ko

_1 _1
W—zC&‘ zkae

C en Nm

chenNmrad?tiaenrad: Wenl

Remarque : /2 est la raideur du ressort, W le travail réalisé est aussi de 'énergie poten-

tielle stockée

ou restituée par le ressort.

2. Notions de puissance (P)

La puissance délinit la quantité de tavail effectué par unité de temps (par seconde) ou

autrement dit

le débit d’énergie.

a. Puissance moyenne

AW

i ar

m

Af - mtervalle de temps (s)

P puissance moyvenne en W {watts)

AW quantite de travail reahse pendant 'intervalle de temps Af (1)
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b. Puissance instantanée

— e (AW _dW
P‘J:‘L“u( At )T dt

Lorsque 'intervalle de temps At tend vers U ou devient trés petit, la puissance moyenne

tend wers la puissance instantance.

Unités = le watt (W) lwatt _Ljoule | JsL
| seconde
Autre unité usuelle : le cheval {cv) | | cv 736 W

-
c. Puissance développée par une force F

Définition

- - » - . - _“ - . - -
La puissance istantanée P développée par une force Fdont le point d’application A

se deplace a la vitesse V syr sa trajectoire Tﬂ est égale au produit scalaire de F par V,

)

<<

Pa
P .cos @

™

FPenwatts; Fen N; Ven ms?!

“Fig. 26

3. Energie potentielle(E,)

Dans le cas d'un travail effectué par les forces de pesanteur ou par des forces engen-
drées par des ressorts, on parle d"énergie potentielle. Cette notion simplifie |"analyse des
problémes.

Pour ces cas, le travail réalisé est indépendant des trajectoires et dépend uniquement des
positions initiale et finale des forces encore appelées forces conservatives.
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a. Energie potentielle de pesanteur

L '¢énergie  potentielle Llérlcml_ de 2 4 vertcale
I'attitude 2 de Pobjet, plus Pobjet est : B
haut et plus il v a d*énergie potenticlle. T 5
‘ti.
T T vt e e D e N i_- r.‘g?
E, = mgz o 2 3 X
E; - E;=malz —2,) = mgh
Fig. 27

b. Energie potentielle élastique (ressort)

F=charge sur le ressort
Fi \ f = fléche du ressort
LTl A
S = ©
FE T . aire = WI.Q
.=
= ]
3 s
: >
i o fy f
Fig. 28

E==5 Epz-Em:%(.fzz-ﬁE] f= Aly=x)

4, Théoreme de I'énergie cinétique

Le théoréme traduit sous forme énergeétique les équations du principe fondamental de la
dynamique. 11 permet de déterminer des efforts dynamiques sans averr a caleuler les

accelérations mises en jeuw.

Remarque : en pratique, 'application du théoreme aboutit a une seule équation, alors

que le principe fondamental conduit & trois équations de projection (dans le plan).
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Enoncé 1 : Pour un solide isole, le travail des forces extérieures pendant un interval-

le de temps, est égal a la variation de 'énergie cinctique du =solide.

T, - T, = [AT]? = WM F,, )i

Translation rectiligne : '51 (W = U‘f] = 'F.ri»’l,ﬁ,ﬂjll2

Rotation d’axe fixe : % {w% - ﬂlﬂ = [ W'[Fm}']f

Mouvement plan : %] | 1’2;22-\.%21] ' —‘? (ﬂ% - mf]= [ W[EJE

Enoncé 2 : pour un solide isalé, la dérivée de I"énergie cinétique est égale a la puis-

sance developpee par les forces extéricures,

AT opmF

Exemple

rayon de freinage
150 mm

(effort presseur)

Fig. 20
Un tambour & = 100 m2.kg par rapport 4 son axe de rotation) toumne 4 la vitesse de
20 rad.s? (=200 trminY). Le freinage est réalisé en 6 secondes pendant 3 tours.

Déterminons le couple de freinage C s celui-ci est supposé constant.
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Résolution

La wvariation d’énergie cinetique du tambour en rotation est

T~ T, = (@3- of) = 109 (0- 207) = - 20k

La seule action extérieure fourmssant un travail (résistant) au tambour 1solé est le cou)
de freinage C. Toutes les autres actions (poids, actions des paliers) passent par 'axe

rotation et, de ce fait, ne produwisent aucun travail.
[MFm}]lz - CO = mC x 2T x 3 (travail résistant)

o . A _ _ e
Théoréme : [AT]Z = = 20 000 J = [WF,)I2 = =6rC d’ou C = 1 061 Nm
Remarque : on a deux jeux de plaguettes de frein, il en résulte que -

__{_:_= =3537 N
F=5 szﬂ,m 3237 N

2. Loi de conservation de I'énergie

hle

de

Loi : pour un =olide ou un svsteme energétiquement i1sole et dont les forces depen-
dent d'une énergie potentielle {EF ¢ forces de pesanteur, actions exercées par des res-
sorts), I'énergie meécanique totale mise en jen reste constante entre deux  instants

successis,

Fnergic mécanique totale T+ E = constante
ouT,+ Ep=T,+ Epl = constante

La loi de conservation de ['énergie est un cas particulier (intégrale premiére) du théor

me precedent, obéissant a un certain nombre de conditions.

|‘:_

Remarque : un systeme est énergétiquement isolé s'il n’échange aucune énergie avee

son milien extérieur, pas de pertes par frottement, ete.

Exemple 1

Un pendule simple de poids mg est lache
sans vitesse initiale a partir de I'horizonta-

position  initisle

T R
le (AGy . Déterminons la vilesse Vo en jf
position  verticale. !

[ ’
# » i
Résolution - s
Le poids est la seule force produisant un
il, la tension T du fil ( liculai
travail, la tension u Nl (perpendiculaire —
ravail \ (per vk - 7
a la vitesse UG’ nen produit pas. Le pen- G
dule n'cchange pas d'énergie. position finale

Fig. 30
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T, + E T, + E

pZ P

2
m V2 m Y,

2

1 donne

5o tmgz =g +mgz wvee V,

O obtient m—z‘é— -mg(zl—zz} S | 1»4’5=

Exemple 2

Un wagonnet, demas-
se m = 250 kg, roulant
a la vitesse uniforme de
1,4 m st est arrété par
un amortisseur 4 res-
sort. St la course C
d’amortissement est de
100 mm, déterminons
I"énergie  échangée et
I"effort supporté par le
ressort en fin de course.

Résolution

0 et

J/2gh

z,-2,=h=FK

V=14ms

pasition 1

&

[ -
el

R R s i)

]

c: ¥ e e

f/ /, -
position 2

s vy

Fia. 31

Le wagonnet est soumis a [action de 4 forces
extérieures : poids P, A et B actions des
essieux et Flaction du ressort. P, A et B, per-
pendiculaires aux trajectoires des ponts A. B
et G ne fournissent aucun travail. Seule F pro-

duit un travail résistant.

Loi : T, =T, =E, = E; == —5— = [vanation d’énergic

kC?

2
%m[‘éz—lﬁz]=%[0—1,qz)=_kxg.ﬁ R

F, = 0 en position 1 (ressort non chargé) ;
F,=KC= 49 000 x0,1 =4 900 N en position 2.

Energie échangée : 250

2

x14%= 5

49 000x 01°

¥F B8

Fig. 32

on k=49000N.m"

= 2455

potentielle du ressort]
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IX - Equilibrage des solides en rotation

1. Définitions

Un solide est équﬂibré statiquement si son centre dc gravite (G est situé sor Paxe dc
Un solide est _éguiﬂbré d;mamk:[wnent si° son axe de wfahﬁn eét axe principal
d'inertic du solide.

0, les équations génerales se

Remarque : si z est axe principal d'inertie J d

réduisent a T Mg, — X MG‘?, et TM, - da

we

Lequilibrage peut ére obtenu en ajoutant des masses au solide (exemple : equilibrage
des roues d'automobile) ou en retirant de la matiere par pergage (exemple : certains

rotors de moteurs).

2
m

e o 3
— — L1
L

I

m 4 L
arbre  éguilibré  statiqguememnt m arbre équilibré

arbre non équilibré mais pas  dynamiguement

Fig. 33

2, Equilibrage au moyen de deux masses m, et m,

Fig. 4

Larbre de centre de gravite G (situe a la distance a de 'axe) et de masse m est équilibre

aun moyen des deux masses ml el m2
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a) Equilibrage statique

e -
m0é+mlﬂGl+szGg _ﬂ:' SUTIImﬂ+mjﬂ[C05a]+mzagcmaﬂ=[} (1)
M, +m; +m sur y - iy sin 0 + mads sin 0 =0 2)

b) Equilibrage dynamique

L'équilibrage dynamique n’est possible quavec deux masses (une seule ne peut suffire).
Les produits d'inertie de ensemble en rotation doivent étre nuls.

'Jsm {ensemble) JPE {arbre) + My@, sindfy 2, + My sin 0 2, = 0 (3)

d.. (ensemble) = J (arbre) + mya; COSO,y 2, + My, COS O, 2, = 0 ()

¢) Résolution

On dispose de 4 cquations pour § inconnues (@y,0p, 2;, Z5,0, »0, My ,mE]- En pratique,
on se fime 4 inconnues qui deviennent des parameétres. Par exemple. pour 'équilibrage
d'une roue d'automobile, @; = @, = rayon de jante et Z, = Z;
ohtient :

(1} +(4) donne : mya; Cosd, (z; = z,) = J,, = maz,

(2) + (3) donne : M8, sindfy Bz = 2;) = Ji*

d'ot :

largeur de la jante et on

o

tan ¢ =
! :j,t,—r:rn:lz2
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PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS
EQUATIONS DE LAGRANGE

OBJECTIFS

n Définir la notion du déplacement virtuel compatible
avec une liaison et le travail virtuel associé

n Donner les différents types de liaisons
B Enoncer les principe des travaux virtuels

B Etablir les éqguations de LAGRANGE

I- Principe du travail virtuel
1. Déplacement virtuel

On appelle déplacement virtuelfictif ou imaginaire) d'un systeme,
tout déplacement infiniment petit des particules de ce systéme,
compatible a I'instant t donné, avec les forces et les liaisons

imposées ace systéme

Soit f; le vecteur position de la particule i du systemg@®sonsy; fonction de n
parametres qui décrivent la position du system&venhtuellement t.
Fi = Fi (0, Gpsee 1Oy )
Les parametres}; sont appelés coordonnées généralisées.
Le déplacement réel de la particule i pendant #émtlle du temps dt s’écrit :

F=Tidg+ 2Tid g+t UMidg + OMigr

ooy a9, aq, ot

Le déplacement virtuel de la particule i pendaimttérvalle du temps dt s’écrit :
0 i or; 6 i

orij=—+ dq —0q,t...... —1 &q

Le temps n’intervient pas dans le déplacement elirtar la transformation est une
transformation géométrique a l'instant t.
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2. Liaisons imposées au systeme

Mous avons classé les liaisons en deux caté@gories principales
suivant la nature des &guaticns qui s'y rapportent

a) Liaisons holonomes

Supposons leur nombre &gal 2 h,elles sont de la forme

f, (@1 ++.9f +v.Gp, t) = O
h relations fj (Q; +++ G@§ == GQg, t) = 0
fh {ql W qi LA qn, t} = 0

b) Liaisons non holonomes

Supposons leur nombre €gal & 1. Elles sont de la forme

appdp + ... 21493 ... * apdy = by
1 relations aj:ﬁl oane aji":li eee F ajn‘eln = b
81191 * +v. 31383 +e0 * 3158, = By

Le degré de liberté formel est donec k = n-=1(h+1)

Les liaisons peuvent dépendre ou non du temps. On emploie parfois en méca-
nique analytique le langage suivant ;:

- le systéme est dit ekléronome lorsque le temps ne figure pas explicite-
ment dans les &quations de liaison

- le systéme est dit rhéonome lorsque le temps figure explicitement dans
les Equations de liaison.

La distribution entre liateons holomomes et ligisona non holonomes

tient une grande place dans la théorie des Squations de LAGRANGE.
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Les liaisons holonomes peuvent se mettre sous la forme

afs . af: - af: - afs .
it N R e B + =1l = =1 ... h
aqy 7 By 80y ™ " Bt J

elles ont la méme forme que les liaisons non holonomes

85181 + --- * 85485 * ... * ajpdp = b5 = O =1 ...1

on appelle déplacements virtuels compatibles les déplacements virtuels vérifiant
les Equations précédantes en faisant

afy .

2=l = 5 o= C

T 0 bj 0 sol

af; 3f; LEE = 0 i=1, .. h

g?l-5b1 o F 3q1 &ﬁ e F Bqnéb” ] ’

ajlibl + ..t oAy &% ...t ajn g, = 0 =1, .. 1
Exemple Y,

Un point matériel P peut_se déplacer
sur une droite (D) (07, X1) telle
que 01 € (D) se déplace sur (0,Yg)
de maniére que __ s - [

-t
0071 E—Tt I
. . P
Déterminer: X,

1- L ‘égquation et le type de la liaison 8
2- L e vecteur position compatible avec la liaison 0,
3- Le déplacement réel compatible avec la liaison

4- L e déplacement virtuel compatible avec la lfaison 5
+
/

o = =Xo

[

OP=xi+y] =06 +0:P
L’équation de la liaison s’écrit :
y =%yt2+tge.x
qui se met sous la forme habituelle :
y —%yt2 +tgf.x=0 ou f(x,y,6,t) =0 c’est une liaison holonome.
Q=X Q=Y 03=6
Le vecteur F =OP compatible avec la liaison s'écrit :

r =xT+(%yt2+tg9.ij =7 (x,6,1)
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Le déplacement réel compatible avec la liaisoor#'é
— ar ar ar d - 2|+ b d
dr = —dx+—df+—dt=\i +tgf | Jdx+\L+tgg°|j dG + dt
I 30 5 ( g J)d (1 g )J ")
Le déplacement virtuel compatible s’écrit :
= ar aF N b d 2|+
5 —&dﬁﬁdﬁ—(l +1g8 J)ax+ L+ tg8?) o0

3. Travall virtuel

Pour un déplacement virtugy; de la particule i, le travail virtuel de la forcg;
appliquée a i s'écrit : N = E; &

4- Principe du travail virtuel

Soit (S) un systeme de N particules en mouvemastudarepere galiléen. La loi
fondamentale pour une particule i de magg@ppartenant au systéme (S) s'écrit :

Fi=m y; 0i=12..,N
Eidi=m 7,0 0i=12..,N

N
i &= Zlmz' ?1' i
1=]

i

d'ou

F, est la résultante de toutes les forces (intérisuieextérieures) qui s’exercent sur la
particule i. y; étant I'accélération.

ENONCE

Le travail virtuel développé par toutes les actions mécanigues dans une
transformation virtuelle guelcongue est égal au travail virtuel développé

par les quantités d'accélération.

La force F; peut avoir deux origines :
Fi =Fli t Fdj
Ou Fq; : force mécanique donnée
Fl; - force de liaison

N N
Le travail virtuel des actions mecaniques s’écrdV = 3> F ;i i+ X F)
i=1 i=1
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Cas des liaisons parfaites

Une liaison est dite parfaite au sens de Gauss si [e travail
virtuel développée par les actions de liaison est nulle dans toute trans-
formation virtuelle compatible aveec les liaisons

Na
ZFpai=0
i=1

N
Le travail virtuel s’écrit dans ce caslV = Y F 4 &
i=1

Exemple 1 : liaison intérieure et mouvement de rotation

Zgﬂ

e travail virtuel développeé par les actions meécanigues de liaison est égal &

= Ty dF5 = T2 VD It

flg est 1'action de | sur 2 * _ﬁ.}a est lavitesse relative de 2 par rapport a1
Si ort respecte la aison, fa vitesse de glissement est situé dans le plan tangent,

et le travail virtuel (liaison parfaite} est mul dans detn cas:

- _f-"lz normal aux surfaces en contact {ce qui correspond 3 1'absence
de frottement

- ?&{I) = 0 la transformation est un roulement sans glissement

Exemple £ : liafson intdrieure et mouvement de tranelation avee frottement

v egueus
Ynll
b
=i
Xo
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Par hypoth&se 1'action de | sur 2 est f12 = -b ﬁ%
(mouvement de tramslation : tous les points ont mEme vitesse)

V) Vitesse relative de 2 par rapport i 1

e travail virtue! développé par les actions meécanigues de liaison est égal 3

AF= T 573 A7 est le déplacement de 2 par rapporta 1

AV= -b WV A7

Cette liaison it'est pas parfaite

Cas d'un systéme en équilibre

Si le systeme est en équilit(lfq = O), on obtient :

F:’Eﬂ':m

i

ENONCE

Le travail virtuel développé par toutes les actions mécaniques dans une
transformation virtuelle quelcongue est nul, pour un systéme en équilibre

Pourun systéme en équilibre, I’énergie cinétique est nulle. [} en résulte que le travail
des forces extérieures, en prenant en compte des petits déplacements virtuels est lui aussi nul.

o]

Exemple o'un bi-pendufe ;

. . . ek
0A et OB deux barres homogénes identigues de masse m a1

et de longueur 2| parfaitement articulées en & et en A
— .
O exerce une force £ horizontale connue.

Etablir la position d'éguilibre (calculer g1et g2 ) 8z B

—
E

X

Comme les liaisons sont parfaites en O et A, leaitavirtuel des forces de liaison est
nul. Le travail virtuel des actions mécaniques dagsiest egal a :

I =mG ZoG, + MG J0G, + F 908 =my(dYei+ dez)+F aXg =0
G, est le centre de gravité de la barre OA, il esiésiau milieu de OA
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Yg1=1€088;= dYg1 = - sing, 661

G est le centre de gravité de la barre AB,, il éstésau milieu de AB

Yg2 =2 cosg; +1cosg, = oY g = —2sing, 06, — 1 Sing, 96>

X g = 2(sing, +sing, )= X g = 2 (cosgy 06, + c0sh,65)

—mglsing; o6, - mgl(Zsin 6106, +sing, 502) + 2FI (00391501+ 00502502) =0 UG, 6,
(— 3mglsing, + 2FI cosel) o6, + (— mglsing, + 2FI cosg, )502 =0 U, 67

2F
: 96,=—
-3mgl =
Dot mg §|n91+ 2Fl cosg; =0 <oit - 3mg
—mglsing, + 2Fl cosg, = 0 2F
194, = mg

II = Equations de LAGRANGE

Les équations gue nous allons obtenir ne sont pas de nouvelles
équations, elles sont déduites de la loi fondamentale. Le but poursuivi
par LAGRANGE est clairement formulé dans sa préface & la premidre édition :
"on a déjd plusieurs Traitéds de Mécamigque, maie le plan de celui-ci et en—
tidrement neuf. Je me suls proposd de réduire la thdorie de cette seilence
et L'art de rdsoudre les problémes qui &'y rapportent, & des formuiles généd-
ralee dont le simple développement domne toutes les dguatioms nécessaives
pour la solution de chagque probléme. J'espére que la mamiére dont J'ai
tdché de remplir set objeetif ne laisserg rien 4 ddsirer.

Soit un systeme de N particules. Spie vecteur position de la particule i du systéeme.
Supposong; fonction de n parametres qui décrivent la positionsysteme et
éventuellement t.

Fi = Fi(dpGpseeiln 1)
Le déplacement réel de la particule i pendant &émtlle du temps dt s’écrit :

ari = Liag+ Ui g, +.....+ Wigg + Oy
g, aq, aqn ot

La vitesse de la particule i est égale a :

vz-=d—rdi=ﬁdgl ahdg2+ ...... +3F"@+%:Za G’J+%
di g dt By, df Bgp df & 17 q; A

Le déplacement virtuel de la particule i penda’rnttérvalle du temps dt s’écrit :
OF; oF; ar N OF;

ori= —'dq =iy Qo+ - ciq —'ciq.

Le travail virtuel développé par les actions mégamis est égal a :

N wl _ n
ZFﬂf|_z D fﬁy-zqhdh
i=1 i =100 j=1
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- Q; est appelé force généralisée.
i=1  0q;
Le travail virtuel développé par les quantités ctékération est égal a

N . N
Zm.yar. m WOy =3 ym M

dt ] 16(]] ]—ll—l dt a &1]
dV| ar| _ d \7 6!‘. m_v d ar|
MGt oq; dt m "o, | " dt| o
In . Pl
af! af! [ Eﬁﬂ_—-éki
or g a4t d'ot =
v = Eﬁ@f ; ar’ %; o

n d 8T
_ |42 3] z]_iN(l ] z{————my
;E= L“f o !El( P Vi g, i E VY }

n

d 87
le PTV s'écrit: Z

Z|%ag, 6q o Z;qu

7- EQUATIONS DE LAGRANGE POUR UN SYSTEME A PARAMETRES INDEPENDANTS

Siles paramétreqj (=1,..,n) sont indépendants, on obtient

dlar)| ar
d:[ﬁq] @;Qj

Si les forcesg; dérivent d’un potentiel V (forces de pesanteuravads engendrées

par les ressorts) g, =—gradV , Q=XF or __oV.

_1 'aqJ aq;
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=l ,
sachant que —— =10 on obtient:
I

o | 8L an

——|——=1

dt|ag,| &,

L=T -V est appelé le lagrangien du systeme.

_ LES PARAMETRES NE SONT PAS INDEPENDANTS MAIS LIES PAR DES
RELATIONS DE LIAISON HOLONOMES OU NON HOLONOMES

les relations de liaison peuvent se mettre sous la forme générale

f.0q .05 -vi Gpat) = 0 j=1...h
(1)

ﬂj]EfI + ...t Eji(.[i * L.l F a‘jn’qn = hj

Remarquons tout d'abord que si nous avions des liaisons de type holonome nous
pourrions nous ramener immédiatement & l'&tude que nous venons de faire.

Supposons en effet que les seules liaisons existantes soient du
type :
£3(q1 ++v 95 +vv Gp,t) = 0 j=1...h

on peut toujours tirer h paramétres en fonction des n-h autres, et alors se
ramener & n-h paramétres indépendants. Donc du point de vue de la théorie 1l
n'y a pas de difficulté nouvelle. 51 1'on garde ces liaisons dans certains
cas, c'est uniquement pour une raison de commodité.

Par contre, il en va tout autrement pour les liaisoms du type mon
holonome
85, G * ... * 35495 * ...+ a3y = by

car par hypothi&se elles ne sont pas intégrables et par suite nous ne pouvons
pas exprimer certains paramétres en fonction des autres grace & ces relations.

Si nous conservons les liaisons non holonomes, c'est pour une question
de principe et si nous conservons les liaisons holonomes c'est pour une gues-
tion de commodité.

On a déja vu que ces liaisons peuvent s’écrire lsoisme :

13 3f5 B 5 . o1 m
_'Eﬁ'-_légl *oaa. f aqi @j’ oot aqn ég” 0 ] ¥ -
aj1®1+...+aji®f+... +ajn_5g” = 0 j=1, ..1

64



Remarque : ce systéme peut se mettre sous la forme unique

]
m

hal {ajlﬁ%’l*-”*ﬂji@,’* cee *2jn dy = 0}

du point de wue mathématique ce sont des Equations linSaires en 5%

i%aji ;=0 j=12,..,m ou en permutant les indices i etjj;la” =0 i=12,...m

En introduisant les multiplicateurs de Lagrange, le PTV s’écrit :

der ar | »
;El[‘ﬂaq By ] Elg & +§’E’Ea“&j{

d ar ar n
=0
Fl[cfrazf ﬁ?] Q4 *EE’“H&E’

4 8T ar

cf!@q aq Q"'E/Lﬂ'{;u

Si les forcesg; dérivent d’un potentiel V, I'équation précédentécsit

daoL L T
.:f:aq aq, El"a’a“

Exemple {systéme holonome)




- Fpo= 0
- on applique & la manivelle (1) un torseur r T, | : {

- By (0) = C 29
-+ -
Fz2 = Fz2 Xo
- on applique 3 la coulisse (2) un torseur [ffg:] : N
' Mz(02) = 0

on demande de trouver 1'&quation du mouvement sachant que les liaisons sont
parfaictes.

a) Equation de liaison

Pour repérer le mouvement on emploie les paramétres x et@ . Mais
ils ne sont pas indépendants , jissont liés par la relation :

_ . cos(8 - a) _
x-r Ccos o 0 (n

Flle est de type holomome.

b) Egquation du mouvement en se ramenant & un paramétre

w) énergie_cinétique

T° = T; + T,
o = Lrazilui2
T 5 I8 + 5 Mx
I, désignant le moment d'imertie de (5;) par rapport & G,En et
M la masse de (5;).

sin(® - o) 5

1 ol
D'aprés (1) X =T o5 G

T° = %_[él + M p2 {sln{a - o) )-} ﬁ 2

COBQ

B) travail virtuel

Les liaisons &tant parfaites et la transformation compatible,
le travail virtuel des seules actions données

aw = M; 56 + F, g%

X m - p 5in(8 = 0) gp dans une transformation compatible
cos o

W= E.Il - F3 Eﬂ‘ﬁ;ﬁﬂ] 58 de la forme AW = Qg 59

cos o
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éguation_de LAGRANGE

I1 ¥y a un paramétre indépendant : @

d 3T _ T

ac s 38 - %

% =. [I1 + H‘ﬁi_n sinz[ﬂ - u)] 8

%% = ]:11+ M EF:?E sinz(a-q)]'é + 2 HEEFBTZE sin(8-a) cos(B=a) B°
% = HE-EE;E sin{f=a) cos(f-u) %-.'!2

d'oli 1'équation

2 2
r PP L T o oovA2 Mo
E_l'l + Hm sin“ (8 n]]ﬁ + Mm sin(é-a)cos(fB-a)d M;-F, ~osa

¢} Equation de LAGRANGE en conservant deux paramétres et en prenant une
transformation wvirtuelle compatible

Les vitesses compatibles sont définies par

sin{g&=-a)

AR +r Mﬁa = 0
cosg
le travail virtuel dw = M, 59 + F, %
L'énergie eindtique est T° = % J:Iléz + M icfj
On peut done &crire les &quations de LAGRANGE en employant la méthode des
multiplicateurs
d—-EE— S M + A sin(6-a)
dt 5§ a8 cosy
d &T aT _
aTax w2t
o 3 sin(6-a)
{ IS M 4 Ar ————= (1
M% = F» + 2 ({2)
De 1l'équation de liaison, nous tirons
x = -pin® - o) g
cos o
in(B-a) - -2
% o= -1 sin{@-a) R cos{f-u) a
cosa cosa
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- _ sin(é-a) = _ cos(B=-0) 12
d'od de (2) A = Mr e g Mr ~coso g

En portant en (1)

) sin(f-a) .cosco éz
cos<n

. 2 .
I8 = M) - ME'EZH sinZ(8-a) § - M
sin(f-a)

- F
2t cosa

soit

sin(é=-a)

2 2
r . 2 _ -n r - _ - -2 = _
[?1 + H‘EEZ?E sin< (8 ui]ﬁ + M-EEE?E-sln{B a)cos(B-u)f M)-F, “osa

C'est bien 1'équation déjid trouvée.
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