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Exemple : Une échelle AB mesurant 3m posée en B sur  le sol et appuyée en A sur un mur. 
Sachant que la vitesse de A est 0.5 m/s, calculer c elle de B pour θ =30°. 
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3. Cas particuliers  
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Soit r i

r le vecteur position de la particule i du système. Supposons r i
r fonction de n 

paramètres qui décrivent la position du système et éventuellement t. 
),,....,,( 21 tqqqrr nii

rr =  

Les paramètres qi sont appelés coordonnées généralisées. 

Le déplacement réel de la particule i pendant l’intervalle du temps dt s’écrit : 

dt
t

rdq
q
rqd

q
rdq

q
r

rd i
n

n

iii
i

∂
∂+

∂
∂++

∂
∂+

∂
∂=

rrrr
r ......2

2
1

1

 

Le déplacement virtuel de la particule i pendant l’intervalle du temps dt s’écrit : 

q
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Le temps n’intervient pas dans le déplacement virtuel car la transformation est une 
transformation géométrique à l’instant t.  
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11  +=+=  

L’équation de la liaison s’écrit : 

xtgty  .
2

1
 2 θγ +=  

qui se met sous la forme habituelle : 

0 .
2

1
 2 =+− xtgty θγ  ou 0),,,( =tyxf θ  c’est une liaison holonome. 

θ≡≡≡ qyqxq         321  

Le vecteur POr
rr =  compatible avec la liaison s’écrit : 

),,( .
2

1
 2 txrjxtgtixr θθγ rrrr =





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 ++=  
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 Le déplacement réel compatible avec la liaison s’écrit : 

    ( ) ( ) dtjtdjtgdxjtgidt
t

r
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r
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 Le déplacement virtuel compatible s’écrit : 

( ) ( ) δθθδθδθ
θ

δδ  1  2 jtgxjtgi
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3. Travail virtuel  
 
Pour un déplacement virtuel r i

rδ de la particule i, le travail virtuel de la force F i
r

 

appliquée à i s’écrit : rFW ii
rr

δδ =  

 

 
Soit (S) un système de N particules en mouvement dans un repère galiléen. La loi 
fondamentale pour une particule i de masse mi appartenant au système  (S) s’écrit : 

Niγ mF iii ,...,2,1    =∀= rr
   

Nirγ mrF iiiii ,...,2,1      =∀= rrrr
δδ  

 
F i
r

 est la résultante de toutes les forces (intérieures et extérieures) qui s’exercent sur la 

particule i. γri  étant l’accélération. 

 
La force F i

r
 peut avoir deux origines : 

dFlFF iii
rrr +=  

Où  dF i
r

 : force mécanique donnée  

      lF i
r

 : force de liaison 

Le travail virtuel des actions mécaniques s’écrit : ∑+∑=
==

N

i
ili

N

i
idi rFrFW

11

rrrr
δδδ  
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0
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Le travail virtuel s’écrit dans ce cas: ∑=
=

N

i
idi rFW
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Si le système est en équilibre( )0=γri , on obtient : 

 

 

 

 
Comme les liaisons sont parfaites en O et A, le travail virtuel des forces de liaison est 
nul. Le travail virtuel des actions mécaniques données est égal à : 

( ) 02121 =++=++= XFYYmgBOFGOgmGOgmW BGG δδδδδδδ
rrrrrr

 

G1  est le centre de gravité de la barre OA, il est situé au milieu de OA 
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δθθδθ 11111  sincos lYlY GG −=⇒=  

G2  est le centre de gravité de la barre AB,, il est situé au milieu de AB 

δθθδθθδθθ 22112212  sin sin2coscos2 llYllY GG −−=⇒+=  

( ) ( )δθθδθθδθθ 221121 coscos2 sin sin2 +=⇒+= lXlX BB  

( ) ( ) θθδθθδθθδθθδθθδθθ 212211221111 ,    0coscos2 sin sin2 sin ∀=+++−− Flmglmgl  

( ) ( ) θθδθθθδθθθ 21222111 ,    0 cos2 sin cos2sin3 ∀=+−++− FlmglFlmgl  

D’où 
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Soit un système de N particules. Soit r i

r le vecteur position de la particule i du système. 
Supposons r i

r fonction de n  paramètres qui décrivent la position du système et 
éventuellement t. 

),,....,,( 21 tqqqrr nii
rr =  

Le déplacement réel de la particule i pendant l’intervalle du temps dt s’écrit : 

dt
t
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La vitesse de la particule i est égale à : 

 
Le déplacement virtuel de la particule i pendant l’intervalle du temps dt s’écrit : 
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Le travail virtuel développé par les actions mécaniques est égal à : 
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      Q j  est appelé force généralisée. 

Le travail virtuel développé par les quantités d’accélération est égal à : 
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Si les paramètres q j (j=1,..,n) sont indépendants, on obtient : 

 
Si les forces F i

r
dérivent d’un potentiel V (forces de pesanteur ou forces engendrées 

par les ressorts) : VdgraF i  
rr −=  , 

q
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j

N

i j

i
ij ∂

∂−=∑
∂
∂=

=1

r
r

 



 64

 

 
VTL −=  est appelé le lagrangien du système. 

 

 
 
On a déjà vu que ces liaisons peuvent s’écrire sous la forme :  
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,...,m, jqa i

n

i
ji 21  0

1
==∑

=
δ   ou en permutant les indices i et j  ,...,m,iqa j

n

j
ij 21   0

1
==∑

=
δ  

En introduisant les multiplicateurs de Lagrange  λi , le PTV s’écrit : 

 

 

 
Si les forces F i

r
dérivent d’un potentiel V, l’équation précédente s’écrit : 
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