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TD N°1
STATIQUE PAR LES TORSEURS

EXERCICE 1

Pour dégager une voiture en panne prise entre @draabiles stationnées, 3 personnes exercent des
actions aux points A, B et C.

y
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1- Déterminer le torseur résultant de ces actiongaint G.
2- Veérifier que ce torseur est un glisseur et déiaer son axe.

EXERCICE 2
F4

Déterminer les caractéristiques en A du
torseur des efforts appliqués sur cet ensemble.

EXERCICE 3

Une clé a bougie se compose d'un corps et d'umedéymanceuvre coulissante. En utilisation,

l'opérateur exerce les effors et i (F = 100 N et F= 10 N) en A et B.
- Déterminer les caractéristiques en E et O duaarde ces efforts, dans les 2 positions.
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EXERCICE4
Une poutre sur 2 appuis est soumise a une chargartié variant linéairementp(x)=-a x Vy

avec a = 100 N/mz.
Déterminer les éléments de réduction les plus ssngl torseur associé a la chargéx).

Exercice 5

["hélicoptere proposé évolue horizontalement a vitesse constante suivant 'axe
(0, x); laxe (0, z) est vertical, F?jt M schérmatisent les actions exercées par U'air sur les
— —
pales du rotor principal. Mg et Q sont les actions sur le wtor anti-couple, R est la résis-
P " " . = .
tance de Tair sur Fensemble de lapparcil €t Ple poids total
Ferire les  torseurs  correspondant  aux  actions  precédente;, Isoler  Uhelicoptire ; appliquer

le principe fondamental de la statique ; en dédueg. Q et F




SOLUTION DU TD N°1

EXERCICE 1

T ] L

| 1 1 1
250 N <1,65 m>] 350 N
o T

La voiture est soumise a 3 torseurs :
400 O 400 O

a) action en A :{T}f{l\;A} =20 0} =20 O
Aa 1o o, [0 0,
cal  Mg=Ma+GAOFEA=0 carfa//Mp -
~ 250sin30 0 125 0
b) action en B :{T}2={;B} ={250c0s30 0y ={21651 O
Ble o 0o, | 0 1125,
0 0 125 0
car  Nig=Mg+tGBOEg=|0|+|-0.9/0|21651|= 0
0 0 0 09*125=1125
~ 0O O 0 0
¢) action enC:{T}3={I\;C} ={350 0} ={350 O
Cle o of, |0 5775,
0 1.65 0 0
car  Mg=Mc+GCOEg=|0|+[-0.9|0]350|= 0
0 0 0 165* 350=5775
Le torseur résultant en G est égal a :
400 O 125 0 0 0 525 0
M ={mh+{1},+{T};=1 0 o0} +421651 0 | +:350 0 } =.56651 O
0O O G 0 1125 G 0 5775 G 0 690 G
La force résultante est égale & =525 +56651]
Le moment résultant est égali = 690k
Le torseur est un glisseur si en un point D(xg)mnoment résultan{j p s’annule :
0 X 525 0
Mp=NMg+DGOEg=Mg-GDOFg=| 0 |-|y|DO|56651|= 0
690) |0 0 690- (56651x — 525y)

Soit 690- (56651x—525y)=0 ou 566.51 x -525 y — 690 =0

o O O



La droite d’équation 566.51 x -525 y — 690 =0 é&sté du glisseur. Pour tous les points
appartenant a cette droite, le torseur se réduiheglisseur

Exercice 2

L’ensemble est soumis a I'action de 5 torseurs i
appliquésen A, K, H, l et F joom | 120N
Tout d’abord, il faut convertir les distances

enm [/ 50 Nem | [|

a) actionen A
~ 0O O
{T}1={EA} =1-180 0

MAIA | o 0],

b) action en K :
120 0 120 O

{T}f{'fK} =10 0! ={0 30
MKk 1o sg, |0 50,

0) (0 (120) (0
M A(EK)=Nik +AK O =| 0|+ 0 |0/ 0 |=|30
50) (0.25/ (0 ) (50
. 0 0 0 0
¢) action en H :{T}gz{fH} =lo o =0 30
H |-100 of, |-100 0,
0y (03) ( © 0
M A(EH)=Ny+AHDOE, =|0[+| 0 [O] 0 |=|30
o) Lo) \-100 (o0
} 16Gin25 0] (6762 29
d) action en | :{T}f{'f' } =< 0 0p=¢ 0 -275
MU li6@oes 0], 14501 1352,
0) (0.3-0.1cos25 (160sin25 29
N A(E[)= M, +ATOE, =| 0|+ 0.2 o o |=|-2750
0 0.1sin25 160co0s25 -1352
) -16Gsin25 0] (-6762 -29
2) action en F :{T}5:{GF} :{ 0 0 =< 0 675
MFle | -16ao95 of . |-14501 1352,
0) (0.3+0.15c0s25 ( -160sin25) ( -29
MAEE)=Me+AFDEE=|0|+ 0.2 0 0 =| 6750
0 - 0.15sin25 -160co0s25) |1352



25

R
{T}G = {T}l + {T}z + {T}s + {T}4 + {T}s
0 0 120 O 0 0 6762 29 -6762 -29 120 0
=<-180 O0; +< O 30; +< O 30 + 0 =275} + 0 675 ;=<-180 100
0 0 0 650 -100 O 14501 -1352 -14501 1352 -100 50

Méthode directe : les forcgs, et F,, sont egales et opposées, leur action est un caupéir de
I'axe y, le module de ce couple est : C=F d =16.%3-0.1)=40 N.m

0 0
Donc : les forces, et F peuvent étre remplacées par un torseur Cou&(é}:: 0 40
0 0
0O O 120 O 0O O 0 0 120 O
{T}e = {1} + {1}, +{T};+{c} ={-180 0o} +{ 0 30; +; O 30} +{0 40} =:-180 100
0O o 0 50 -100 O 0 0 -100 50
EXErcIcE 3
& - y >
E p Al Position1 |p “BF
AZ " — = ——
J» F ET : X
F |
200 200
A Pgsition 2_ J’\O f“B
_F‘; 250 150
La force résultanteen O estégale g, = 2 F, = - 20 K (N)

Le moment résultant est égal §;,=O0BOF +OAD(— If)+OI§ OF,+OADE,
M, = (OB -0A)OF +(0A+0B)0g, = (AB)OF +(0A+0B)0g,
(AB)OF = (AB F)7 07 = 04 100K = 40k



B} 0

1- Position 1 :0A+0OB=0 d'ou pj, =40k (N.m) {T}O={EO} =1 0
Molo |_20

2- Position 2 :0A+0B =-025 + 015 =-0101

(0A+08B)og, = -010 Of-10k)=T Ok =]

B, 0 0
Mo=—1 +40k (Nm) Do {T}O={EO} =10 -1
Molo |20 40)

En E la force résultante ne change pas = F,,
Le moment en E est égal ¥z = M, +EOOE,=Ni, carEO /I E,
D'ou {Tle ={T},

EXERCICE 4

Calculons le torseur résultant en un point G(b,0,0)
1 1

La force résultante est égale & = | p(x)dx =] — axydx = —% y
0 0
Le moment résultant en G est égal a :
b 1 1 . _
Mg = (jax(b - X)dx—[ax(x - b)dxjk = [ax(b— x)dxk = E(b —gjk
0 b 0 20 3

Si on choisitb =§ alors Mg =0

0 O
Et le torseur se réduit a{T}, ={-50 0 avecG@ ,0,0j
0 0],

0
40



Exercice 5

Reésolution : solons 'ensemble de hélicoptére et appliquons le principe fondamental.

L hehcoptere est soumis a 'action de quatre torseurs d'actions extérieures :

) (oo0] [ 0 0]
a) action du poids : ()= <|%;~= {0 0 1-- {0 -02P |
ch cl-PGJ Al -P 0
—_— , o] [-02] [o} [ ©
avec MJ(P) = MAP)+AGAP=|0|+| 0 [A| 0 = -02P.
0] |-15 —F‘J[ 0 |
ot . o R [RO | -R 0 |
b) résistance de lair : {Fi= 5= 1 0 0:=4 0 15R;
A A B S
N o lo 3 1 [-r] [ D
avec M,(K)=MAR)+ACAR = DH 0 ,«[ 0= 1531
0] |-15] [ © 0 |
(51 [0 0 o0 o0
c) action du rotor de queue : |- lQ L= {I Q -Mgi={ Q ‘Mnl
M) a0 0] .| 0 -420
avec M Q)=MAQ)+ABAQ=|-Ms|+| 0 A|Ql=! =M,
0 0 J (0] |-42Q

. . ) | JEO
d) action du rotor principal : (%)= {_, = Iﬁ- 0
A A M



Ecrivons le principe fondamental au point A

Nambe (Fh+ () (5} =(0)

A
E0 0 0 -R 0 0 0
Eo0l+ Q=M )+ 0 15R)+ 0 -02P;={0)
EM 0 -4.2Q e 0 -F 0
| A

A ]

Oin obtient les équations

F-R =10 00 (4)

.FP +0Q =10(2) - JI"-!'!‘;I +1,0R=02P =10 (5

F=P=10 {3 M=420=1 (6)

(3) donne £ =P =3000daN ; . (6 donne Q=25 =49 —954aN;

(5) donne K %ﬁ 402daN ; {HdOI'II'IEFH=R=4(}2 daN ;
(2) donne  F,==() ==9,5daN.



TD N°2
CINEMATIQUE

Exercicel

Un repéere mobile R’(Ox’y’z’) tourne autour de l&Ox. @rig, = 9
Soit un vecteuti(x',y',z") projeté dans le repere R'.

—

a- Calculer %
dt

- =

en exprimanti ', j',k'en fonction dei’, j, k
Ro

b- Calculer C:;:‘ a l'aide de la dérivée d’'un vecteur.
Ro

z' z

=

Exercice?
Un bipendule est constitué de deux barres OA etd©Bngueur et |,.

Calculer les composantes des vitesggst g dans les deux reperes R’ R}.
O est fixe, le systeme oscille dans le plan oxyepére R’ est lié a la barre AB, le repéiR, est lié
a la barre OA.

Exercice 3

Un axe horizontal CD tourne autour d’'un axe verti@@zyou Oz; a la vitesse angulai,‘j?. La
barre OP de longueur | est soudée en O a CD eeduil. Elle peut tourner autour de CD d’un
angled. Sachant quer;(O X YoZo)est un repere fixe, le repemr; (O X; Y171 e€st un repere
intermédiaire dontpx; est suivant CDOZz, est suivant OP.

L, . L, . ) — — g + é LX)
Déterminer I'accélération du point ¥ Se8.0.8.0.8)
choix des axes de projection est important.

par la dérivée du vecte@P. Le



Exercice4
Une toupie tourne autour de son axe de révolutitan\itesse angulaif’, cet axe fait I'angled

+

constant avec la verticale et tourne autour deezella la vitess ¥ .
Déterminer le module de la vitesse angulagig,piersol €t I'angle que fait celle-ci avec la verticale.

e

10



SOLUTION TD N°2

Exercicel

Ro =Oxyz repére fixe, R'=0’x’y’z’ repére mot @RIk = 81 =81 LO=XT"+y j+zZk"’
a- Calcul de@

en exprimant ', j*,k' en fonction dd’, j, k
Ro

Onai'=i, j'=Jcosf+ksing, k'=-]sind+kcosd
di ! it et oo - . e 2k’ 3 =
=0 = _agL S+ cos 8= &' = A cos8+ksin 8 -
o 4 ( s Cos ) .:;t’.ﬁ (J )
7 £ I i A
B R e T S +u:;»"a!:"r W oF A il di’ _ = 77 +0-&) Hz+a
dt |, dt s s
b- En utilisant la dérivée d’'un vecteur
i i x g x x'
BB mimni= |5+ 0|a] =] o8| = TGN+
dt|p,  dt|p .

z' 0 z' z'+y'5'+

Exercice?

L

Ro =Oxyz repere fixe, R1 =Ox1y1z1 repere mc @yjo =
R’ =AXy'z’ repére mobile @211= @&  @210= D21+ Bujo = (e+of [E=k=F)

a- Calcul de la vitessg, du point A.

20 f{cosd i Hroosg 0
Vy= — OA=|nsdng | =|0| =|-ijsng dam=| 0
&o L 2 Wim 0 B &+e

~118dng

Repére Ro | # 4= 1‘1-5|+ cosd
0

11



0y {0y (ny (0

Repére RI - ﬁf% =% +agon A= |0|+|0|al0|=|n8
2o 21 o) &) lo) Lo ),
Repére R’ : vA:dOA| =dOA| + o JOA
dt | dt |,
—jléﬁsm & ] Joos@ s @
Pq= —flé?cosg:? +| 0 Al =fsn g | =1 Pcos
0 ), Lé+d), (N R R

b- Vitessey du point B dans chacun des repéres.

dloA) , d(8)

doB| _ d(oA+AB B
Ve = dtI = dt )I Todt | dt | ~ VAt @0 DAB
Ro Ro Ro Ro
| 2cos(t9+¢)) | oCOSP |2
AB=||osin(0+8)| =|losing| =|0
0 Ro 0 Ju \OJg
Repére Ro :
185 gy (0 tocos(B+d)) (i1 8—1 o8+ )sin (B+)
ygp= jléil::osé? +| 0 Al iosinf{8+a)| = 315c055'+32{é+¢§?]c05{5+¢?]
0 J \G+e 0 Jo, Lo N
Repere R1 :
0 0 fgcos{aﬁ} =i g(éﬁi?]sin @
vg= |11F| +|0 Al tosin{@) | =|118+i5(8+dP)cos@
0 )y L&+ 0 Joy Lo o
Repere R’ :
18sin @ 0 7o 118sin @
vp=|Nfcosg| +|0 Al 0] =|118cos@H of6+)
0 Jp 8+¢) Lo Lo N
Exercice 3

Rof Qsopqz ) repére fixe
RIfOnp n)repéremobile G =@ iy
R2{0 g1y, p Jrepére mobile Gapg=9j+97,

12



0 g
Dans le repére Rz OGP =|0 El = 51'3055"'}2 sin & = @2/0=| Pon &

—i 25 grosd R
) ) oy (@ 0 _ljpsin &
§p=d§P =d§lP +.§flgmﬂgp= o+ -:595111 8 1al0 = 18
£ t .
&0 R ] pros 8 = ] R?
B B —lipsin 8 —1pdcos 8 & — 1psin &
~ Epr Epr ‘e . .
e +a@an vy = /8 +| @em & || 1E
RO L ] prosd ]
. —ipsin 8- 21 @Pcos 8
. dVp e
Fp= 7 = 35'—.5&9251115‘::055'
RO 18 +1F e Jn,
Exercice 4

La toupie tourne autour de son axe 02,z = ;:DE]} . qui tourne autour de oz &= ‘é-‘g
La toupie tourne avec une vitesse angulaire tc #=@1 ¥ #2= Pk + Tk
6= K.ic)= K.k, =[]k cost = cos
1-Module de & . ||¢_:ﬁ“ =@ d= J[{;?EI +‘~PEM¢?,§1 + ‘Pﬁ_c.): Jd?2+1if2 + 2% cos 8
2- Soita I'angle que faitwavec la verticale.

ﬁg=||@|||F”cos£Ei COs &= &fr_‘E: [:Q:El twg};: ‘?::'EOSE"'@
R R e o

13



TD N°3
CINETIQUE
CALCUL DU CENTRE DE GRAVITE

Exercice 1
- Montrer que le centre de gravité d'un parallélagime est le point d’intersection des diagonales.

- Montrer que le centre de gravité d’'un triangle kspoint d’'intersection des médianes.

Exercice2
Calculer la position du centre de gravité de d'uige curviligne homogéne(figure 1). On donne

A(4,3), B(6,3), D(10,3). Le rayon de la forme cleite est de 2.
v

Figure 1

Exercice 3
Calculer par rapport a un repere que vous choisistes coordonnées du centre de gravité d'une

surface homogene (figure 2). AB=ED=12, BC=8, CD#8E)//(BD), (AB)//(ED),(BC) O (CD). La
forme arrondie est un demi-cercle.
On donne les anglesa = (AE, AE) =60°, B= (AB, BC) =30°.

E I

~ 8

Figure 2

14



SOLUTION DU TD N°3

Exercice 1
a- Le point de rencontre des diagonales est urreatd symétrie pour le parallélogramme. Or on a
VU que tout centre de symétrie d’'une structure lgame est un centre de gravité.
En effet, si la structure posséde un centre de s\@M@, alors on peut décomposer la surface en
deux parties S1 et S2 telle que S2 soit le symétdg S1 par rapport a O.
On par définition : mOG = [p&;dm= [o&dm+ [o&dm= [o&dm+ [—oGdm=0
s s1 s2 s1 s1
D’ou G=0O

b- Soit un triangle ABC, on décompose la surfacganches infinitésimales (épaisseur trés petite)
paralléles a BC. Le centre de gravité de chaquadh& est situé en son milieu. Or on a vu que le
centre de gravité d'un solide composé de deux awdodides de centres de gravité G1 et G2 est
situé sur la droite G1G2. Donc le centre de grawdtétriangle est situé sur la droite reliant les
milieux de chaque tranche, il se trouve donc suné&liane AM.

D’une fagon similaire, on peut montrer qu’il seure sur les 2 autres médianes.

Le centre de gravité est donc le point d’'intersatties médianes.

En utilisant la géométrie des triangles, on momjue AG ngM

A

15



Exercice 2

G1

X

0

On note d’abord que le centre C du cercle se teoswr la médiatrice du segment [AB].
On a: AB=2, AC=BC=R=2

BH 5n
a=n- sing =sinf=—== =— =—,
A A= BC 2 = 5= 6

La tige OA a pour longueyy = +/4%2+ 3% =5, son centre de gravitg, est situé au milieu de OA.

OA
061—7—2I "‘—J

: . 1 s o
La forme circulaire a pour longueur], = 2aR =§ = EO”' son centre de gravitg, est situé

sur son axe de symét(ie), d’aprés le formulaire, on a :
2Rsina _2R _ 4

CG2= 3a _57_577

OnapgG, = OH +HC+CGZ—5I +3] +(Rcosﬂ+sinj

0G,=OH + H6+Céz=57+(3+\/§+5iﬁ
7T

La tige BD a pour longueusg = 4, son centre de gravitg; est situé au milieu de BD.

— -

0(33:OI§+B—2D:6T+3T+47|=8T+3T

3 3
2 M OG; _Zloh OGi

Le centre de gravité G de la tige est donnée paG:= =1 =12

3
2m 2. dli
=1 =1

m =0l; (o estla masse linéique). La tige étant homogéne domst constante, et par

| - - -
Z'OG' _110G; 120G, +130G3

conséquent : OG =
l1tl2t13

3
li
=

16



5(2r+2Tj+1c)t)ﬂ(5r+(3+\/§+;TJTJ+4(8T+3T)

oG = 0 = 402 + 306j
5+€7T+4

Le centre de gravité G a pour coordonnées (4.025)3.

Exercice 3

A

La surface en question peut-étre décomposée amgeats : un demi-cercle de centre O et de rayon
OA, un parallélogramme ABDE, et un triangle dro@B.

AE _BD _+/BC*+CD? _v64+36 _

1- Le demi-cercle a pour rayoR = OA= 5
2 2 2 2
2
Sa surface est égalesp= % =3927, son centre de gravité G1 est (voir formulabed)que :
OGl= 4R
3

On aG,=A0+0G, = Rlcosa i +sina T)+g—7§(—sinaf+cosa )

AG1= (Rcosa —?sinajf +(Rsina +?cosaj | = 066 +539]

T 7T
2- Pour le parallélogramme ABDE, la surface estléga:
S, = HAB 0 AEH = AB AEsing =12 10sin60 =10392

Son centre de gravité G2 est tel que :
. _AD _ AB+BD _ ABJ +BD(cosa i +sina j) _ (AB+BDcosa)l +BDsina |

AG2= 75 2 2 - 2
AG2= (AB+ BDCOSS)' +BDSIN] _ g7+ 433]
BCCD 86

3- Le triangle BCD a pour surfacg; = =24, son centre de gravité G3 est situé sur

la médiane BM, il est tel quegG, = g BM

BM = BC +CNM = BC(cosBT +sin 8 ])+CM (-sin BT +cosf ])= 543 + 660]

17



AG3=AB+pBGE;= AI§+§ BM =12 +§(5,43‘” + 6.6017):15.62‘” + 440]

3 3
IMAG 2ASAG

Le centre de gravité est donnée pahG = i=13 == car my = A1
2 m 2 AS;
i=1 i=1
A est la masse surfacique. La tige étant homog@nest constante, et par conséquent :
3
> Si AGi - - ~
AG =12 ' AG _SIAG1t S2AG2 T S3AGs
S Sit St S

i=1
. _3927(066 + 539])+10392(857 + 433] )+ 24{1562 + 440])
AG 30.27+102.92+ 24
Par rapport au repere A(X,y), le centre de grawatgour coordonnées G(7.68,4.59).

= 768 + 459]

18



TD N°4
CINETIQUE
APPLICATION AU TENSEUR D’INERTIE

Exercice 1
a- Calculer les tenseurs d’inertie suivant les mgseGXYZ et Axyz d’'une plaque rectangulaire de
masse M, de longueur a et de largeur b.

(a)

45

45°

d

b- Calculer le moment d’inertie de la plaque pappart a un axe(A) passant par G et faisant un

angle de 45° avec GX .
c- Calculer le moment d’inertie de la plaque pappart a un axe(A) passant par A et faisant un

angle de 45° avec Ax

Exercice 2
Calculer le moment d’inertie d’une tige homogénédahgueur |, par rapport a une droit(i!k)

passant par I'une de ses extrémités et faisant allean anglea

Exercice 3
Trouver le tenseur d’inertie d’'un cylindre creux m@sse M, de hauteur H, de rayon intérigyr,

de rayon extérieuR,, par rapport a un repere dont un axe est 'axeé&slution et les 2 autres
sont dans le plan de base du cylindre.
En déduire le tenseur d’inertie d’'un :

a- cerceau de masse M

b- disque de masse M

c- cylindre plein de masse M

19



SOLUTION DU TD N°4

Exercicel
A Vi L
y ————mm™+ ¢t I dy
m |—_., X . W . i{l}[ .
G X G X G X
. I
Figure I Figure 2 ™~ Figure 3

Le solide est une plaque de dimension a x b. Saciest = ab, sa MasseM =1 S
o M _ M . : .
d'ouA = = =—b. Pour calculer] xx , on découpe le domaine en plaques rectangulaires
N~ a
horizontales infiniment petites (figure 1) de tedtete que la distance entre cette plaque et I'axe
(GX) soit constante. Cette plaque a pour surfd8e= ady et pour masse :

dm:)ldS:Mady:Mdy
ab b

2 2 - y - b
] = dm_ _d | L 2] = == 2
X gy —k;'./Zy a Y b 3 b/2 %[(Zj [ Zj } 12

En découpant le solide en plaques rectangulairescades (figure 2) m= Adsz%dx)

al2 3 al2 3 3 2
On obtient : Jyy = [xdm= | szdx—NI X M (aj _(_a] -Ma

s —aj2 A al 3 ) 3a|\2 2 12
M
Jzz = J(Xz"' yz)dm = J(Xz)dm"' j(yz)dm =J xx +JYY—E(8. +b )
s s s

Pour calculer] vy = [ xydm, on découpe le domaine (figure 3) en plaques regitaires de

s
surfacedS = dxdyet de mass@gm= AdS = % dxdy= % dxdy.

e vur e (R BRTIR

Ixz=Jdyz= 0 car z=0

Ce résultat était attendu, car les axes (GX), (BM}5Z) sont des axes de symétrie, donc des axes
principaux et par conséquent les produits d’inesiat nuls.

Remarque : On pouvait utiliser le découpage degaré 3, pour calculer] yx

M a2 bl2 , 1((b)’ ( bY|_M™
dm=[v? M gxdy=" “ax dy=—(a-(-a)=|| = | -| —| |=—=b>%
Ixx = gy gy g xay= a—a{/2 bjlzy y= ab( ( ))3[[2j (ZH L
" b O 0
[‘]G]XYZ 12 0 & 0
2
0O O b+a
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Pour calculer le tenseur d’inertie par rapport aepere Axyz, il suffit de changer les bornes de
I'intégrale, O a a pour x, et 0 a b pour y, ou agpkr le théoréeme de Huygens pour les moments
d’inertie.

i 2 | _ ;

M+(bj _MEE 0 b? -—ab 0

2 22 3 2

S N I VL VIR A 0 |=m|T® @

w2~ 1M Gixvz 22 2 4 3
2 2 b+ a

a b 0 0 —
2 2 L i

Jn=(u) [5 G]xvz{u} = %(az + bz) In=(u) K A]xyz{u} ; 2/_;_ (232 +2p* - 3ab)

avequ) = (cos45°,sin45°,0) = %(uo)

Exercice 2
Pour trouver le tenseur d’inertie de la tige, ifBude remplacer dans la formule cﬂ@A]xyzl par a

000

] M |2

et b par zéro. [‘]O]xyz:T 010

0 01

M (2 0 0 O)fcosx M (2
JA=<u>[\](_-,]xyz{u}:(cosa,sincr,O)TI 0 1 0fsina =T|sinza
0 0 1)|0
Exercice 3
¥
z
H

F2

Pour calculer le tenseur d’inertie des formes claites, on préfere utiliser les coordonnées
cylindriquesr, 8,y
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X =r cosd
Z=rsingd .
y=y

Pour trouver I'élément de volume dV, on fait variele dr, 8 de dé, ety de dy, on obtient :

dV =drrdfdy, Rl<sr<R2 0<6<2n,0<y<H

Le Volume total vautV = 7H (R% - Rf)
M M
La masse totale vautM = pV = p=— =
vV n{re-RZH
M

De mémadm= pdV :H—)—dr rd&@dy
R~ RfH

Inx = f(y2+ zzhm= I(y2+r smze}im: [ y?dm+ [r2sin2@dm
v v v v

= M (jy drrd &y + jr szedrrdédyJ
H(R2-Rr2)

M Ro 1-cos26 MH2 M
I= s [ Jrdr [deydy+ j (Sar | (—jdmdy}= = R+ )
MHR-Ri)|R, 0o o0 R0 2 0 3 4

Pour des raisons de symetrle 0N 37, = Jux

M
Jyy = [+ Z2dm= [r? drrd@dy= j rSdrjdejdy__ R2+ 2
yy v( )j v ‘(—)m ‘(—) > ( 5 1)
Les axes (0x), (oy), (0z) sont des axes principdomrc les produns d’inertie sont nuls.

MHZ M
TR o 0
M
[‘] 0]xyz: 0 ?(Rg + R12) 0
MH2Z2 M
i 0 0 3 +7(R§+ Rlz)_
Application
a- Tenseur d'inertie d’'un cerceau
Pour un cerceau, on R, = R;= RetH=0, d’ou:
MR 0
2
l30.=| 0 MR 0
M R?
0 0
- 2 -
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b- tenseur d’inertie d’'un disque
Pour un disque, on R, =R, R;=0 et H=0, d’'ou

[3 O]xyz=

"M =2

c- tenseur d’'inertie d’un cylindre plein
Pour un cylindre plein, on & =R, R; =0, d’ou :

[3 0]xyz =

MH? M
+ —
3 4N
0
0
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TD N°5
CINETIQUE
CALCUL DU MOMENT CINETIQUE ET DE L'ENERGIE INETIQU E

Exercice 1
Soit un solide (S) constitué d’'une tige OC de mi#set d’'un cerceau de masse M et de rayon R

tournant autour de son axe horizontal, 'ensembleae autour de Ozo qui est fixe et vertical.
a- Calculer le moment cinétique de (S) par rapport.a O
b- Calculer son énergie cinétique.

z &* Z1
M "
0 ey

o |

{1}

wl

Exercice 2
Deux tiges homogenes OA et AB, de masse M et giedon| sont articulées entre-elles en A. La

premiere est mobile autour de O. Elles sont assegeh rester dans le plan vertical Oxoyo.
Calculer le moment cinétique du systegge et son énergie cinétique.

a
X0

yo
Exercice 3
On considere un pendule dit elliptique constitugng’ barre O’A homogéne (masse M, longueur [)
qui oscille dans le plan vertical et dont I'extréén@’ glisse sur I'axe horizontal Oxo.
Calculer son moment cinétiqug, et son énergie cinétique.

* w0

yo
Exercice 4
Soit une plague homogéne de masse m, de cotéBaedtde centre de gravité G, tournant autour
d’'une de ses diagonales fixe a la vitesse angudaire
Calculer son moment cinétiqug; et son énergie cinétique
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SOLUTION DU TD N°5

1- Rappel
Le tenseur d’inertie d’'un cerceau de rayon R (TB,réxercice 3) :
y y
MR 0 , !
0 S px bolye=| 0 2E 0 (1)
I p2
I/F - =z
zl
[ ] M R? 0 0
7 A l . = 2
D’apres d’Huygens :[J g Xyz o MR .u o2 0 (2)
2
0 0 MZR +M g2

Le tenseur d’inertie d’une barre de longueest (TD n°4, exercice 2) :
y

yl

=X [-'rG]x'y'x' . 0 12 . {3}

O
G M
// o o X
Z Z.

D’aprés d’'Huygens :

=0 0 0 0 0 0
[J O]XyZ M | 2 | 2 M ] 2 (4)
0 + M (7) 0 = 0 s a— 0
12 2 3 o2
2 2 |
0 0 MI1%, m (Lj ° 0 3
12 2

Le tenseur d’inertie d’'une plaque rectangulaireaidés 2a et 2b est (TD n°4, exercice 1) :

Vi
pt o0 0
)Ya
- G - x bdm=3-0 £ 0 (5)
0 0 2+

Za
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Exercice 1

Fo: repére fixe Oxoyozo
R1: repére mobile Oxly1z1
Ro: repére Cx'Ty'z"

F0= YK Fgam= @5tk

Soit un solide (S) formé de S1 (tige oc) et de&2¢au) :

Le moment cinétique du systéme est égafig (S) =5, (SD +7, (S2)

0 2
Ay
- _ Fp=| 0
“o (31} [‘JT'5':|Jr1‘;u12:1ml'“:I 3
0 0
M e 0
. MR
&, (52)= [Jﬂ]xl_ylzl aizim=| 0 - + M o
0 0

T, Br=a, SD+a, E=

L’énergie cinétique du systéme est égal a :

1. M.
TS = aun 8, (Sh=——4"

1 M g? .
T(§2) =~ am &, (52 = 5[%+£J i

TS = TS + T(82) = MT;E +

Autre méthode, d’apres le théoreme de Koenig :

Fo (S2) =M OC Oy + G

dt

MOC AP =MayTnf=M 2wk

26

oc~= [J C]ﬂylﬂCDZ/O

—/ =admnil= A A =ay )
By

0 0 0 ,
0 0l= 0 :M_f
2 + '£2+ 3
MW T
3
. @ ME
0 0|= 0
. M E nr
M;?JrMaz W [ 5 +MQJ¢;
2
MRE.:;:*
0
Fra 2 17d .
S 2+—]gx
2
P MR 4.
—| =+
2[2 |




2 .
MR Mﬂgﬂ 0 ﬂ M2
Daprés féq: G WA= 0 g+ 0 == 0 0= o o3 0
(b 2y M g2 | v IR Ve
0 ] 2
2
1 1
T(S2)==MV2+=anp dc
2 2
Mﬂ? . MR2 . A RE A
TS2)=—2yf+ = f = | 1 2
2 4 212
MP .o M S
T(S]:T(Sl)+?(32}=Tw2+? ta Ve
Exercice 2
vl
L 0
Ro: repére O xo yo zo yo
R1: repere 0 x1 y1 z1
RG:repére G x2 y2? z2 y2
%ozglzgzd o A
MO =g k,
B(AB) = BF, G
x2
HO x1
- kY
o 0o 0 g 0 ; ;
_ L M2 ML M
8o O =[70],,1,FOD =0 - ° |°f M.?E =——ab=——dk
2 & .
o o MIR 3 ¢
% 3
o (AB)=M OGOy +5c(AB)
|
| Ecos(ﬁ—a) | +—cos(G—a)
OGR:OA+AG: o + |—25in(,8—a) = IEsin(,B—cr)
1
0 0 0
po=129/ 499/ +50nc5
dt/Ru dt R
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—%(ﬁ—&}sm(ﬁ—a} 0 f+£§cos(ﬁ—
Vo= %(;3—55)':05(,5—&) +| 0 [ ésm(ﬁ_
0 o 0
{ ;e
f+§cos(,8— a E’Ssm(ﬁ_ﬂ)
MOGATF,= %sjn(ﬁ—.::r} ﬂf&+%ﬁcos(ﬁ—a}
0 0
o0 0 |
B g M2 o 1o
G648 =[1 Gl BAB= |0 =
2
0 M
12

Fo (ﬁ)zm{&ﬁzﬂg +L (ﬂ’ﬂg)t:os(,ﬁ ﬂ’):|k1 [M

. R
Ta (AB)=M{¢E£2+ﬁ%+%(¢r+ﬁ}cos@8—a}}gn

F, (systeme) = &, (O + 7, (AB) = M{ 4; {

M

1. _ _ .3
T(0A) = 5 aoda, (O4)= — &

+,8+

T(AB) =M V2 +G(AB) c(AB)

)

&) | =

=AM

a;2+ﬁ

2;2

2, . 7,
T{AB) = %M{%ﬁz +£2d2+32&ﬁcos(ﬁ—&)J+Mé—4ﬁ2

&

I(AB) = %MEE[?+&2+&;§COS(;‘3—&)]

T(systeme)=T(QA)+T(AB) = —M ]

[52 47

28

+£Eﬁ|::os(ﬁ jJ

i
! Biin( -a)
1t Beos(-a)
0

0

0
2 g2

)

ra —(ﬁHﬁ]EOS(ﬁ )

(&+ B)cos(8- a})} .
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Exercice 3

0 0] i 0 0 .
Fa=|0 M= 0 0= 0 :M_fg,i:}'
12 . M2 12
MEE & i
o 0 == 12
12
I—smé’ x+|sm6
X 2
0G=00"+0'G=|0| + %cosé’ =| —cosd
0 0 0
j +
x—l—Eé'u:osE'
- . _ 2
Fe=299" - | _Léune MOGAF,= |:M(x5'sm5'+xcos-5')+—£5'j|k
dt (g, 2 2 4
0
. 5 AP P
&, (o A):MG‘G&VG+55:—M E(x§s1n$+xcos$]+ . gk
]. 2 ]. ; ~ ]_ 3 jjéz .+
T(Dlﬂ:I:EMVG-FEm(ﬂB} aF =EM x +T+J1X5|COSE
Exercice 4
Va i _r
&
2h & X
G
Z2a
La plaque tourne autour de sa diagonale de veaneuitaire U
b a - -
a plaqué = ali = a(i cosa + j sina) =i )= (al +bj)
N +b2 \/a 2 aZ+p?
b> 0 0 a
w _ Mabw

) M )
og (plaque) = [3g],,@(plaque) = 0 a2 0 -
e 3 0 0 a2 + b2 \/az + b2 0 3\/32 + b2 0

a’b®

1
T(plaqug =~ a(plaqug g laqug =M
(plaqug 2(4)([3 que g (plaqug a)zw
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TD N°6
CINETIQUE
THEOREMES GENERAUX

Exercice 1
Une barre AB homogene de masse M, de longuewsdegiians frottement dans un cerceau.

Trouver la relatior & = /(&) & partir du théoréme du moment cinétique. (on esaH)

Exercice 2
Soit le roulement sans glissement d’'un disque nmdeamasse M, de rayon r sur un anneau fixe de
rayon R.

- Trouver la relation entrid st ¥ ( & est la vitesse angulaire du disque)

- Trouver la relatior € = 7€) & partir du théoréme du moment cinétique

- Calculer T et N les composantes de la réaction de contact en .
- Montrer qu’a partir d'une certaine valeug, de &, le disque quitte I'anneau.

On prend :6(0) = g, et &N =0

%1
Yo

y 1
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Exercice 3
Un disque mince (masse M, rayon r) roule sansfliad’intérieur d’'un anneau fixe de rayon R.

Calculer a partir du théoreme de I'énergie cinétqla période des petites oscillations du disque
sachant que les frottements de roulement sontgeajies.

Xo

Exercice 4

Deux tiges CA et CB de masse m et 2m, de longwt@ (respectivement) sont solidaires et
perpendiculaires entre elles. Elles sont assujefpiar des liaisons parfaites a tourner dans un plan
vertical autour du point fixe C. En A, est fixéressort de raideur k, la position de son extréraité
est choisie de fagon que CA soit horizontale loesgusystéme est en équilibre.

- Calculer la période des oscillations de faible@itude au voisinage de la position d’équilibre.

Exercice 5
Les extrémités A et B d'une barre homogéne de mdssede longueur 2| glissent sans frottement,

A sur un axe vertical, B sur un axe horizontal. f@pére la position de la barre par I'angle
a gqu’'elle fait avec I'axe I'horizontal. On prend a@= a(0) = g¢ et alli=0.

- Ecrire I'équation du mouveme& = e a partir du théoréme de I'énergie cinétique.
- Calculer les reactiong, et Rg

- Montrer qu’a partir d’'une certaine valeuy; de a, le point A quitte I'axe vertical.
v
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SOLUTION DU TD N°6

Exercice 1

o repére O xo yo zo

RA: repére O x1 1 21 -
ro=77 : R4 ya
A Rt
Hi.
P _‘_ - E
F
Le théoréme du moment cinétique appliqué au pisiatof donne :
-~ _ddo
= 1
XMo ot 1)
—a —Mecos 8
T M, = OANF A+ OB nfp+0H nP=0H rnP=|0 |n| Mgsin& |=—aghfsin & kg
0 0
2
L 0 )
12 2 .
8o = [fo)yBrarmre=| 0 M 0 o|=m 442 |0k
Ja 1plel barre jg + 12
0 0 MM\
12
. 32 +a
Péguation (1) donne: Lyt le+ ag sin 8= 0
12

Pour intégrer cette équation, on multiplie pa# :

2 e+
(%+a2}9d5 +ag sin 848=1

+

1o =28 g0_ s
d

2 2
Soit aprés integration {i—z + QEJ % —agcos 8= Ce (3
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Exercice 2

%1

A
¥o ¥
Fo repére O x0 yo Zo B
Roirepére Gl yl 21 r 7 OAc
zoifzl —
r
|
R r
\lﬂ
]
0

6 est I'angle de rotation du disqaeitour de I'axe 0z, =6 K

@ est I'angle de rotation du disque autour de I'dzxe
La vitesse totale du disque est égalegbjo = (6 + ¢)k

Roulement sans glissemenj; =0

di1

= =({R+r é'_"
7 ( :'Jl

OC = (R+7{1= Fr=(R+7)

Fim Pt g ACT=0= (R4r)7, @+ HEnCrii)= (Ro-ris, -0

RO-—rep=0
Le théoréme du moment cinétique appliqué en Crieelestmasse) donne :
- _ddc
ZMC dt
SNie=Ci OT ==, 0(T 1) =T (7, 07,) = ~rTk
M 2 D M 2 M R
+ = i * * by
G=Tel =0 1 0f0 |=Z(+@ =20 +R)E car ¢=—4
F 4 ., 2 2 r
00 zla+e

Daprés Péquation (2) on obtignt : T= — % ir+ X ':5;

Appliguons maintenant le théoreme du centre de enass
N+T+P=M j.

~ E'.!? — ﬁf + - . - ij e e
yc:%= E{[Rw]aﬂ) =(R+r}5‘jl+(R+r)5?;=[ﬂ+r]5jl— (R+7)6%7

En projetant I'éq (4) sur le repére Rc, on obtient
{ F—Mgcos 8= M{A+75

N-Mgsin 8=-M(R+rig*
En remplacant T par (3) on obtient :
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. 2
F+— 8 _os8=0 (5)
Ar+ R
G104+ 28 cocaipm0= o8 cocme—omP i 2 ga_ci
e+ R Ar+ R 2 3r+Ri
En utifisant les conditions initiales | 8(0) = gy, é([ﬁl) =01, on obilent 3 F st G = Cte
1+ |
.
g 2g . .
-+ st &—sin gpi=10
2 3r+R) - &
Calcul des réactions
D’apres les éq (3) et (6) T= % Mg cosé (8)
D'aprés les éq (5) et (7) N = % Mg(7siné - 4singy) (9)
Le disque quitte I'anneau quand N=0, d'ou  siné =;sin90 (10)
Exercice 3
& ast l'angle de rotation du disque autour de laxe oz $n= ak ///# .H\\\
! \'\\
@ st langle de rotation du disque autour de l'axe Iz I'f H“.I
La vitesse totale du disque est égale d * Fyp= 8+ P \ ° Jl o g
l.'"" 5,” B ,-;"I"'J vl

D’aprés le théoreme de I'énergie cinétique :

S =rlzF) 1)

P(Z If)= PVc+RV, = PV cary, =0 (roulement sans glissement)
| est le point de contact appartenant au disqHeest force de réaction en |I.

d1_(r-r8j

D@:(H—r}ﬂ:}ﬁc:@?—r)g

P F)= 5 o= Mg(R-r)8cos(3.]) = Ma(R— )& cos[-&? +g] — —Mz(R-r)&sin &

Fr=Fetdun ACT = (R-rBJ,+(8+ W Arfy = (RE+r@) = 0

Fr=0 = RE+r=0
L'énergie cinétique du disque est égale a :

12l ,
T=oMvecH EGJZ/O[J c]xlylzla)z/o

Le disque est en mouvement plan, d’'ou :
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1 1 M v 1M s L9 3 .
T:EMVEC+EJ¢EJ%;D:E'R—J"292+E 2”" '5+¢92:£M'R—r'252

(car@= —Eé‘)
r
Liéquation (1) donne: EM (R—r 288 = Mgl R —rsin Z)

n  2g
T g4+
s0i R-1)

sin &=10

Faour des petites ascillations {9 frés petite), ona sm8 =8

. 2g
G+ a8=0 avec @ =
@ 3(R—r)
La période des petites ascillation est égale a :
a7 29T AR -
Période = — = ——== 147 (R=r)

AR—r)

Remarque: La seule force qui travaille est celle de laget®ur (poids), on peut donc appliquer la
loi de conservation de I'énergie total€.+ E,est constante.

L'énergie potentielles , = -Mg(R-r) cosf

T+a, =§M'R—r nzéz—Mg(R—r)cos.E?:Camstanze

dIT+E ! o+ *
— P .y ﬂEM'R—r'ZE'E%Mg(R—rjEME': 0
dt 2
St - Br—28 ng=o
IR—r)
Exercice 4

Ro: repére Cxyz

R1: repere Cxlyl1z1
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Diaprés le théoréme du moment cindtigue appliqué en ¢ (¢ fixg)

~ :dﬁ'.; (1)
Y "
(1 0 00 (0 0 0Y0
@:5{@&%5{03}:% 00 ofo +2m% 01 0|0|=3n728k (2)
0 0 1)8)g 00 1) o

> Mc=-"Tlcosfd-p,lsingd+ P1|§ cosé = -k |2sin@ cosf - 2mglsin 6 + mg|§ cosé

Pour des oscillations de faible amplitude on preashd =8 cosf =1
£ Mo =-6(KI + 2mg) + mg_ ©)

D’aprés I'éq (1) on obtient :
- A+ 2mg |
Gylitome . g )
£ 6

21T 3ml

- =27 |— 5
[(l +2mg) (kI +2mg) ©
3ml

Remarque: Les seules forces qui travaillent sont le patiselle engendrée par le ressort, on peut
donc appliquer la loi de conservation de I'énerdi®nergie totaleT + E, est constante.

Le systeme (2 tiges) est rotation autour de I'axe €z, L’énergie cinétique est égal a:

D’ou Période=

1 1. 72 ey oz .,
T = 5 Jcmz = _,5;3 RPN B PP Emgzgz F et e moment d ineriie autour de C=.

L'énergie potentielleg , = %k (I'sin 8)? - mg IEsin 6 - 2mgl cos @

T+Ep = %mgz 5+I2+%ﬁ:{f sity Ejg—mg%sin 8—dmgicos 8

T+ 5, Y ;. .
T=3m£ G0+ 8sn 5cos§—mg§5c055+2mg35'sm5
i
Faur des aecillations de faihle amplituds an prend sm 8 =8 rcosf=1
di\T+g,! . o ]
T G 3P A+ kPt 2mg ] lg—mg—J
cli 2
AT+ E,) e i
BT By i+ Zimg 5=£
el Send &f
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Exercice 5

y & :i

Fo: repére Oxyz /
R repere Gx'y's' = !

—— =pA FI
ik (1)
fcosa —lasina — i coso — iasin o
OF =|lsina V= Incosa Vo= —l4%sina+ M cosa
0 0 n
*Ro Ro Ro

Le solide ext en mowverment plan, son énergie cindtique vaut !

1 1
T=—Jga*+—MJ2
gV de TR

L M2E M2
GGk JemT T3

T=LlMia 1M3Q2 M

PR Fi=pva+tRavatypRy=Pvg=-Malacosa
En absence du frotiement, les réactions sont normales au pian de déplacement.
Dol Fava=vpRy=0

Diaprés le théorame de énergie cindfique :
E:P'EF' = +t:},+3—g|:-::-s¢:|:=[:]
et 4

+

Ag
Aprés intégration : — + 2% sin @= Cte
2 & )
Remarque: La seule force qui travaille est celle de lageteur (poids), on peut donc appliquer la
loi de conservation de I'energie. L'énergie totdle- E,est constante.
L'énergie potentielleg , = Mgl sina

+
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Conditions initiales {f @(0) = gy @(0) =0), on obtient :

ég Az .
= 4+ =i @—sin =1
BT ao)

Feactions : (on applique le théaréme du centre de masse)

- . Ra=My =M\-1i%cosa—lasnal
FrRatEp=M7g { !

Rp=Mg+M ¥y = Mg+ M—-i4%sina+iicosal

o CT- 2 .
sachant gue @ :—i—fcosa ef & = —2—‘?(5111 a— s )

3 3 3
Ra=7Mg cosfl{asin @~ sin &u] Rp = Mg +- Mgsin alsin a-2sin ap!

Le point A quitie la verficale quand Fy=0 :soit

Sl = —sin
3 0

38



TD N° 7
PRINCIPE DU TRAVAIL VRTUEL

Exercice 1

On considére le systéme (S), on exerce en B eeBouce F selon I'axe horizontal, en C est

appliqué le poids® du & la masse m. Les barres sont de masse néglégeat toutes les liaisons
sont parfaites.
Trouver la relation entre F et P lorsque le syst@seen équilibre sachant qék ¢, et AE sont

constantes (E point fixe).

¥
'y

Exercice 2

OA, AB et BC barres homogenes identiques (m, dbjlesodans un plan vertical et parfaitement
articulées entre elles. O est un point fixe. Lenp@ est astreint a rester sur I'axe ox, il n’y aspde

frottements en O et C. En B, est appliquée uneforc
Trouver la position d’équilibre du systeme.
0

¥
k-
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SOLUTION DU TD N°7

Exercice 1

A E
Le systéme est en équilibre, donc d’'apres le gomdu travail virtuel, on a :

XFiai=0
Puisque les liaisons sont parfaites, les seulesefoqui travaillent sonE et p :
F&g-Fdp+Pdc=Fde~Fdp-mgdyc=0

xg = | cosf Xxg = —1sin6o6
xp =lcosfd+2cosp dou < xp=-1sindd@ -2l singdp
Yo =Isingd+1sing dy =1costol +| cosgdy

— Fl sindd6 + F (1 sin8 + 21 singp) — mg(l cosfdb +1 cospp) = 0
(2FI sing— mglcosp)dp— mglcosddb = 0

Fago:@(cf’s%w cosd 59}
2 \ sing sing

@ et ¢ ne sont pas indépendants.
En effet : AE = 2| cosf + 2l cosg = Cte d’ou JAE = -2l (sin8d8 + singdg) =0

o9 =-20¢

0540, en injectant cette expression dans la relatiomed®rce, on obtient :
sin

mg( 1 1
Fop=—2| — -~
i 2 (tgqo tg@j&o
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Exercice 2

Le systeme est en équilibre, donc d’apres le gomdu travail virtuel, on a :

>Fia;i=0
Les seules forces qui travaillent sont les poidslohares appliqués en leurs centres de gravitéy et
forceF .

PLIOG T P0G, T P3d0Gs + F OB =PYgt PIgt PIg3+Fxe=0 (1)
Yo =1sing
Yoo = 2 sing; —1sing,
Yoz =2 sing;— 2 sing, -1 sing;
xg = 2l cosg, + 2| cosg,

Yo = 2(sing,—sing,—sing3) =0 d'ol singz=sing,-sing, = yg3=1sing;—1sing,
I =1€0s6,66,
&g = 2 cosg 06, — | 058, 56,
g3 = cosg, 06, — | cosh, 06,
oxg =~2(SiNG106,+5siNG,06,)

En injectant ces expressions dans I'équation ()platient :

4pl cosg; 06, — 2pl cosa, o9, — 2FI(sing;0 @, +sing,d g,) =0
(2pcosg, - F singy) 06, - (pcosg, + Fsing,) 58, =0 0561, 962

g, =219
2pcosg, — F sing; =0 B
Dot { 20 Sé?1+Fs'rll > 0 = I:m
i = -
pcosg, 62 t98,= : g
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TD N°8
EQUATIONS DE LAGRANGE

Exercice 1
Dans un plan vertical oxy, on considere un pendgiutgle (I,m) dont le point de suspension A se

déplace a vitesse angulaire constantesur un cercle de rayonr.
Calculer le lagrangien du systéme et en déduirguaion du mouvement.

L J
b3

m

Exercice 2

En Gy et Gz sont disposées deux masse ponctuelles My et my .
La masse des barres est négligeable et les liaisons sont parfaites.

Etablir le lagrangien du systéme
Endéduire les équations du mowvement dans le cas des faibles oscillations

O
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Exercice 3

= X

]

i
Une bille A, assimilée a un point matériel de mass@eut se déplacer liborement sans frottement
sur un cerceau (C) (masse m, rayon a et centra&ega une liaison bilatérale parfaite. Le
cerceau est astreint a se déplacer dans un platicegfixe en roulant sans glisser sur I'axe OX,
@ = (0x,CA), @ est I'angle de rotation propre du cerceau.

-Ecrire les équations du mouvement a partir desaéqos de Lagrange.
- Calculer la période des petites oscillations.

Exercice 4
Yo

Yo
/ 3
M

2

Y, 1

e
0 0O, &

M=%
TN ¢

N
Fi = 0

[

- on applique & la manivelle (1) un torseur FTI_J H { % ©0) = C +
1(0) =% 29

- e
Fz = Fz Xo
- on applique & la coulisse (2) un torseur ['Tg:] : -
' Mz(02) = 0

on demande de trouver l'équation du mouvement sachant que les liaisons sont
parfaites.

Exercice 5

Les raideurs des ressorts s@ptk,, k3. Les liaisons sont dissipatives (non- parfaitegs
coefficients d’amortissement sepih,, bs.
Trouver les équations de mouvement.
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You

X,
X
‘ (o C
. X - -
K '_L K 2 D K
] 1A B 2 C 3 !
D1-’\AN\A)|\/-‘ ", -’V\N\/\/J'JW‘- m, [PVWWWAN+
- 'S
1 by S bs S2 bs
) ~Xo
L

Exercice 6

<

Toutes les liaisons sont parfaites. La raideur dssort est k et sa longueur a vide gstLa masse

de (3) est m. Le mouvement@gest tel queyd, = %ytz\?o.

1- Calculer les énergies cinétique et potentiellesgisteme.
2- Etablir les équations du mouvement en utilidasttquations de Lagrange.
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SOLUTION Du TD N°8

Exercice 1
TN
La masse m a pour coardonndes / \
| - y.
x=rcosqf +icosd |, I|
\
y=reangt +lsin & \ I }
“~ ari A/
S vitesse est égale d - —
. . — {
x=—rosin @ —{Hsin & . &
_;ff=r'm cos @t +icos d \\R m
¥

san eénergie cinetique est agale &

1

T= %mﬁ = —m';}2+}32': %'m2r2+32é2+2£mr5+'(cos @ cos 8+ sin gt sin 8

2
T= %nmﬁﬂﬂﬁéhﬂwémsm— 8|

san energie patentiells est
U =—mgr=—mgrcosaf +/cosd)

On en déduit le lngrangien »
L=T-U= g.mzrz +32é2+23mrécos(mi —Fil+mglrcosat +icos 8

g—L = m';2é+£mrcos(mﬁ— &l

[

49L_ w28 - Ir @(@w— & sin( @t — 5)|

T

di 98
AL m . . . .
2larBem @ — &)1 —mglsin 8 = mlrafsm @ — &) —mglsm &

L Bquation du mowvement donnde par Lagrange est :

d 8L AL 28 . . .
— ——— =mlped-lram— Fanl @ — |- milrofanl o — & +mgiam & =
25 28 ; (@ — &)sinf &) (. &) +mg 0
Sait P28—lr gfsin e — &+ glsin =10
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Exercice 2

La masse m1 a pour coordonnArRs:

Al ZEIE?SE et sa vitesse x1 - —31:5'5111 g
y=}sn & ¥ =1h8cosd

Son énergie cingtique; 71 = % & ;v‘ = ﬂfij‘

2

mon energie potentielle:

i=—mgx=—mglcosd

La masse m2 a pour coordonnees:

2y =—118sin 8-y psin @

xy=Jcos 8+ )ycos g
¥ :315'+|:055+_.:‘2.;5'|::05.;2§'

_ _ et sa vitesse
yy=lsm & +/gsin @

Son énergie cingtique: T2 = Ez x4 +}f ;fij‘éz +%f%&§2 +mgf1fg5+"§5'305':5— &)

Son énergie potentielle: &72=—magx3= —myglfjcos +jjcos @

Four le gusime {les 2 masses) an a »

m) o . .
T=N+ = — o e f%¢2+mzhfz§¢ms{5—¢)

U=0+T7y= —(ml+mg]lg£1c055‘—mggjgcos.;é

Le Lagrangien du gystéme est @

:I + * 3
( .“?22 25'2+F'?22 @2+m2f1£25‘¢€05(5—{Eﬁ':l+|:m1+m2:|gfl EOSH-FMEEEEEOS@

FPour les faibles G.S‘CIH(IHOPES f -5' ef & sont irés petifes) :

L=T-U=

Cos g l—g gf cos(8—gimsl- Ig;¢52

En negligeant les termes dordre 4, on obtient :

L= —(mlgmﬂfi?é2+ %f%;ﬁ% mahi2 8- fmﬁ?ﬂz)%h% —M2gfzg+(M1+M2}Sh+mgfz
Les dquations du mouvement

d 8L dL 3 N

d: 98 38 Soit Uy T O trnlad+ ey t o gd =10

i%_%: fg&+31§+g¢=ﬂ

dr dg ¢
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Exercice 3

hr.il.

Pour la bille A on a : (on pose X=0I) :
{x=}f+asin¢9 _ {%:}‘:’+a¢3cos¢9
Y=ag—dacos@ ¥ =a@sn @
Son dnergie cindtigue est Ty = %m'xz +j2 I= %m'}f’z + g2 492 + 2@%@5&:}5 &)
Son énergie potentielle Y o = -mgecosg
Lo verceau e5i en mouvement pf.:;t?z F T = %m}’%+l jcéz = lm }E’z + lmaj 5‘.2

Sown énergie potentifle est constante, on peut la prendre nulle : [7n=0
Faur le gvstéme (billetoerceai), an a :

T=Tc+T4= %m'i2+c32¢52+ 2aX pros ¢9'+%mﬁ+%ma2é2
=TI+ ~=—mgacos &
Le Lagrangien du svstéme ect »
L=T-U= %m'f2+a2é}2+2m%¢;cos w'+%m£2+%ma2é2+mgacosm
Le roulement étant sans glissement, d'ot ;=10
1= 7 ot Graroaqu ™ CF = K1 + 8 n(~a) = (X +adF =0
Dia X = —ad , Eninjectant cette relation dans le Lagrangien, on obtient !

L= %mﬂ3|3é2+¢52— Eévécos.:;?%mgacos:;?

Les dquations du mouverment 8 écrivent

d 8L AL _

dt 9 A8 38 — Bros @+ ¢ sin @=0

:} 4 + - R

i%_ﬁzg ap—adcos +adpdsin @+ gsin g= 0

di 3¢ e
Faur les petites oscillations, an prend sin = @ ef cosgp= 1—%
W-H=10

En néghigeant le tarmes dordre 3, on obfient » ¢ ..«
ap—af+gp=10
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La premiére équation du systéme donne 8 = @f 3, en remplacant dans la seconde

2 e "
—a@+ge=0ou ¢?+m2¢:'=[] Ve m2:3_g
3 b Do
FPeriode = 2— =2 2a
@ 35
Exercice 4
Yﬂ
IYD ° /X~|
Y, 1 M
T
2 X;
B [« 3
O 0, =——— Xo

a) Equation de liaison
Pour repérer le mouvement on emploie les paramétres x et@ . Mais

ils sont 1iés par la relation :

ils ne sont pas indépendants ,

. cos(8 - a) _ 0 (1)

% =
coOs o

Elle est de type holonome.

b) Equation du mouvement en se ramenant & un paramétre

o) énergie cinétique
T° = T; + T,

T = %Ilé2+%ﬂic2

I, désignant le moment d'inertie de (S;) par rapport i G_:Eg et
M la masse de (Ss).

D'aprés (1) i=-r%ﬁ

o o 1 2 8in(0 - a)? 2
T 2E1+Hr —osa COBN ) E

BY travail virtuel
Les liaisons &tant parfaites et la transformation compatible,
fe travail virtue! des seules actions données

agw = M, 59 + F,gx

5% = sin(8 - a) 59 dans une transformation compatible
cos a
W= E.Il - F2 M] g6 de la forme Jgw= Qg6
cos o
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équation_de_ LAGRANGE

I1 ¥ a un paramétre indépendant : 6

d aT dT

T 8 - Y

%Té- =. [I1 + Hjﬁ—u sinz[ﬂ - u)j [

g—t% = ]:I1+ M EF:?E sinita-a}]'é +2 Ha{.ég sin(8-a) cos(8-a) §°
%% = H«EEE;; gin(B-a) cos(f-a) éz

d'olli 1'équation

r? . - r . _ =2 _ sin(g=-a)
E_r]_ * Mm gin“(g=a) |8 + Mm' sin(f-o)cos(B-u)d = My Fs W

c) Equation de LAGRANGE en conservant deux paramétres et en premant une

transformation virtuelle compatible

Les vitesses compatibles sont définies par

Cf"x + T Mcﬁ'ﬁ = 0
cosg
le travail virtuel aw = MJdé + F,gx
L'énergie cinétique est T° = % ]:Iléz + M :'ch
On peut donc &crire les équations de LAGRANGE en employant la méthode des
multiplicateurs
d_ 3T -ﬂ-ﬂl+lrsmm-“}
dt 36 ag COSO
431 _ 3T _
T a2 t?
o A sin(6=-o)
{ I; % M 4 Ar —— = (1
M% = Fa + A (2)

De l'é&quation de liaison, mous tirons

. sin(fé - o) ;
X == CO8 o ®
o sLn(ﬂ—a}-é cos{f-a}) 2
x = ~———=8 -y ———
cosa cos
- _ sin(8-a) = _ cos(f-a) 12
d'oi de (2) A = Mr — d Mr BT 2|

En portant en (1)

- sin{f-a).cosa éz
cos<n

.- 2 .-
I]_ﬂ = Hl - M E';:z‘a— Eiﬂzcﬂ'ﬂ} g - Mr
sin{f-a)

- F
2 T cosa

soit
sin(&=-a)

2 )
r PP T s eal a2 - w._p. Sin(8-a)
[?1 + H‘EEEIE sin“ (8 ni}ﬁ - M.EEE?a-sln{B alecos{B-u)d M;-F, ~osa

C'est bien 1'&quation dé&ji trouvée.
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Exercice 5

’fm — ——» T]z T_;El—l'» —FTED
S1 s2

Al ———» —hﬁlg le—h —han

Considérons le systeme (les deux masses + 3 ressswh €nergie cinétique est :
T=%m1i1‘j‘+%mg .;E%

Les liaisons étant non parfaites, les équationkalgrange s’écrivent :

d 8T 8T _

ot 3}31 an =l

d 8T 8T _

dt &y o
Q, est la force totale appliquée sur SQ; =T1p+T12+ F10+ F12
T10 : est la force engendrée par le ressort 1, elletva

T10=—kurd =—kyx ot r? est le déplacement de S1 par rapport a So.
T1o : est la force engendrée par le ressort 2, elletva

T12=—kor?=-ka(x1—x2) r? estle déplacement de S1 par rapport a S2
Fio€tF1» sont des forces d’amortissement :

Flp= —,_!;.lv? ==& R vln est ia vitesse de S par rappart a So

Fla=—bn vlg =—in (f{l - x2) 1)12 ast la vitesse relative de S1 par rapport ¢ 52
Gi=—hn—kalx—xp—dxn—bah— i) =—Uh kol m— (b +ha) iy Hham thako

{5 est la force totale appliquée sur 520 = Ty+ Ty + Fp+Fy

Ton =—k3xz Fon=—b3xa

T21=—Tiz =kalx— x2) Fu=—Fu=biln—x)

Oy =—lkaxythkalm— xp) —byxa+ea(f — i) = —Un+ k) xa— (3t e Hham tio i

Le systeme (1) s’écrit :

{m1ﬁ=—(h tidm— It ntiomntian
maxa= (ot m—(bath) fatiox thax
Ou sous forme matricielle :

[ml U}{;ﬁ% Bitby  —io {“}+ kit~ {n}_{o}

Remarque :

Si les liaisons étaient parfaites (pas d’amortissetj) les équations de Lagrange s’écrivent :
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d 3l 8L _

— = 0
di B Om
dar_a_g
dt fxa Axa

U étant I'énergie potentielle des ressorts :
U =2Zkid+ok e
Skt 2(x2—x1) 5 KX

[ 1 2 1
L=T-U= Emlx%'i'amgxg——km%—Ekz(xg—xﬂ _55531’%

2
Puisque les liaisons ne sont pas parfaites, ondimiic ajouter les forces de liaisons :
d aL Bl
Eaxfl—a— Fio+F12
g 8L AL
Eax,—z_ gz =FatFa

Aprés avoir remplacé et dérivé, on obtient les ngéggiations :

{mjﬁﬂh ‘i) a—kax=—(B+d2) atdaxo
maxyt kst —kam =—(ha+badm +Eam

Exercice 6

Lgnergie cindtigues du systéme (masse de (3) + ressort) ect »
1 1 . .

T= Emv% = 5.’?‘3'}:% +‘J;2P |

L énergie patentielle du systeme est :

_1 2
0= Ek(r—ra) +img yy,

xp =rcosd ;}p:;'cosﬂ—ré'sinﬂ
L

: 1 . . :
Yy =7sin 5+§y;2 Yy =TS0 F+r8cos8+iy

T:%mglh2§+¢%2+mﬁﬂna+myémmw

1 1
7= Ek (r—ra)z + mg[r sin 8+ 3 ;Vr.z]

Laz Baisons sont parfaites, lss équations de Lagrange & écrivent

ciBL_BL_

Eg E_ F+zyécosé'+(y—g]sﬁ1E—E(r‘—rojzEI

4oL L _ IR o _
P IEY: re8+2r8+twoos8—twfan S+ rcosBly—gi=10
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