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1. Généralités
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Schématiquement

Efforts extérieurs
f(M), fs(M) 

Déformations
εij

Déplacements
ui

Equations 
d’équilibre

Lois de 
Comportement

Equations de 
Compatibilité
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2. Récapitulatif des principales équations de la 
théorie de l’élasticité.

(5.1)

(5.2)
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2. Récapitulatif des principales équations de la théorie de l’élasticité.

Les équations (5.1) doivent être satisfaites dans tous les points à 
travers tout le volume du corps. Les contraintes, à l’intérieur du corps 
varient tandis qu’à la surface elles doivent être en équilibre avec les 
forces extérieures se trouvant sur la surface du corps vérifiant ainsi les 
équations (5.2).
b) Equations de l’étude Géométrique
v Equations de Cauchy (Extensions et Distorsions)

(5.3)
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2. Récapitulatif des principales équations de la théorie de l’élasticité.

v Equations de compatibilité ou St Venant 

(5.4)
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2. Récapitulatif des principales équations de la théorie de l’élasticité.
c) Equations de l’étude Physique
v Equations de Hooke

(5.5)
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2. Récapitulatif des principales équations de la théorie de l’élasticité.

(5.6)

v Equations de Lamé
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2. Récapitulatif des principales équations de la théorie de l’élasticité.

(5.7)

(5.8)
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3. Résolution des équations de l’élasticité en 
déplacements (Solution de Lamé).

Le but exprimer 
l’équilibre en 
déplacements

Equilibre 
(Contraintes)

Hooke 
(Cont/défor)

Compatibilité 
(Défor/Déplac)

03 équations

06 équations

06 équations

On obtient 03 équations en déplacements
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3. Résolution des équations de l’élasticité en déplacements (Solution 
de Lamé).

Le but de la solution de Lamé (résolution en déplacements) est 
d’exprimer les équations différentielles d’équilibre en fonction des 
déplacements u, v et w.
Pour cela: en utilisant les équations de Lamé (5.6) en les remplaçant 
dans les équations d’équilibre (5.1), on aura:

Après des opérations mathématiques intermédiaires, on obtient les 
équations finales de Lamé.
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3. Résolution des équations de l’élasticité en déplacements (Solution 
de Lamé).
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3. Résolution des équations de l’élasticité en déplacements (Solution 
de Lamé).
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3. Résolution des équations de l’élasticité en déplacements (Solution 
de Lamé).

(5.9)
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3. Résolution des équations de l’élasticité en déplacements (Solution 
de Lamé).

(5.10)
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4. Résolution des équations de l’élasticité en 
Contraintes (Solution de Beltrami-Michel).

Le but exprimer 
la combinaison 
des équations  
en contraintes

Compatibilité 
(Défor/Déplac)

Hooke 
(Cont/défor)

Equilibre 
(Contraintes)

06 équations

06 équations

03 équations

On obtient 06 équations en Contraintes
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4. Résolution des équations de l’élasticité en Contraintes (Solution de 
Beltrami-Michel).

(5.11)

Le but de la solution de Beltrami Michel (résolution en contraintes) est 
d’exprimer les 15 équations de l’élasticité en contrainte uniquement. 

Pour commencer on dérive les équations (5.9) 
respectivement par rapport à x, y et z et on 
suppose que les forces de volume sont 
constantes

Soit:

% y

% x

% z

0

0

0
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4. Résolution des équations de l’élasticité en Contraintes (Solution de 
Beltrami-Michel).

En additionnant les équations (5.11) membre 
à membre on aura:

Soit:

Ou bien

Lorsque les forces de volume sont constantes, le Laplacien de la 
déformation volumique est nul.
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4. Résolution des équations de l’élasticité en Contraintes (Solution de 
Beltrami-Michel).

Il faut donc transformer les déformations des 
équations (5.11) en contraintes.
Pour cela on utilise les équations de lamé

En appliquant le Laplacien à ces équations on aura:

On a:

Or

D’où (5.12)
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4. Résolution des équations de l’élasticité en Contraintes (Solution de 
Beltrami-Michel).

Or d’après la loi de Hooke générale, on a:

Si je dérive cette équation 2 fois par rapport à x, y et z, on aura

Il faut maintenant remplacer (5.12) et (5.13) dans (5.11) 

(5.13)

et
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4. Résolution des équations de l’élasticité en Contraintes (Solution de 
Beltrami-Michel).

Il faut maintenant remplacer (5.12) et (5.13) 
dans (5.11). On aura : 

(5.13)

(5.12)

(5.11)

Exemple: 1ère équation

En réarrangeant les termes et en remplaçant 
les constantes de Lamé, on aura

On suit le même cheminement pour obtenir 
les autres équations de Beltrami-michel.
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4. Résolution des équations de l’élasticité en Contraintes (Solution de 
Beltrami-Michel).

On suit le même cheminement pour obtenir les autres équations de 
Beltrami-michel.

(5.14)
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Equations de Lamé et les équations de 
Beltrami Michel sous la notation 

indicielle
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C’est une méthode de résolution directe valable principalement pour les 
problèmes de type I. On résout le problème isostatique en termes de 
déplacements. Il est donc utile de faire appel à des équations ne faisant 
intervenir que les déplacements. 

Les équations de Lamé Clapeyron sont obtenues par exprimer les équations 
d’équilibre en déplacements, en faisant intervenir les équations de 
compatibilité et de Hooke.

On a:

5. Equations d’élasticité en déplacements. 
Equation de Lamé Clapeyron.
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(5.15)

avec

Avec

Or

i,j = 1, 2 et 3 Soit x, y et z

D’où en dérivant 
(5.15 (5.16)
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Or on a:

Equations d’élasticité en déplacements. Equation de Lamé Clapeyron. (Suite)

(5.17))

Or d’après les équations d’équilibre

Devient, en remplaçant dans (5.16)
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Pour i=&, 2 et 3 (c’est-à-dire x, y et z), on aura:

Equations d’élasticité en déplacements. Equation de Lamé Clapeyron. (Suite)

(5.18)

avec

Finalement, en forme invariant, on a les équations de Lamé Clapeyron

(5.19)
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La loi de Hooke en coordonnées cylindriques sera:

6. Equations d’élasticité en déplacements. 
Coordonnées Cylindriques.

(5.20)

et

avec (5.21)
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Les équations de Navier en coordonnées cylindriques seront:

Coordonnées Cylindriques.

(5.22)
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La loi de Hooke en coordonnées sphériques sera:

7. Equations d’élasticité en déplacements. 
Coordonnées Sphériques.

(5.23)

et

avec (5.24)
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Coordonnées Sphériques.

(5.25)

Les équations de Navier en coordonnées sphériques seront:
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C’est une méthode de résolution directe valable surtout pour les problèmes 
de type II. Il est indiqué de faire appel à des équations ne faisant intervenir 
que les composantes Tij du tenseur de contraintes.

Les équations de mouvement sont généralement insuffisantes. Une fois les 
contraintes connues, il faut que ça donne des déformations par le biais des 
équations de Hooke et que ces déformations puissent donner des 
déplacements par compatibilité.

Dans ce cas, il faut exprimer la combinaison des 03 types d’équations en 
contraintes.

8. Equations d’élasticité en contraintes. 
Equations de Beltrami-Michell.

(5.26)

Si les forces de volume sont constantes ou négligées, et qu’on est en état 
statique l’équation devient

0
1
1T ij,ij =q
n+

+Ñ (5.27)
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On a:

Equations d’élasticité en contraintes. (Suite)
Démonstration

(5.28)

En considérant, l’équation de compatibilité, on a:

ik,jljl,ikij,klkl,ij e+e=e+e

La 1ère s’écrira
12,1211,2222,11 .2 e=e+e

En remplaçant, on aura:

( )[ ] ( ) ( ) 12,1222,11,11,2222,11 T.12TT.1 n+=q+qn-+n+
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On dérive la 1ère % à x1, la 2ème % à x2 et la 3ème % à x3, on aura:

Equations d’élasticité en contraintes. (Suite)
Démonstration

(i)

En faisant (i) + (ii) - (iii)  on aura:

( ) [ ]
( )3,3v2,2v1,1v

33,3322,2211,113,302,201,1012,12

fff
TTTa.a.a.T.2

-+-

-+-r-r+r=

En remplaçant dans (6.27), on aura:

3,33,3v33,3323,2313,13

2,22,2v23,2322,2212,12

1,11,1v13,1312,1211,11

afTTT
afTTT
afTTT

r=+++

r=+++

r=+++
(ii)

(iii)

( )[ ] [ ]
( ) ( )3,3v2,2v1,1v3,302,201,10

33,3333,

fff)1(a.a.a.)1(
T1
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=q-qÑn-Ñ-q-qÑn+
(5.29)



© Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen

De façon similaire pour les 02 autres équations, on aura:

Equations d’élasticité en contraintes. (Suite)
Démonstration

En faisant la somme des 03 équations, on aura::

( ) ( )[ ]3,3v2,2v1,1v3,302,201,10 fffa.a.a.
1
1

++-r+r+r÷
ø
ö

ç
è
æ

n-
n+

=qÑ

En remplaçant dans (6.28) et (6.29) on aura:
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( ) ( )

( )[ ] [ ]
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(5.30)
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Merci. Fin du chapitre 5
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Elasticité Plane en Coordonnées 
Cartésiennes

Abdellatif MEGNOUNIF

Théorie de l’élasticité
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