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1 Introduction

Dans ce cours la question posée est "quand est ce qu’une solution faible u de
I’edp elliptique
Lu = f dans Q (1)

est réguliére (une solution calssique)?

Ce cours fait suite aux notions de régularité introduites a la fin du cours précé-
dant. Il aborde la question de régularité des solutions faibles d’e.d.p elliptiques
sous forme divergentielle. Les résultats présentés et démontrés sont de deux
types: ceux qui donnent la régularité des solutions faibles a 'intérieur du do-
maine {2 (Régularité intérieure) et ceux qui donnent la régularité de solutions
faibles sur la frontiere du domaine 02 (Régularité sur la frontiere).

2 Reégularité interieure

Soient 2 C RY un ouvert borné et u € Hg (Q) une solution faible de 1’edp (1),
ou L est Uopérateur elliptique sous forme divergentielle

N N

ot a(.) = (a;5 (.)) est une matrice symetrique uniformément elliptique c.a.d
Ja > 0; V€ € RY  pop.surQ, a(z)€.£ > a \§|2. (3)

Les hypothéses sur les coeficients a;j,b; (.), ¢ seront précisées dans les énoncés
des théorémes.

Theorem 1 ()(régularité H*intérieure) Si

ai; € Cl (Q), bi,CELOO (Q) (i,j: 1,...N); (4)
foe Q)
et u € H' () une solution faible de ledp (1). Alors,
we 2, (). (5)



et pour tout V.CC Q,on a lestimation suivante

Fll sy < € (1711 2y + el o)) (6)
la constante C dépendant seulement de V' Q) et des coeficients de L

Remark 2 :

(i) Noter que u € H' (Q), la condition au bord u = 0 sur OQ n'est pas considérée
necessairement.

(ii) Lorsque u € HE . (Q), on a

Lu= f p.p dans €.

c.a.d que u vérifie 'edp pour preque tout point de Q. En effet, exprimons le fait
que u soit solution faible de (1)

Vo € D(Q),Blu, @] = (f;»)

ol

B [u, ¢]

g_: / a;i axj i_vj/ 33:1 ple)de
- - Q
+ Q/ (2)da

puisque u € H?

e (), on peut integrer par parties et on obtient

Blu,¢] = (Lu; ¢)

par suite (Lu — f; ) =0 pour tout ¢ € D(Q), donc Lu = f p.p.sur Q.
(iii) Dans la démonstration du théoréme nous utiliserons l’acroissement Diu qui
est défini pour u : Q0 — R, localement integrable, par:

u(z + heg) —u(x)

Diu(e) : = : ; (7)
x € VcCCQ, et0<|h| <dist(V,00)
er = keéme vecteur de la base canonique de RY.
On notera,
D"u = (D}u,..., Diyu). (8)

On utilisera le résultat suivant (pour plus de détails voir Th3 paragraphe 5.8.2



de la référence([2]).
1) Siue WP (Q);1 < p < oo,alors pour tout ouvert V.CC

1" < Cstel|D"ul|, q

uHLP(V)

pour tout 0 < || < Ldist (V,09)
2) Siu e LP(Q);1 < p < o et il existe une constante C, tel que, pour tout
0 < |n| < 3dist (V,09)
h
D" ul| ) < €

alors
uwe W (Q), avec [|Dullppy < C

Proof. (Démonstration du théoréme)
1.Soit V' CC Q,considérons un ouvert W tel que

VccwccQ,
et soit £ € D (Q) telle que,
E=1sur V
&=0sur Q/W
0<¢<1
2. Puisque u est une solution faible de (1) on a

Yo € HY (Q),Bu,v] = (f;v).

Par conséquent,

al ou v -
> [y @) 5 @) 5= @dr= [ f(2)v(@)de (9)
bI=1g ’ ! Q
ou N
2: (10)
i=1 L
3. Maintenant, soit h assez petit (h # 0) ,on choisit & € {1,0...N} et on considére

v=—D;" (£D}u) (11)

ott Dl est définie par (7). En substituant (11) dans (9) on obtient 1’expression

A=B (12)
A al ou v
=Y [as @) g ) 5 (@)da (13)
z,j:lﬂ J



et

= /f(m) v(x)dx (14)
Q
4.Estimation de A,

En utilisant les propriétés suivantes de D,};

/UD,:}Lwdx = —/wDZvdx (15)
Q Q
et
D} (vw) = w, DM+ wDw (16)
avec v, () = wv(x+ heg)
A g’écrit:
A = — Z/”@ 8% ,;h (§2DZU))dx
)= 1Q
- Z/Dk(awa > o (D) dzx
1,7=1
N
ou 0 0
_ h h 2 1k
= Jz:l/ |:(a'u)h (Dkax) + (Diaij) 3 z] o, (& Dju)
BI=hQ

N
A= Y [ (Digt) phge € (17)

N
ou 35 ou ou
+ Z /[(aLJ) <Dhax)Dk 2£ + (Dka‘tj) ox; D/}flax °
7 J
Q

?

i,j=1
Ju 23
+ (Dhra; Diu2é—]dx
(Dias) g, i O

= A;+ As.

La condition de I'uniforme ellipticité entraine

Ay > a/§2 D} Du|” da (18)

De plus de (4) ,on obtient lexistence de C > 0,tel que

|A2|§C/ [€|DEDu| |Dpu| + €| DEDu| |Dul+ & |Dpu| |Dul] da



Par I'inégalité de Chauchy avec € :

b2
"ab < ea® + 475”; (a,b,e > 0),

on a,
C
|Aa| < 5/52 |D,’;Du|2dx + ;/ }D,f;u|2 + | Du)? da
Q w

On choisit € = Set on utilise I'inégalité

/|D,}§u|2dx < cste/ |Dul? da:
w ®

pour obtenir la majoration suivante

|Ag| < %/gQ }DZDu’Qdm—i— Cste/ |Dul|? dz (19)
Q ®

Maintenant (19), (18) et (17) entrainent,
o 2 h 2 2
A> 5/5 | D} Du| dm—C/|Du| dx (20)
Q ®

5.Estimation de B.
Utilisant (10), (11) et (14) ,on a

|B| < C/(\fl + [Duf + [ul) [v] dz (21)
Q

Et de la remarque(2) (iii)2), on obtient:

/|u\2da: < C/\D(52Dgu)|2dx
® ®

IN

c/ Dl + €2 | D) Dul do
w

IN

C/ \Dul? + 62| D} Dul” da
®
(21)et I'négalité de Cauchy avec ,impliquent :

C C
1B| < 5/52 | D} Dul” da + ;/f2+u2dx+ ;/\Du|2dx
® ® ®



et en choisissant € = %, on obtient,
IB| < %/52 | D} Dul” da + C’ste/f2 +uldz + g/ \Dul?dz  (22)
[ ® &
6. Maintenant en combinant (12) (20) et (22), on obtient pour k = 1,...N,
/ |D,Z‘Du|2dx < /52 |D2Du|2dm < C’ste/f2 + udr + |Du|2 dx
v ® ®

Et utilisant le (iii)2) de la remarque(2),on déduit que Du € H}_(Q),avec
Iestimation

gz ) < Cste (IFlaqy + Il ) - (23)

7. Maintenant on rafine l’estimation(23) en prenant en considération le fait que
si V. CCW CcC Q,alors le méme procédé montre que

lullzzvy < € (1w + Il omy) - (24)

ou C est une constante dépendant de V, W et des coeficients de L.
On choisit une nouvelle fonction ¢ vérifiant

E=1sur W
0<¢<1 ;
support (§) C

et en posant v = £2u dans (9) et effectuant les calculs, on obtient
/{2 |Du|2 de < Cste/f2 + uldz,
® ®

par suite,
el 2wy < Cste (111l + Nl oy ) - (25)
De (25) et (24) on arrive a(6) cad
sy < Cste (Il + il 2oy
|
Theorem 3 (Régularité interieure d’ordre superieur). Soient m € N*,

aijybi,c € C™TH(Q); (4,5 =1,..N) (26)
f e H™(Q) (27)

et u € H' () une solution faible de Uedp (1). Alors,
ue H"2(Q). (28)

loc



et pour tout V.CC Q,on a lestimation suivante

lell 2y < © (1 Lmeey + el o) (29)

la constante C' dépendant seulement de V', et des coeficients de L.

Proof. (Démonstration du théoréme)

On établit (28) et (29) en faisant un raisonnement par récurence sur m € N,

1. le cas o m = 0, a été établit par le théoréme précédant.

2. Hypothese de récurence: supposons que (28) et (29) sont vraies pour m € N*
sous les conditions (26) et (27) et montrons le résultat pour m + 1.

Soient alors

aij,bi,c € C™2(Q); (i,5=1,..N) (30)
foe H™N(Q) (31)

et u € H'(Q) une solution faible de I'edp (1). Alors, utilisant I'hypothese de
récurence on a

ue H™ 2 (Q). (32)

loc

et pour tout V' CC Q,on a I'estimation suivante

el 2+ vy < C (1 sz + 1l ) (33)

la constante C' dépendant seulement de V' 2 et des coeficients de L.
Fixons un ouvert W tel que

VccwccQ,

3.S0it B € NV telque
Bl =m+ 1,

et on choisit une fonction test ¥ € D (W) ,on insére
DRES (—1)|B| D%

dans I'équation B [u,v] = (f;v)12(q), et on effectue des integrations par parties
pour obtenir,

v

B, o] = (f;0) (34)
ou
i := DPu e H' (W) (35)
et
v N 0 ou
fo=D%r->[C > . <D5_5aijD56x_> (36)
§<p i,j=1 J J
0#8

N
_ ou _
+ZD5 5biD5%+Dﬁ Do)

=1 J



puisque (34) est vérifiée pour tout o € D (W), alors @ est solution faible de

Lu = f dans W.

De (30) — (33) et (36),on a f € L2 (W), avec

|4

vy < 05t (Il ss oy + el ) (37)

4. Par application du theoréme (1),% € H? (V) avec I'estimation

cste <Hf] poom ||a||L2(W))

C (U mracay + Il ey )

IN

it g2

IN

cette inégalité a lieu pour tout multi-indice 3 tel que |8| = m + 1, et & = DPu,
par conséquent u € H™ 2 (V) et

el saqry < € (1 lsmes o + 1l s )
u

Theorem 4
aij,bi,c € C*(Q); (i,7=1,..N)
fe 07
et w € H' () une solution faible de ledp (1). Alors,
u € C™(Q).

(Vue qu’aucune donnée sur u n’est considérée sur 0€),le théoréme est vrai si u
ne présente aucune singularité sur 0S), qui peut se propager o Uinterieur de €).)

Proof. (Démonstration du théoréme)Par le théoréme (3),u € H™ (Q) ,pour
tout m € N;alors par le théoréme d’injection de Sobolev , u € C* pour tout

keN m
3 Reégularité sur la frontiére
Theorem 5 (régularité H?sur la fronticre)

Si
aij €CH (Q); bj,ce L®(Q) (i,j=1,..N), (38)



fer* (@), (39)

u € H} () une solution faible du probléme auz limites suivant,

Lu=f dans Q
{ u=20 surdf) (40)
et
o0 est C? (41)
Alors,
u€ H* ().
Et on a lestimation,
el iz < € (Il 2oy + 12 ) (42)

la constante C' dépendant seulement de ) et des coeficients de L.
Remark 6 Siu € H} (Q) est l'unique solution de (40) alors l’estimation (42)
s’écrit
lull 2y < Cste (1] 2y

Theorem 7 Proof. 1. On considére le cas particulier ou Q est :

Q=B(0,1)NRY (43)
Soient V = B (0, %) N Rj\_f et & une fonction test vérifiant

E=1 surB(O,%)

£=0surRYV/B(0,1)
0<¢<1

Donc & = 1sur V, € est nulle prés de la frontiére de €.
2. Puisque u est une solution faible de (1) on a

Vv € Hy (Q),Bu,v] = (f;v).

Par conséquent,

al 0 ) .
> [os @ g @) @ o= [ @0 i (44)
hi=1g Q
ot
- Y ou
f=f—izzlbia7i—cu (45)

3. Maintenant pour h > 0 asez petit , on choisit k € {1,...N — 1} et on considére

v=—D;;" (¢ Dju)



ot, D est définie par (7).
De la définition (7),v s’écrit pour x € Q

v(@) = —Dg" (§*Diu) ()
= _hl D" (52 () [u(z + hey) — u(z)])
- ;21 (52 (x — heg) [u(x) —u(x — heg)] — & () [u(x+ hek) —u (x)])
En substituant v dans (44) on obtient l’expression
A=B (46)
A=Y fau @ 2y 2 0y (47)
=17 ﬁmi 833j
et

B= [ f(z)v(z)dx (48)
/

4.Nous allons opérer des estimations sur A et B, similaires o celles faites dans
la démonstration du théoréme (1), on obtient

Az %/52 | D} Dul” do C/ |Dul* da (49)
Q &

et,

C
|B| < %/Ez |D2Du‘2dx + C’ste/f2 + uldx + ;/ |Dul? da (50)
® ® ®
En combinant (46), (49) et (50) ,pour obtenir pour k € {1,...N — 1},

/52 |D,’$Du|2 dx < C’ste/f2 +u? + |Dul? da
% ®

ce qui entraine 88772 € HY(Q) pour k € {1,...N — 1}, avec l’estimation suivante

N
0%y
§C’8te( + ||u ) 51
pog e 17022y + s o G51)
kH<2N
9u

.Pour cela rappelant que Lu = f
L2(V)

p.p sur Q (voir remarque (2)1i)) et que L peut s’écrire sous la forme (non
divergentielle)

5.0n doit justifier(51)en estimant‘

2
ox?

N N

o2 .
Lu=-3"a;() axial;j +Z;bi<.> ou Tel)u=1 (52)

1,j=1

10



N

0ubi()=b;i() =D G, (i=1,..N).De la,

j=1
0%u o 0%u N ou
) o e b (. Yu— 53
0w 0 g == 30 000 g+ Y RO G eu=r (6
itj<2N

Maintenant par Uellipticité uniforme(3) en prenant & = ex = (0,....,0,1) on

obtient pour tout x € )
ann (z) > a>0 (54)

Et (38),(53) et (54) impliquent alors,

N

0%u 0%u

S| s ose| X wi0|geg| pal k1| o)
1,7=1
i+j<2N

utilisant (51) ,on obtient alors que u € H? (V) et

el =y < € (lull sy + 1 e ) (56)
par conséquent
lull 2 < Cste (lull oy + 112

6. Maintenant on passe au cas général pour Q, on choisit un point o € 050 et
sachant que 0 est C?,on peut supposer qu’il existe un certain r > 0, et une
fonction de classe C?,v : RN~1 — R tels que

QN B (xzg,r) ={z € B(xo,7);2n > 7 (T1,...., TN-1)}

Faisant un changement de variables en posant:

y=o(z)
{ r=V(y) (57)

7. On choisit s > 0 assez petit pour que ) = é(O,s) N {yn > 0} soit dans
d (Q NnB (.730,7“)) .
On considére

o s
Vi=B (0, 5) N {yn > 0} (58)
et on définit pour y € Q'
v (y) =u (¥ (y)) (59)
1l est simple de voir que
u' e H () (60)
et
uw' =0 sur 0Q' N{yy =0} (61)

11



8.0n affirme que u'est solution faible de ’edp
L/u/ — f/

ol

et

et
o (y) :==c(¥(y))

Sivr € HY (V) et B[.,.] la forme bilinéaire associée a Ll,on a

B/ [u/ ’U/} ,:/ i I ou' OV’ y Z /o dy
) . Al 6y a
Q

k=1

Maintenant en definissant v par
v(z) =0 (®(2))
Alors utilisant(59), (68), B’ [u',v'] § écrit
Ou 0¥, Ov 0V,
B'lu Z Z / 7 2d
oy Ox; Oy, Ox; Oy

ou 0,
/ T/ /
+§ E /ba P dy-l—/cuvdy
Q/

zlkl

Maintenant de (65) ,on a pouri,j=1,..,N

i ov, 9y _

kl — Wiy
2 Ouk oy
car DO = (D\Il)f1 . Bt de maniére similaire, pour i =1,...,N, on a
N N
o, 0D, 0V,
b, = - =
Z =22 D G

k=1p=1

12



En portant ces calculs dans (69) et utilisant |det D®| = 1,0n arrive a ,

B[] —/ EN a; Ou 9 E b v—i—cuv dzx
’ = ij
2\ oz, (9x
= Blu,v] = (f,v)r2q) = (' 7U/>L2(Q’)

ce qui prouve (62).
9. Vérifions maintenant que LI est uniformément elliptique, en effet pour £ €

RN ety € Q' on a de (65)

N N N
8<I>k 0P,
D W&s = Z Z ) Bt oz, S50 (70)
k=1 I=1i,j=1 ‘
N
= > agnm; > alf’
i,j=1
N
oun=£&DP; cadn;, = Z %‘i:‘ék.Et puisque D®DWY = I, on a & = nDV; et
k=1

il existe une constante C telle que |£] < Cln| ce ci implique pour ¢ € RN et
y e,

N
> ah (W) & = o ¢ (71)

k,l=1

Il faut remarquer que de (65), les coeficients al, sont C',car ® , ¥ sont C%et
ai; sont Ct.

10. De 62 et 71, on peut appliquer les étapes 1-5 précédantes, ce qui permet
alors d’affirmer que uw € H? (V') et on a l’estimation

1 a2y < € (I Ny + 16 2oy
par conséquent pour
V=u (), (72)
on a
il szz vy < € (Jull oy + 1 22sy ) (73)

Pour conclure, puisque 0S) est compact, il admet un recouvrement fini Vi, ...V,
par des ensemble V' de type défini au paravant par (72) et (58).En sommant
les estimations obtenues sur les V; avec [’estimation interieure , on obtient
u € H%(Q) et linégalité (42). m

Theorem 8 (Régularité sur la frontiére d’ordre superieur). Soient m € N* et

aij,bi,c € C™TH(Q); (4,5 =1,..N), (74)
f e H™(Q), (75)

13



u € H' () une solution faible du probléme

Lu=f dans
{ u=0 surdQ (76)
et
o0 est 2T (77)
Alors,
ue H™(Q). (78)
et ,on a l’estimation suivante
il gzimay < € (1 llm ey + Nl 2y ) (79)

ot la constante C ne dépend que de m, <) et des ceficients de L.

Remark 9 Si u est l'unique solution de (76) alors l'estimation (79) s’écrit

lullgzm@y < Cste (I lameey ) (80)

Theorem 10 Proof. la démonstration se fait par récurence sur m ( procédé

de démonstration du théoréme (3)) combinée avec la méthode de démonstration
de (5).
1. On commence par le cas ot

Q=B(0,5) NRY

pour s > 0.Fizons 0 <t < s et V = B(0,t) NRY.

2.La récurence.

- pour m =0 c’est le théoréme (5),

-supposons que le résultat est vrai pour m > 1 c.a.d que (74) et (75) entrainent
(78) et (79) .Et montrons qu'il reste vrai pour m + 1.Soient donc

aij,bi,c € C™2(Q); (i,j=1,..N), (81)
foe H™H(Q), (82)

et u solution faible de Lu = f sur (Y, qui s’annule au sens de trace sur {z, =0}.0n
fize 0 <t <r <set W=B(0,r) NRY.Par 'hypothése de récurence

u € H*T™ (W) (83)
avec l’estimation

Fll o wy < C (I im gy + Nl 20 (84)

14



De plus par la régularité interieure théoréme (3), u € ngotm.
3. Soit B € NN, un multi-indice avec

Bl =m+1 (85)
et
By =0 (86)
Alors
i := DPu e H" (®) (87)

et i s’annule le long de {x, = 0} dans le sens de trace. De plus, comme dans la
preuve du théoréme (3), U est une solution faible de Lt = f dans Q2 ( f définie
par (36)). _

De (74),(75),(82) et (84) ,on a f € L?> (W), avec

|4

poiy < € (Il oy + el (38)

par conséquent la preuve du théoréme (5) montre que i € H? (V) et vérifie

Cste (7] i
5t (7] 1y * 102200

C (1Sl sy + Nl

IN

] 2 vy

IN

et de (85)-(88), on déduit

||DB“||L2(V) ¢ (||f| Hm1(Q) T H“”LZ(Q)) (89)

pour tout multi-indice 8 tel que |B| = m+ 3 et
By =0,1, ou2 (90)

4.0n doit étendre Uestimation (89) pour enlever la restriction (90).Pour cela
supposons par récurence que

‘D[BUHLz(V) ¢ (||f||Hm+1(Q) + HuHL2(Q)) (91)

pour tout multi-indice B tel que |B| = m+3 et pour un certain j € {2,...,m + 2}
et

By =0,1,.....9, (92)
Soit maintenant |8| = m+ 3
By =4+1 (93)

Ecrivons B sous la forme

B=~+454, telqgue §=1(0,..0,2) et |[y|=m+1.

15



Puisque u € H" (Q) et Lu = f dans Q, on a

loc
DVLu=D"f p.p dans Q.
Maintenant,

D'Lu = aynD°Lu—

l b

ok o
somme de termes avec —Zj,k <7, et—u [<m+3
oz, Ox;

puisque ayy > o > 0,alors utilisant (91) et (92), on trouve pour |B| = m + 3
et By =j+1

D7) a3y © (1l + 6l 20 ) (94)

par récurence sur j on a

lull sy < € (1l + 1l 2oy

cette estimation achéve le raisonnement par récurence entammé a l’étape2. de
cette démonstration.

5.0n a démontré que (74) et (75) impliquent (?7) et (??) dans le cas o ) est
de la forme (??). Le cas général est déduit en utlisant la méme idée développée
dans la preuve du théoréme (5). W

Theorem 11
aij,bi,c € C®(Q); (i,j=1,..N)
f e C*(Q)
u € HE () une solution faible du probléme aux limites

{ Lu=f dans

u=0 surodf)
et

00 est C.
Alors,

ue C®(Q).

Proof. Du théoréme (8), on a u € H™ 2 (Q),pour tout m € N; alors par
application du théoréme d’injection de Sobolev, u € C* pour tout k € N.newline
]

Exercice
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Soit 2 la boule unité ouverte de R2. On définit sur € les fonctions

fa(z) = |2|"; (e € R)

et
p(x) =1+ |z

et on considére le probleme

—Au+pu = f, dans
u=0 sur Jf

1. Pour quelles valeurs de « a-t-on f, € L?(Q)?
On considérera désormais que « satisfait cette condition.

2. Ecrire la formulation variationnelle du probléme (P95), en précisant bien
I’espace fonctionnel. Montrez que cette formulation variationnelle admet
une unique solution .

3. Montrez que cette solution u,, est solution de 'EDP au sens des distribu-
tions sur €2, et que u, € H? (Q)N H} (Q).
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