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Abstract

Certaines propriétés de lopérateur —div(a(-)Vu) sont démontrées et
utilisées dans un exercice.

1 Quelques propriétés des opérateurs elliptiques
du second ordre

1.1 Propriétés de 'opérateur elliptique sous forme diver-
gentielle

Dans ce qui suit on suppose que € est un ouvert borné et régulier de RVet
que a(z) := (aij (x))1<i,j< N est une matrice symétrique a éléments dans L>°(12)
vérifiant la condition de coercivité uniforme

Ja > 0;VE € RN, p.psur @ a(x)€.€ > ale)’
On considére alors 'opérateur elliptique

Au := —div(a(-)Vu)
D(A):={ue H} (Q),Auc L*(Q)}

On dit alors que D(A) est le domaine de Popérateur. A est un opérateur ellip-
tique du second ordre sous forme divergentielle.
Le graphe de A est défini par :

G(A) = {(u, Au);u € D(A)} C HL(Q) x L* (Q)

N

Au := —div(a(-)Vu) = Z 61;@ (a”%ﬁ)

ij=1



Puisque 1 < 4,5 < N,a;; € L®(Q) et u € Hj (Q)alors (aij%) est un
J

N
élément de L2(Q) ; lorsque Z B%i (aij 8671;)’ qui n’est défini que comme dis-
ij=1
tribution, est un élément de L2(£2), alors Popérateur (A, D(A)) se trouve bien
défini.

1.1.1 Résultat 1

(i) Pour tout f € L?(Q) il existe un unique u € D(A) tel que u + Au = f. De
plus (I+A)~! est continue de L?(£2) dans lui-méme et on a lull 22y < 1fll22(0)
et (I + A)~! est un opérateur compact de L?(Q2) dans lui-méme.

(ii) L’opérateur (A, D(A)) est fermé sur L?(2).

(iii) D(A) est dense dans L?(2).

Démonstration du résultat 1

Pour u,v € H} (), posons

N
ag(u,v) := /u(a:) v(x)dx + Z /au%(x) %(:p)dz
Q 1i=1¢ ! /

ao(+,-) est une forme bilinéaire continue sur Hg (Q)et elle est coercive puisque
ao(u, u) = min(1, @) |lull gy () »

par conséquent, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, pour tout f € L?(2), le
probléme variationnel suivant:

trouver u € Hj (Q), telquevVv € H (), ao(u,v) = (f;v)12(q),
admet une solution unique qui vérifie||u| ;2 q) < [fll12(q)- Or pour ¢ € D(Q),

on a, (en désignant par (-, -) le crochet de dualité entre D (Q2) et D' (2))

(u+ Au, ) = ao(u, p) = / f(@)p(@)dz,
Q

et par conséquent l'inégalité de Cauchy-Schwartz donne
[(u+ Au, )| < | fllp2io) €l L2 0) -

ce qui implique, en utilisant la densité de D () dans L?(f2) et le théoréme de
Riesz, que u + Au est dans L?(f2), c’est-a-dire que

u € D(A)et u+ Au = f.

On voit ainsi que (I + A)~! est une injection continue de L?(Q2) dans lui-méme
et que son image est D(A).



Rappel d’analyse fonctionnelle: Si P est un opérateur linéaire continu et
injectif de F dans E, si le domaine d’un opérateur B : E — F, D(B) = Im(P)
( image de P), et B := P!, alors (B, D(B)) est un opérateur fermé de E dans
F.

Maintenant par application de ce rappel , (I + A, D(A)) est un opérateur fermé
et on en déduit que (A, D(A)) est fermé.
Par ailleurs 2 étant borné, l'injection de H} (€2) dans L?(Q)est compacte (théoréme
de Rellich-Kondrachov ) ; comme par définition on a D(A) C H}(Q), on en con-
clut que (I + A)~! est compact de L?(2) dans lui-méme.

Pour voir que D(A) est dense dans L2(12), il suffit de montrer que D(A)*+ =
{0} ; soit donc f € L?(f2) tel que pour tout v € D(A) on ait (f;v)r2(0) = 0.
En prenant u € D(A) tel que u + Au = f, alors,

0= (f;v)r2) = (u+ Au;v) 12(q),

c’est a dire que u = 0 et f = 0. Ce qui montre que D(A) = L*(Q).

1.1.2 Résultat 2

(A, D(A)) est un opérateur auto-adjoint sur L?(2).

Démonstration du résultat 2

D’aprés le résultat 1, D(A) est dense dans L?(Q), on définit 1'adjoint de A
(noté (A*, D(A*))) de la fagon suivante.

On pose :

D(A*) = {u € (L3(Q)),3C > 0 t.q.Vu € D(A), (v; Au) < C Hu||} :

L?(Q) est un espace réflexif et (LQ(Q))/ := L?(), lopérateur (A, D(A)) de
L?(Q) dans (Lz(Q))/ est dit auto-adjoint si A = A*.

Montrons d’abord Uinclusion A C A*.

Siu € D(A), alors pour v € D(A), alors en opérant une intégration par parties
et en utilisant le fait que a* = a, on obtient,

(u; Av)r2() = —/u(x) div(a(z)Vv (x))dz
Q
Vu(z).(a(x)Vv (z))dx

(a™(x)Vu(z)).Vu (z) dx

(a(z)Vu(z)).Vov (z) dr = (Au;v) 12(q) (1)

Il
D O O



la relation (1) implique que pour tout v € D(A), on a
|(u; Av) 2| < [ Aull 2 () V] 22 (0)
c’est a dire que u est dans le domaine de A*. Par ailleurs (1) montre que
(A'u;v) r2(0) = (u; Av) r2(0); Vv € D(A)
et par densité de D(A) dans L?(Q2) on conclut que
A*u = Au.
Soit maintenant w € D(A*) et posons f := w + A*w € L*(Q). D’apres

le Résultat 1, on sait qu’il existe u € D(A) tel que u + Au = f. Or puisque
AC A* on a

f=w+Aw=u+ Au=u+ A*u,

c’est a dire que (v — w) + A* (v —v) = 0.
Soit ¢ € D(A) tel que ¥ + Ay =u —w. On a:

0 = ((u—w)+A"(u—-v);9)20) = ((u—w); Y+ AY) 12(q)

= flu— w||L2(Q)

et donc w = u, c’est & dire que w est dans D(A), ce qui montre que A = A*.

1.2 Solution de I’exercice proposé en cours

Soit g : 2 x R — R une fonction continue en s € R, mesurable en z € 2.0n
suppose que g(x,-) est une fonction croissante, p.p. en x € , et g(-,0) = 0. On
considére le probléme
Au+g(-,u) = f dans Q @)
u=0 sur OS2

S
On pose G(z,s) := /g (z,t)dt et on introduit I’énergie associée au probléme
0

2)

E(v) :== /%a(m)Vv(x) Vo(z) + G(z,v(z)) — f(x)v(z)dx (3)
Q
Condidérons d’abord le cas ot g(z, s) := |s[P~ts avec p > 1.



1. Vérifier que E est une fonction strictement convexe de classe C' sur
HY(Q) N LPHL(Q) pourvu que, ¢ > max (1, %) ,et fe L1Q).
Posons

Jw) = / [;G(IE)V’U(QT)' Vo(x) — f(:c)v(:z:)] dx
Q
= %B(v;v) — L(v)

ou

B(v;v) = /%a(w)Vv(x)' Vou(z)dx

Q
L) = / F@)o(z)ds
Q

B(v;v) est une forme bilinéaire symétrique car la matice a (.) est symétrique
( voir (1) ) et L est linéaire, alors (par l'exercice2 de la série d’exercices
Approche variationnelle), J est de classe C! et est strictement convexe sur
H ().

s s
‘S|p+1

D’autre part, G(z, s) = /g (x,t)dt = /|t|p*1tdt =
, 0 0
et %sg(x,s) = %(%s) = p|s|P~r > 0 Vs € R = G est convexe; ce qui

implique que la fonctionnelle F (v) := / G(z,v(z))dz est convexe de plus
Q

F est de classe Clsur LP*1 (Q) et F7(v) = g(.,v). (voir td sur fonction-
nelle définie par une fct de Carathéodory.).
De 14, on peut dire que la fonctionnelle F;définie par

Ei(v)=J @)+ F(v)

est la somme de deux fonctionnelles de classe C! et convexes, elle est donc
C! et convexe sur LPTL(Q) N HE (2).Et

E®)=E (v)—/f(z)v(a:)dm.
Q
Maintenant soit f € L9 (Q) ; ¢ > max (1, ﬁ—%) :puisque
LY(Q)Cc H ()
(H=1(Q) dual de HL(Q)), donc f € H-1(Q) + L5 (Q) (H1(Q) +

L% (Q) étant le dual de H} (Q) N LP*1(Q)).
Alors E est C! et convexe sur LPT1 (Q) N HE ().



2. Par ailleurs en utilisant I'inégalité de Holder ( en notant q’ le conjugué de
q) et l'injection de Sobolev

/ F@)o(@)] de < 1] oy 1]y < Cste 1] agey Nl o -
Q

On en déduit 'estimation

o 1
E()z 5 / Vole)Pda + / [o(@)P+de — Cste | oy 1] 13 0
Q Q

Cela montre que si (||Un||H01(Q) + ||vn||Lp+1(Q)) tend vers Dinfini, alors

E(v,) — +oo. Par conséquent F atteint son minimum sur LPT! () N
H} () en un unique point u, et on a :

Eru) = Au+ |uP'u—f=0

au sens de D' (2).Comme par ailleurs u = 0 sur 9 au sens des traces,
on obtient ainsi une solution (faible) de (2) dans le cas particulier ou
g(z,8) :==|s[P~1ts.

3. Dans le cas général ou:

g : QxR — R est une fonction mesurable en = € € et continue et croissante
u

en s € R, telle que g(-,0) =0, et G(z, s) := /g (z,t) dt, vérifie pour tout
0
seR,G(s) €L}, ().

loc

fELq(Q);quaX(l,ﬁ—fQ>.

Si 'on considére 'ensemble K défini par
K = {v € Hy (Q);G(,v(-) € Ll(Q)}

ce ci permettra de donner une cohérence a la définition de la fonctionnelle
d’énergie E (3).

On va montrer que E est strictement conveze sur K et atteint son mini-
mum en u € K:

Comme s ~ g(z,s) est croissante sur R, et g(z,0) = 0, la fonction
s ~ G(z,s) est convexe et positive : par conséquent K est convexe.et
non vide parce que D(®) C K ; de la méme fagon que dans le cas présé-
dant, il est clair que sur K, I’ “energie E est strictement convexe. D’autre
part pour voir que E est minorée sur K, en utilisant comme ci-dessus les
inégalités de Holder et de Sobolev et le fait que G(x,s) > 0, il suffit de
remarquer que l'on a :

« 2
E(w) = b) ||U||H§(Q) — Cste HfHLQ(Q) ||U||Hg(9) (4)

-1 2 2
> (Cste)” |l ey



Soit maintenant

St

Si (up)n est une suite de K minimisante telle que
E(up) <14 p,et E(uy) — p

on déduit de (4) que (uy), est bornée dans H} (). 1l existe une sous-
suite, notée encore (1), telle que u,, — u dans Hg () et converge dans
L?(Q) et p.p. sur €, grace au théoréme de Rellich-Kondrachov. Si M :=
Slili HunHHg(Q)on a ainsi par le lemme de Fatou:

n

n—oo

/G(z,u(x))dm < liminf/G(x,un(x))dx <1+ p+CsteM ||fll 140
Q Q

ce qui prouve que u € K.
Finalement sachant que les termes quadratique et linéaire intervenant dans
E sont convexes et continus sur H¢ (), on conclut que

E(u) <liminfE(u,) = p

n—oo

c’est a dire que p est atteint en w.

Remark 1 On peut montrer que u est solution faible de (2) si g(x,-) vérifie une
condition de croissance supplémentaire du type polynomial

Vs € R,p.p.sur Q,|g(-,s)| < a(-)+bs|s|P
aveca € L'(Q),b>0et1<p<+oo

Noter qu’ici K n’est pas fermé dans H} (Q) et que I’on ne montre pas que E est
s.c.i. : on montre que K contient la limite de toute suite minimisante, et qu’au
point de minimum E est s.c.i. ; on n’a pas besoin d’autre chose pour montrer
que E atteint son minimum.



