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Département de Génie Civil Méthodes Numériques (L2) 

Corrigé du TD N°4 : Interpolation polynomiale 

Exercice 1 

ܲሺݔሻ ൌ ∑ ܽ௜ܮ௜ሺݔሻ
௡ିଵ
௜ୀ଴                  ൝

ܽ௜ ൌ 	 ௜݂	

௜ܮ ൌ ∏
௫ି௫ೕ
௫೔ି௫ೕ

௡ିଵ
௝ୀ଴,௝ஷ௜

 

On veut démontrer que ܲሺݔ௞ሻ ൌ ܽ௞ pour i = 0, … , n-1 

ܲሺݔ௞ሻ ൌ ∑ ܽ௜ܮ௜ሺݔ௞ሻ
௡ିଵ
௜ୀ଴   et ܮ௜ሺݔ௞ሻ ൌ ∏

௫ೖି௫ೕ
௫೔ି௫ೕ

௡ିଵ
௝ୀ଴,௝ஷ௜  

 Si k=j  
௫ೖି௫ೕ
௫೔ି௫ೕ

ൌ 0  ܮ௜ሺݔ௞ሻ ൌ 0  si k≠i  Si k=i  
௫ೖି௫ೕ
௫ೖି௫ೕ

ൌ 1  ܮ௜ሺݔ௞ሻ ൌ 1 

Donc ܲሺݔ௞ሻ ൌ ∑ ܽ௜ܮ௜ሺݔ௞ሻ
௡ିଵ
௜ୀ଴  : dans cette somme tous les produits sont nuls sauf pour k=i  ࡼሺ࢑࢞ሻ ൌ ࢑ࢇ  

Exercice 2 

1/ Le polynôme de Lagrange : ܲሺݔሻ ൌ ∑ ܽ௜ܮ௜ሺݔሻ
௡ିଵ
௜ୀ଴ ௜ܮ ;  ൌ ∏

௫ି௫ೕ
௫೔ି௫ೕ

௡ିଵ
௝ୀ଴,௝ஷ௜  et ܽ௜ ൌ 	 ௜݂ 

଴ܮ ൌ
ሺ௫ି௫భሻሺ௫ି௫మሻሺ௫ି௫యሻ

ሺ௫బି௫భሻሺ௫బି௫మሻሺ௫బି௫యሻ
ൌ

ሺ௫ିଶሻሺ௫ିସሻሺ௫ି଺ሻ

ሺ଴ିଶሻሺ଴ିସሻሺ଴ି଺ሻ
ൌ െ

ሺ௫ିଶሻሺ௫ିସሻሺ௫ି଺ሻ

ସ଼
	; 

ଵܮ ൌ
ሺ௫ି௫బሻሺ௫ି௫మሻሺ௫ି௫యሻ

ሺ௫భି௫బሻሺ௫భି௫మሻሺ௫భି௫యሻ
ൌ

ሺ௫ି଴ሻሺ௫ିସሻሺ௫ି଺ሻ

ሺଶି଴ሻሺଶିସሻሺଶି଺ሻ
ൌ

ሺ௫ି଴ሻሺ௫ିସሻሺ௫ି଺ሻ

ଵ଺
	; 

ଶܮ ൌ
ሺ௫ି௫బሻሺ௫ି௫భሻሺ௫ି௫యሻ

ሺ௫మି௫బሻሺ௫మି௫భሻሺ௫మି௫యሻ
ൌ

ሺ௫ି଴ሻሺ௫ିଶሻሺ௫ି଺ሻ

ሺସି଴ሻሺସିଶሻሺସି଺ሻ
ൌ െ

ሺ௫ି଴ሻሺ௫ିଶሻሺ௫ି଺ሻ

ଵ଺
	; 

ଷܮ                                               ൌ
ሺ௫ି௫బሻሺ௫ି௫భሻሺ௫ି௫మሻ

ሺ௫యି௫బሻሺ௫యି௫భሻሺ௫యି௫మሻ
ൌ

ሺ௫ି଴ሻሺ௫ିଶሻሺ௫ିସሻ

ሺ଺ି଴ሻሺ଺ିଶሻሺ଺ିସሻ
ൌ

ሺ௫ି଴ሻሺ௫ିଶሻሺ௫ିସሻ

ସ଼
  

ܲሺݔሻ ൌ ܽ଴ܮ଴ሺݔሻ ൅ ܽଵܮଵሺݔሻ ൅ ܽଶܮଶሺݔሻ ൅ ܽଷܮଷሺݔሻ  ܲሺݔሻ ൌ 0. ሻݔ଴ሺܮ ൅ 4. ሻݔଵሺܮ ൅ 0. ሻݔଶሺܮ ൅ 4.   ሻݔଷሺܮ

ܲሺݔሻ ൌ
20
3
ݔ െ ଶݔ3 ൅

1
3
ଷݔ  

 
2/ Le polynôme de Newton : 
ܲሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݂ሾݔ଴, ݔଵሿሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ ݂ሾݔ଴, ,ଵݔ ݔଶሿሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ଵሻݔ ൅	…

൅ ݂ሾݔ଴, ,ଵݔ … , ݔ௡ିଵሿሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ …ଵሻݔ ሺݔ െ  ௡ିଶሻݔ
ܲሺݔሻ ൌ ∑ ݂ሾ௡ିଵ

௜ୀ଴ ,଴ݔ ,ଵݔ … , ∏௜ሿݔ ൫ݔ െ ௝൯ݔ
௜ିଵ
௝ୀ଴   

݂ሾݔ଴ሿ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ ; 	݂ሾݔ଴, ଵሿݔ ൌ
௙ሾ௫భሿି௙ሾ௫బሿ

௫భି௫బ
 ; ; 	݂ሾݔ଴, ,ଵݔ ଶሿݔ ൌ

௙ሾ௫భ,௫మሿି௙ሾ௫బ,௫భሿ

௫మି௫బ
  

 

x0=0 f [x0]=0 
  

 
f [x0,x1] =

૝ି૙

૛ି૙
ൌ ૛ 

 

 

x1=2 f [x1]=4 f [x0,x1, x2] =
ି૛ି૛

૝ି૙
ൌ െ૚

f [x0,x1, x2, x3] =
૚ା૚

૟ି૙
ൌ

૚

૜f [x1,x2] =
଴ିସ

ସିଶ
ൌ െ2 

x2=4 f [x2]=0 f [x1,x2, x3] =
ଶାଶ

଺ିଶ
ൌ 1 

f [x2,x3] =
ସି଴

଺ିସ
ൌ 2 

x3=6 f [x3]=4 
 

 
  

 

 ܲሺݔሻ ൌ 0 ൅ 2ሺݔ െ ଴ሻݔ െ 1ሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ଵሻݔ ൅
ଵ

ଷ
ሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ݔଵሻሺݔ െ  ଶሻݔ

     										ൌ 0 ൅ 2ሺݔ െ 0ሻ െ 1ሺݔ െ 0ሻሺݔ െ 2ሻ ൅ ଵ

ଷ
ሺݔ െ 0ሻሺݔ െ 2ሻሺݔ െ 4ሻ  

 ࡼሺ࢞ሻ ൌ ૛૙

૜
࢞ െ ૜࢞૛ ൅ ૚

૜
૜࢞  

 

 x0 x1 x2 x3 

xi 0 2 4 6 

f(xi)=fi 0 4 0 4 
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Exercice 3 
 
1/ Le polynôme de Newton : 

Points x Y=f(xi) 
1 1 0 
2 1,5 1 
3 2 2 
4 2,5 -1,5 

 

x0=1 f [x0]=0 
  

 
f [x0,x1] =

૚ି૙

૚,૞ି૚
ൌ ૛ 

 

 

x1=1,5 f [x1]=1 f [x0,x1, x2] =
૛ି૛

૛ି૚
ൌ ૙ 

f [x0,x1, x2, x3] =
ିૢି૙

૛,૞ି૚
ൌ െ૟ f [x1,x2] =

ଶିଵ

ଶିଵ,ହ
ൌ 2 

x2=2 f [x2]=2 f [x1,x2, x3] =
ି଻ିଶ

ଶ,ହିଵ,ହ
ൌ െ9 

f [x2,x3] =
ିଵ,ହିଶ

ଶ,ହିଶ
ൌ െ7 

x3=2,5 f [x3]=-1,5 
 

 
  

 
 ܲሺݔሻ ൌ 0 ൅ 2ሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ 0ሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ଵሻݔ െ 6ሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ݔଵሻሺݔ െ  ଶሻݔ
     										ൌ 0 ൅ 2ሺݔ െ 1ሻ ൅ 0ሺݔ െ 1ሻሺݔ െ 1,5ሻ െ 6ሺݔ െ 1ሻሺݔ െ 1,5ሻሺݔ െ 2ሻ  

 ࡼሺ࢞ሻ ൌ ૚૟ െ ૜ૠ࢞ ൅ ૛ૠ࢞૛ െ ૟࢞૜  
 
2/  

xi 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

f(xi) 1,4 1,56 1,76 2,00 2,28 

 
 

x0=0,1 f [x0]=1,4 
  

 
 

f [x0,x1] =
૚,૞૟ି૚,૝

૙,૛ି૙,૚
ൌ ૚, ૟ 

  

x1=0,2 f [x1]=1,56 f [x0,x1, x2] =
૛ି૚,૟

૙,૜ି૙,૚
ൌ ૛ 

  

f [x1,x2] =
ଵ,଻଺ିଵ,ହ଺

଴,ଷି଴,ଶ
ൌ 2 f [x0,x1, x2, x3] =

૛ି૛

૙,૝ି૙,૚
ൌ ૙ 

 

x2=0,3 f [x2]=1,76 f [x1,x2, x3] =
ଶ,ସିଶ

଴,ସି଴,ଶ
ൌ 2 f [x0,x1, x2, x3, x4] =0 

f [x2,x3] =
ଶିଵ,଻଺

଴,ସି଴,ଷ
ൌ 2,4 f [x1,x2, x3, x4] =

ଶିଶ

଴,ସି଴,ଵ
ൌ 0 

x3=0,4 f [x3]=2 f [x2,x3, x4] =
ଶ,଼ିଶ,ସ

଴,ହି଴,ଷ
ൌ 2 

 

f [x3,x4] =
ଶ,ଶ଼ିଶ

଴,ହି଴,ସ
ൌ 2,8 

  

x4=0,5 f [x4]=2,28 
 

 
 

   
 

 ܲሺݔሻ ൌ 1,4 ൅ 1,6ሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ 2ሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ଵሻݔ ൅ 0ሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ݔଵሻሺݔ െ ଶሻݔ ൅ 0ሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ
ݔଵሻሺݔ െ ݔଶሻሺݔ െ  ଷሻݔ
     										ൌ 1,4 ൅ 1,6ሺݔ െ 0,1ሻ ൅ 2ሺݔ െ 0,1ሻሺݔ െ 0,2ሻ ൅ 0ሺݔ െ 0,1ሻሺݔ െ 0,2ሻሺݔ െ 0,3ሻ ൅ 0ሺݔ െ
0,1ሻሺݔ െ 0,2ሻሺݔ െ 0,3ሻሺݔ െ 0,4ሻ  

 ࡼሺ࢞ሻ ൌ ૚, ૛ૡ ൅ ࢞ ൅ ૛࢞૛  
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Exercice 4 

݂ሺݔሻ ൌ  |ݔ|

xi -1 -
ଵ

ଶ
 0 

1
2

 1 

f(xi)=|x| 1 
1
2

 0 
1
2

 1 

 
 La base de Lagrange :  

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ଴ܮ ൌ

ሺ௫ି௫భሻሺ௫ି௫మሻሺ௫ି௫యሻሺ௫ି௫రሻ

ሺ௫బି௫భሻሺ௫బି௫మሻሺ௫బି௫యሻሺ௫బି௫రሻ
ൌ

ቀ௫ାభ
మ
ቁሺ௫ି଴ሻቀ௫ିభ

మ
ቁሺ௫ିଵሻ

ቀିଵାభ
మ
ቁሺିଵି଴ሻቀିଵିభ

మ
ቁሺିଵିଵሻ

ൌ
ଶ௫ቀ௫ାభ

మ
ቁቀ௫ିభ

మ
ቁሺ௫ିଵሻ

ଷ

ଵܮ ൌ
ሺ௫ି௫బሻሺ௫ି௫మሻሺ௫ି௫యሻሺ௫ି௫రሻ

ሺ௫భି௫బሻሺ௫భି௫మሻሺ௫భି௫యሻሺ௫భି௫రሻ
ൌ

ሺ௫ାଵሻሺ௫ି଴ሻቀ௫ିభ
మ
ቁሺ௫ିଵሻ

ቀିభ
మ
ାଵቁቀିభ

మ
ି଴ቁቀିభ

మ
ିభ
మ
ቁሺିభ

మ
ିଵሻ

ൌ െ
଼௫ሺ௫ାଵሻቀ௫ିభ

మ
ቁሺ௫ିଵሻ

ଷ

ଶܮ ൌ
ሺ௫ି௫బሻሺ௫ି௫భሻሺ௫ି௫యሻሺ௫ି௫రሻ

ሺ௫మି௫బሻሺ௫మି௫భሻሺ௫మି௫యሻሺ௫మି௫రሻ
ൌ

ሺ௫ାଵሻቀ௫ାభ
మ
ቁቀ௫ିభ

మ
ቁሺ௫ିଵሻ

ሺ଴ାଵሻቀ଴ାభ
మ
ቁቀ଴ିభ

మ
ቁሺ଴ିଵሻ

ൌ
ሺ௫ାଵሻቀ௫ାభ

మ
ቁቀ௫ିభ

మ
ቁሺ௫ିଵሻ

ସ

ଷܮ ൌ
ሺ௫ି௫బሻሺ௫ି௫భሻሺ௫ି௫మሻሺ௫ି௫రሻ

ሺ௫యି௫బሻሺ௫యି௫భሻሺ௫యି௫మሻሺ௫యି௫రሻ
ൌ

ሺ௫ାଵሻቀ௫ାభ
మ
ቁሺ௫ି଴ሻሺ௫ିଵሻ

ቀభ
మ
ାଵቁቀభ

మ
ାభ
మ
ቁቀభ
మ
ି଴ቁሺభ

మ
ିଵሻ

ൌ െ
଼௫ሺ௫ାଵሻቀ௫ାభ

మ
ቁሺ௫ିଵሻ

ଷ

ସܮ ൌ
ሺ௫ି௫బሻሺ௫ି௫భሻሺ௫ି௫మሻሺ௫ି௫యሻ

ሺ௫రି௫బሻሺ௫రି௫భሻሺ௫రି௫మሻሺ௫రି௫యሻ
ൌ

ሺ௫ାଵሻቀ௫ାభ
మ
ቁሺ௫ି଴ሻቀ௫ିభ

మ
ቁ

ሺଵାଵሻቀଵାభ
మ
ቁሺଵି଴ሻቀଵିభ

మ
ቁ
ൌ

ଶ௫ሺ௫ାଵሻቀ௫ାభ
మ
ቁቀ௫ିభ

మ
ቁ

ଷ

  

ܲሺݔሻ ൌ ܽ଴ܮ଴ሺݔሻ ൅ ܽଵܮଵሺݔሻ ൅ ܽଶܮଶሺݔሻ ൅ ܽଷܮଷሺݔሻ ൅ ܽସܮସሺݔሻ  

 ܲሺݔሻ ൌ ሻݔ଴ሺܮ ൅
ଵ

ଶ
ሻݔଵሺܮ ൅ 0. ሻݔଶሺܮ ൅

ଵ

ଶ
ሻݔଷሺܮ ൅ ሻݔሻ  ܲሺݔସሺܮ ൌ ସ

ଷ
ଶݔ ቀ଻

ସ
െ  ଶቁݔ

 La base de Newton :  

x0=-1 f [x0]=1 
  

 
 

f [x0,x1] =
ି૙,૞

ି૙,૞ା૚
ൌ െ૚ 

  

x1=െ
ଵ

ଶ
 f [x1]=	

ଵ

ଶ
 f [x0,x1, x2] =

ି૚ା૚

૙ା૚
ൌ ૙ 

  

f [x1,x2] =
ି૙,૞

૙ା૙,૞
ൌ െ૚ f [x0,x1, x2, x3] =

૛ି૙

૙,૞ା૚
ൌ

૝

૜
 

 

x2=0 f [x2]=0 f [x1,x2, x3] =
ଵାଵ

଴ାଵ
ൌ 2 

f [x0,x1, x2, x3, x4] 

= 
ି
૝
૜
ି
૝
૜

૚ା૚
ൌ െ

૝

૜
 f [x2,x3] =

଴,ହ

଴,ହ
ൌ 1 f [x1,x2, x3, x4] =

଴ିଶ

ଵା଴,ହ
ൌ െ

૝

૜
 

x3= 
ଵ

ଶ
 f [x3]=	

ଵ

ଶ
 f [x2,x3, x4] =

ଵିଵ

ଵି଴
ൌ 0 

 

f [x3,x4] =
଴,ହ

଴,ହ
ൌ 1 

  

x4=1 f [x4]=1 
 

 
 

   

ܲሺݔሻ ൌ 1 െ ሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ 0ሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ଵሻݔ ൅
4
3
ሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ݔଵሻሺݔ െ ଶሻݔ െ

4
3
ሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ݔଵሻሺݔ െ ݔଶሻሺݔ െ  ଷሻݔ

     					ൌ 1 െ ሺݔ ൅ 1ሻ ൅ 0ሺݔ ൅ 1ሻ ቀݔ ൅
ଵ

ଶ
ቁ ൅

ସ

ଷ
ሺݔ ൅ 1ሻ ቀݔ ൅

ଵ

ଶ
ቁ ሺݔ െ 0ሻ െ

ସ

ଷ
ሺݔ ൅ 1ሻ ቀݔ ൅

ଵ

ଶ
ቁ ሺݔ െ 0ሻ ቀݔ െ	

ଵ

ଶ
ቁ  

 ࡼሺ࢞ሻ ൌ
૝

૜
૛࢞ ቀ

ૠ

૝
െ  ૛ቁ࢞
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Exercice 5 
Un polynôme de degré 2 est de la forme : ܲሺݔሻ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵݔ ൅ ܽଶݔଶ alors 

,ሺܽ଴ܧ  ܽଵ, ܽଶሻ ൌ ∑ ൫ݕ௜ െ ሺܽ଴ ൅ ܽଵݔ ൅ ܽଶݔଶሻ൯
ଶ௠ୀହ

௜ୀଵ  est une fonction de ܽ଴, ܽଵ	݁ݐ	ܽଶ, et donc  
,ሺܽ଴ܧ׏ ܽଵ, ܽଶሻ ൌ 0 s’écrit sous la forme explicite : 

 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
డா

డ௔బ
ൌ 0

డா

డ௔భ
ൌ 0

డா

డ௔మ
ൌ 0

	⇔ ൞

∑ ൫ݕ௜ െ ሺܽ଴ ൅ ܽଵݔ௜ ൅ ܽଶݔ௜ଶሻ൯ ൈ 2ሺെ1ሻ ൌ 0௠ୀହ
௜ୀଵ

∑ ൫ݕ௜ െ ሺܽ଴ ൅ ܽଵݔ௜ ൅ ܽଶݔ௜ଶሻ൯ ൈ 2ሺെݔ௜ሻ ൌ 0௠ୀହ
௜ୀଵ

∑ ൫ݕ௜ െ ሺܽ଴ ൅ ܽଵݔ௜ ൅ ܽଶݔ௜ଶሻ൯ ൈ 2ሺെݔ௜ଶሻ ൌ 0௠ୀହ
௜ୀଵ

⇔ ቐ
5ܽ଴ ൅ ܽଵ ∑ ௜ݔ

ହ
௜ୀଵ ൅ ܽଶ ∑ ௜ଶݔ

ହ
௜ୀଵ ൌ ∑ ௜ݕ

ହ
௜ୀଵ

ܽ଴ ∑ ௜ݔ
ହ
௜ୀଵ ൅ ܽଵ ∑ ௜ଶݔ

ହ
௜ୀଵ ൅ ܽଶ ∑ ௜ଷݔ

ହ
௜ୀଵ ൌ ∑ ௜ݕ௜ݔ

ହ
௜ୀଵ

ܽ଴ ∑ ௜ଶݔ
ହ
௜ୀଵ ൅ ܽଵ ∑ ௜ଷݔ

ହ
௜ୀଵ ൅ ܽଶ ∑ ௜ସݔ

ହ
௜ୀଵ ൌ ∑ ௜ݕ௜ଶݔ

ହ
௜ୀଵ

   

 
௜ଶݔ  ௜ݕ  ௜ݔ  ௜ଷݔ ௜ݕ௜ଶݔ  ௜ݕ௜ݔ  ௜ସݔ
 -1 -1,5 1 -1 1 1,5 -1,5 
 -0,5 0 0,25 -0,125 0,0625 0 0 
 0 0,25 0 0 0 0 0 
 0,5 0 0,25 0,125 0,0625 0 0 
 1 0 1 1 1 0 0 
∑   0 -1,25 2,5 2 2,125 1,5 -1,5 

 

⇒ ൝
5ܽ଴ ൅ 2,5ܽଶ ൌ െ1,25
2,5ܽଵ ൅ 2ܽଶ ൌ 1,5

2,5ܽ଴ ൅ 2ܽଵ ൅ 2,125ܽଶ ൌ െ1,5
 ⇒൝

૙ࢇ ൌ െ૚, ૟ૡ
૚ࢇ ൌ െ૚, ૟ૢ
૛ࢇ ൌ ૛, ૡ૟

 

 
Donc le polynôme P(x) s’écrit : 

ሻ࢞ሺࡼ ൌ െ૚, ૟ૡ െ ૚, ૟ૢ	࢞ ൅ ૛, ૡ૟	࢞૛  


