Equations Hyperboliques - Equation des Ondes
1. Introduction

L’équation des ondes est I'’équation type des équations hyperboliques.
Elle se présente sous la forme
2

ZTZ —c?Au=0 (E)
Cette équation décrit les phénomenes de propagation et les phénomeénes vibratoires.
Une solution de (E) est une fonction u qui dépend des variables spatiales x;, x5, ..., X,
et de t variable temps.
Sion pose x = (x;, x3,...,%,) € R™ alors u est définie pour (x,t) € R"*1,
Sin = 1les solutions de (E) sont appelées les ondes planes.
Sin = 2 les solutions de (E) sont appelées les ondes cylindriques.
Sin = 3 les solutions de (E) sont appelées les ondes sphériques.
La constante ¢ représente une vitesse ou une célirité.

. Résolution de I'équation (E) pour n = 1- Formule de D’Alembert
On rajoute a I’équation (E) des conditions initiales. Soit alors le probléme () suivant

(0°u  ,0%u

F:C ﬁ;t>0,—00<x<+oo
(®) u(x,0) = f(x)

I 0 Cl

| Zwo=ge|

(P) décrit le mouvement (vibration) d’'une corde ou une onde infinie.

(P) peut-étre résolu par la transformée de Fourier (en x) ou par la transformée de
Laplace (en t).

Une autre méthode pour traiter le probléme () est celle qui aboutit a la Formule de
D’Alembert et que nous allons appliquer pour déterminer la solution de ().

Soit I'’équation

On fait le changement de variables suivant
r=x-—ct, s=x+ct
et on pose u(x,t) = v(r,s) alors

au_avar 0v ds v v ‘ au_avar 61765_617 v
€ dx Odrdx dsdx Or Ods’

—_— = —Cc—
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Par la regle des chaines nous obtenons

azu_ E)(av 617)_ 62v+ 0%v 62v+ 0%v
otz Cat\ar o9s)” "\ T ¢%r2 T “Gras “oras ' “os?

Donc

0%u d0%v 0°v  9%v
—— =2 —2—t— ).
dat2 or? ords 0s?

De la méme maniére nous obtenons

0’u  0%*v 0°v  0%v

dx2  Or? +2 ords + ds2’

En remplagant dans I'équation (A) nous avons

" (6217 0%v 62v> " (6217 0%v 62v>
c =c

arz 2 orads + 0s?2 or? +2 orads + 0s?2

et comme c? > 0 alors nous aboutissons a I'équation réduite suivante

kLY
= AL
ords 0 (AL)
Résolvons I'équation (AL)
L) = 2 (6”)—0:6”—F()
or\ds) ds s

car la fonction dv/ ds est constante par rapportar.
D’ou

v(r,s) = fF(s)ds = @(s) + Y(r).
Finalement puisque u(x,t) = v(r,s),r = x — ct et s = x + ct nous déduisons que

ulx,t) =@px+ct)+y(x—ct) (%)

Exploitons les conditions initiales,

{U(x,0)=f(X) :>{<P(x)+lli(x)=f(x) (1
u(x,0) = g(x) o' () —cp'(x) = g(x).  (2)
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Par intégration de (2) entre x, et x nous obtenons le systeme

p(x)+y(x) = f(x)
1 X
0G) = $e) == | g0)dy +K

ou K = K(x,, c) est une constante dépendant de x, et c.
D’ou I'on tire

1 +1fx d+K ()_1() 1fx()d K
o) =5f00)+ 5 xog(y)y 5 V) =Sf0) -5 xogy y-5
Remplacons dans I'expression () de u
1 x+ct 1 x—ct
uGo ) =5 (Fa+ e+ fa-co) 4o [ goay-o- [ g0ddy
CJy, 2c X0

Ce qui donne finalement

x+ct

1 1
u(x, t) = E(f(x +ct) + f(x— ct)) + Zf g(y)dy.

X—C

C’est la formule de D’Alembert, elle exprime u en fonction de f et g.
On peut I'écrire sous la forme

x+ct

u(x,t) = %(u(x + ct,0) + u(x — ct, 0)) + Z_C_f u;(y,0)dy

X—C
et donc la solution u est s’exprime en fonction des conditions initiales.

Remarque: Cette formule n’est valable que si x parcourt R tout entier.

Exemple:

Donner la solution u du probléme (P) si u vérifie les conditions initiales suivantes:
a. u(x,0)=sinx, u;(x,0)=0.
b. u(x,0) =0, u:(x,0) = cosx.
c. u(x,0)=e™%, uy(x,0) = In(1 + x2).
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3. Résolution de I'équation (E) par la méthode de séparation des variables

a. n=3.

Considérons dans R3 le parallélogramme K = ]0,a[ x ]0,b[ X ]0,c|[
et soit le probléme suivant

(0%u 3 0%u N 0%u N azu_
at2  0x2  0y? 09z2’
Q) u(x,v,2,0) = f(x,y,2); (x,y,2) EX

t>0,(xy,2)EX

ou cn
E(X,y,Z,O) = g(nyﬁZ); (x,y,z) EX

\ u = 0 sur les faces de K

On suppose que les fonctions f et g sont nulles sur les faces de XK.
On cherche une solution sous la forme

ulx,y,z,t) = X(x) Y(Y)Z(2)T(¢),
'équation s’écrira donc
XYZT"=X"YZT + XY"ZT+XYZ"T.

En divisant les deux membres par XYZT # 0 nous obtenons
B Xll + Yll + le
X Y Z°

Comme les variables sont indépendantes, il existe une constante réelle k telle que

Tll_k_Xll+Yll+le.
T "X v z°

et pour la méme raison,

a, B,y DX a, B, 7 y et a+pB+y=k

Résolvons I'équation en X.

- = = X"—aX =0
a a

Son équation caractéristique est % = a.
Sia = 0, puisque X(0) = X(a) = 0 (car u est nulle sur les faces de X) alors X = 0.
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Sia < 0alorsr = +ivV—a oui? = —1 et nous avons
X(x) = €, cos(xv—=a) + C, sin(xv—a).
Les conditions aux limites donnent

€, =0
X(0)=X(@) = 0= {cz sin(av—a) = 0.

Comme X ne doit pas étre identiquement nulle, on prend sin(av—a) = 0.

Ce qui implique que av—a = lm avec | € N*, d’ou

1?72

= leN.

a=-
Et nous obtenons ainsi la famille de solutions de I'équation en X;
e
X;(x) = A; sin (;x); leN*, 4, eR.

De la méme maniére nous avons

m2n2 omm )
'B=_b_2’ Ym(y)=Bm51n(Ty); meN’, By, €R,

n?m? . (T )
y:—c—2, Zn(Z)=CnSIIl(7Z)} nEN;CnER'

Résolution de I'équationen T: T" = kT.
Onak=a+f+y dou

1’m? m?n? n?n?
k=—<a2 t ><0.

Posons alors k = —§2 avec § = mVI2a=2 + m2b~2 + n%c~2.
L’équation devient T" + §%T = 0, elle admet pour famille de solutions

Tl,m,n(t) = Dl,m,n cos(6t) + El,m,n sin(6t) ; Dl,m,nr El,m,n € R
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Finalement par le principe de superposition nous écrivons

UENLO = D X O i
[,mneN*
donc

u(x,y,zt)

l
= z (Kymn €05(8) + Ly mp sin(81)) sin (;ﬂ x) sin (% ) sin (n; z).

I,mneN*

Il nous reste a déterminer les coefficients K ,, , et L; 1 .
Des conditions initiales u(x,y,z,0) = f(x,y,z) et u;(x,y,2,0) = g(x,y,z) nous

obtenons
( = in () sin (22 ) in (22
| fx,y,2z) = Z Kl,m,nsm(a x sm( 5 y)sm( - z)
4 I, mneN*
(! . (min . (nm
lg(x, y,z) = Z 6Ly mn Sin (Zx> sin (Ty) sin (TZ)
I, mneN*

On reconnait les coefficients de Fourier :

i = g [ [ 100290 () sn () ()
l’m’n_abco . 0fx,y,z sin{ —x ) sin{——y)sin|{—z | dzdydx

i = s [ [ [ 9y, 2sin () sin (%) sin (222) sty
l'm'n_abCS . . Og x,y,z Sin ax Sin b Sin CZ Zyx

avec rappelons-le § = mvI12a=2 + m2b~2 + n%c~2.

Exemple:
Donner explicitement la solution du probleme (Q) pour
a=b=c=1, f(x,y,2) = xyz, g(x,y,z)=%.
b. n=2.
Considérons a présent I'équation des ondes dans un disque de R2.
Soit D(0, 1) le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1, déterminons la fonction u
solution du probléeme
( 0%u 270 d _
o c“Au dansD(0,1); t >0
u(x,y,t) =0six2+y2=1;t>0 (CF)

(D)« = .
u(x,y,0) = f(x,y) si0 < x2 +y2 <1

@)

du 5 ) 5 5
\E(x,y,O)zg(x,y) si0< x“+y°<1
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La géométrie du domaine nous impose 'utilisation des coordonnées polaires et
le probléme (D) s’écrira comme suit

([ 0%u
W(r,@,t) =c?Au(r,0,t)si 0<r<1,0<60<2m;t>0

u(r,0,t) =0sir=1,0<60<2m; t=>0 (CF)

(D) u(r,0,0) =f(r,0)si0<r<1,0<6<2n

cn

Ju
E(r,Q,O) =g(r0)si0<r<1,0<6<2n

Sachant I'expression en coordonnées polaires du laplacien, I'équation s’écrit

) 1 1
Uy = C (urr + ;ur + ﬁuee) )
En posantu(r, 6,t) = R(r)®(0)T(t) et en remplacant dans I’équation nous obtenons
Tu _R"+1R/+1CD".
¢2T R rR 120’

les variables étant indépendantes les deux membres sont nécessairement égaux a une
constante réelle notée —n et on a

T" R" 1R’ 1 ®"
ot "TRYrRTED
d’ou
rZR—"+r5,+nr2 .
R R b

et donc il existe une autre constante u telle que
5 Ru + RI + 5 CD"
r“—+4+r—+nre=u=——
RTTRTTTTHET g

Comme bilan nous obtenons les équations suivantes
T"+ c*nT =0 (1)
O"+ud =0 (2)
?R"+rR'+ (mr? —uwR =0 (3)

Résolution de I'équation (2)
O"+ud =0
{CD(O) = ®(2m).
Siu < 0alors ® = 0.
Si u = 0 alors @ est identiquement constante.
Siu > 0alors ®(0) = Acos(6+/u) + B sin(6+/1).
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Déterminons les constantes A et B.

®(0) = ®(2m) } - { A(cos(Zn\/ﬁ) — 1) + B sin(er\/ﬁ) =0
®'(0) = @'(2m) Asin(2m/u) + B (1 — cos(2m,/u)) = 0.

C’est un systeme de Cramer, si son déterminant Det est non nul alors A =B =0
et @ serait identiquement nulle. Prenons alors Det = 0.

Det = 0 = 2cos(2m\/u) —2 =0 = 2m/u = 2nn = p =n? (n € N).
Nous obtenons ainsi une famille de solutions
U, =n? et ®,(8) = A, cos(nf) + B, sin(nb), n € N.
Passons a la résolution de I'équation (3) pour u = n?

{rzR" +rR'+(r? —n®*)R=0
R(1) =0, R(0)€ER.

Remarquons d’abord que sin < 0 alors la solution de I'’équation (1) relativea T

n’est pas bornée, prenons alors > 0 et posonsn = A%, 1 > 0.
Nous avons donc I'équation

r?R"+ 1R+ (*r* —n®H)R=0  (B})

C’estI’équation de Bessel d’indice n.
Avant de résoudre (B7) considérons I'équation

r2Z"+1Z2’+(@*—n?)Z =0 (B,)
On montre, a titre d’exercice, la proposition (S) suivante
(Z(r) est solution de (B,)) < (R(r) = Z(Ar) est solution de (B,’})) )

Commencons par résoudre I'équation (B,,).
On utilise la méthode de Frobenius qui consiste a chercher Z sous la forme

Z(r) =r® Z ark

k=0
avec ay # 0 et 'exposant « et les coefficients a; sont a déterminer.
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En dérivant et remplacant dans I’équation (B,,) nous obtenons

Z((a +k)(a+k—1)+ (a+k) —n?)qretk + Z a, rétkt2 =,
k>0 k=0
Par une translation d’indice dans la deuxieme somme nous écrivons

Z((cx + k)% —n?) apretk + Z Qper T4 =0
k>0 k>2
d’ ol
(a? —n®ayr® + ((a + 1)? = n?)a,r*t + Z[(((x +k)? —nPa,+a,_,]r** =0,
k=2

et par suite
(a? —n?)a, =0
((a+1)?>-n%a, =0
(@ + k)? —n®agp+ay_, =0, k> 2.

Comme a, est non nul nous déduisons que @ = +n.
La deuxiéme équation donne a; = 0 car (a + 1)?> — n? # 0 puisque a = +n.
Prenons @ = n, alors de la troisiéme équation nous obtenons la relation de
récurrence
Ag—2
ay=—————,k=2.
k k(k +2n)’
Ainsi puisque a; = 0 alors tous les coefficients d’indices impairs sont nuls i.e.
a2m+1 = 0, me N

Pour les coefficients d’indices pairs nous pouvons vérifier que

Qo
=™ , € N*
azm = (=1) 22mml(n+1D)(n+2)...(n+m) m

et que nous pouvons les mettre sous la forme compacte

_ (=DM nlag

Ay = , m € N*,
am 22m ml(n +m)!

La solution cherchée s’écrit donc pour @ = n en prenanta, = 1

(=™ n! om (=™ n!

r =
22m m!(n+m)! 22m m!(n+m)!
m=0 m=0

n+2m
)

Zoy(r)=1r"
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c’est fonction de Bessel de premiére espece d'indice n € N que 'on note [,

-)™  nl

22m m!(n+ m)!
m=0

n+2m

]n(x) =

La fonction de Bessel d'indice —n,n € N est la fonction

(—1)m n!
22m ml(—n+1)(—n+2) ...(—n+m)

]—n(x) = xTTrIm = (_1)n]n(x)-

m=0

Retournons a I’équation (B,,). Cette équation est du deuxieme ordre et admet pour
solutions J,(r) et J_,(r) mais ces deux solutions ne sont pas linéairement
indépendantes puisque /_,, = (—1)"/,,. La deuxieme solution indépendante de J,, est la
fonction de Neumann N,, définie par

. In() cos(pm) — ], ()
Nn(r) = ;lal—r>rrll sin(pm) '

En conclusion, la solution générale de I'équation (B),) est:
Z(r) =CJ],(r) + DN,(r); C,D€R.

Et par conséquent, d’apres la proposition (S), la solution de I’équation (B,’}) d’inconnue
R est
R(r) = Z(Ar) = CJ,,(Ar) + DN, (Ar).

Les conditions sur R nous donnent

R(0) e R= R(0) fini= D =0, car y_r)ré N, (r) = —o0.
et
R(1) = 0= CJ,(A) = 0= (C =0ou J,(1) = 0),

écartons I'éventualité C = 0, alors J,(1) = 0 et par suite A est un zéro de la fonction J,,.

Or la fonction de Bessel J, admet une infinité dénombrable de zéros,
0< Y1 <Vnz <" <Vngp <
A noter que J,(0) > 0et J,(0) =0,vn € N",
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La famille de solutions de I'équation en R est donc
Rk (1) = Jn(YnkT)
avec Jn(Yni) = 0.
On termine par la résolution de I'équation (1) en T pour n = A2 = (Y, )? = v
T" + c?y2,T = 0.
Cette équation a pour solutions la famille suivante

Tk (t) = Chk COS(CVnkt) + Dy Sin(cynkt)-

Finalement, I’équation de départ (I) admet pour solutions

Unk(1,0,t) = Ry (r) @, (6) Ty (2)
Uni (1,6, t) = Jn(Yni7)[An cos(nB) + By, sin(nd)][Cpy cos(cynit) + Dug sin(cypit)]

et par le principe de superposition nous obtenons

+00

u(r,0,t) = Z Jan (Y [An cos(n8) + By, sin(n@)][Cri cos(cynit) + Dy sin(cypnit)].
n=0,k=1

Déterminons maintenant les différents coefficients. En utilisant les conditions initiales

(CI) nous obtenons
+00

u(r,0,0) = f(,0) = f(,0) = > Ju(uir)[An cOS(n6) + By sin(n)]
n=0,k=1
4 (1,0,0) = g(1,0) = g(r,0) = D Y SV En OS(10) + Fy sin(n6)]
n=0,k=1

oul’ona pOSé Ank = Anan, BTLk = BTLCle , Enk = ATLDle et Fnk = BTLDTLk'
Ainsi

|( f(r,0) = Z K, (r) cos(nf) + L, (r) sin(nd)
)] =,
Lc‘lg(r, 0) = Z M, (r) cos(n8) + P,(r) sin(nh)
n=0
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ou les nouveaux coefficients sont définis par,

( K,(r) = ZAnk Jn(VnkT) L,(r) = Z Bk Jn(VniT)

(B) k=1 k=1
Ian(r) = Z YnkEnk ]n(ynkr) Pn(r) = Z YnkFnk ]n(ynkr)-
k=1 k=1

D’une part, connaissant les coefficients de Fourier, a partir de () nous avons

1 2T 1 21T .
K,(r) = ;fo f(r, @) cos(na) da, L,(r) = E-fo f(r,a)sin(na)da,n > 1
21

= L d = ! -1 0)d
Ko(r) = 5 fo Fr @) da, My(r) =5 fo c1g(r,0) da

27T 2T

1
c1g(r,0) cos(na) da, P,(r) = ;f ¢ 1g(r,0)sin(na) da,n = 1;
0

M) == [

0

d’autre part de (B) nous avons les développements suivant les fonctions de Bessel d’ou

Ank r Kn (r)]n(ynkr)dr

2 1
() f
2 1 r21
= mj j (V) f (r, @) cos(na)da dr
n+1Ynk) Jo Jo

B 7 Ly ()] (i) dr

2 1
el
T[]n+1(Ynk) 0

2 1 (21
T || e s

2 1
VnkE =—f r M, (r)],, Yner)dr
nktnk T[]rzl+1(ynk) o n n\r/nk
2¢c7 1

1 r2m
=7T]rzl+1—(ynk)—fo —fo I (Ynir) g (r, @) cos(na)da dr

2 1

YnkFnk = z—f 7/'Pn(7/')111(]/nk7')d7”
)51 (Vni) Jo

2¢71

1 F2m
= V) 9(r, @) sin(na)da dr, n > 1
7-[]7?1+1(ynk) —[0 —[0 In(Ymir)g

et

2 1 1 1 ,2m
Ao = m.fo r Ko(r)Jo(Yoxr)dr = m[e fo Jo(Yoxr)f (r, @) dadr

2 1 o1 1 21
YokEox = mfo T Mo(r)Jo(Yoxr)dr = mfo fo TJo(Yoxr)g(r, @) dadr.
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Application: Retrouvez la solution du probleme (D) pour f(r,0) = 1et g(r,0) = 0.
Exercice: Démontrer la proposition (S).

Devoir: Faites une recherche sur les fonctions de Bessel d’'indice réel quelconque et
établissez leurs premiéres propriétés. Etudiez briévement les développements en
série de Fourier-Bessel.

. Retour sur la formule de D’Alembert

Nous avons établi dans le point 2, la formule de D’Alembert pour x parcourant la droite
réelle tout entiére. Quelle est alors I'expression de la solution pour x appartenant a

la demi-droite positive ?

Considérons le probleme

( 0*u _ ,0%u

| F:C ﬁ;t>0' 0<x <+
(?+)4 B ou B

| ulx,0) = f(x), E(x, 0)=gKx); x>0 (CD

\ w(0,0) =0; £>0 (CB)

ou f et g sont deux fonctions continues telles que f(0) = g(0) = 0.

Transformons le probléme (#,) par une réflexion impaire (symétrie de centre
'origine) afin pouvoir appliquer la formule de D’Alembert.
Posons pour cet effet

_(ulx,t);x=0,t=0
"ulx, 0) = {—u(—x, t);x<0,t=>0
_( f(x); x=0
) = {—f(—x); x<0
(g(x); x=0
900 = {—g(—x); x<0

Ces trois fonctions sont impaires par rapporta x € R.

En effet, six = 0; %u(x, t) + “u(—x,t) = u(x,t) — u(—(-=x),t) = u(x,t) —ulx,t) =0
etsix <0; %ulx,t) + u(—x,t) = —u(—x,t) + u(=x,t) = 0.

Pour la fonction °f:

six=0; ’fF () + °f (=) = f(x) = f(=(=x)) = f(X) = f(x) = 0

six <0; °%F(0) + °f(—=x) = —f(—x) + f(=x) = 0.

De méme pour la fonction °g.
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Avec ces nouvelles fonctions le probleme (2, ) devient

{ Outt(x’ £ =c* Ouxx(x; t); t>0, —0<x < 400
“ulx,0) = °f(x), %u,(x,0) = °g(x); —o0 < x < 400

et la formule de D’Alembert nous donne, puisque x parcourt R,

o 1 o 0 1 x+Ct0
u(x,t) = E( fx+ct)+ "f(x— ct)) +—j g(y)dy.

2¢ Jy_ct

Maintenant en utilisant les définitions des fonctions °u, °f et °g, nous obtenons

I'expression de u(x, t) pour x € [0, +00] :

(1 x+ct

{I (et +fa-co)+o [ gy, sixzerz0
ulx,t) = x_xcj-ct

Ié (f(x +ct) — f(—x+ Ct)) + z—cf_ﬂctg(y)dy, si0 <x<ct.

Exercice 1: Analyser I'étude précédente pour f(0) # 0 ou g(0) # 0.
Exercice 2:

a. Peut-on avoir une formule analogue a celle de D’Alembert pour x € [a, b].
b. Résoudre par la méthode de séparation des variables le probleme

U — Uy = 0,0 < x <, t>0
ulx,0) =1, u,(x,00=0;,0<x<m
u(0,t) =0, u(mr,t) =0;t=0.

. Equation d’ondes non homogeéne - Principe de Duhamel
a. Soit I'équation des ondes non homogene suivante

U — C2Uy, = h(x,t); x ER, t>0. (NH)

Comme I'équation est linéaire, si on connait une solution particuliere u, de cette
équation c.a.d. vérifiant (NH) alors sa solution générale s’écrira sous la forme

u(x,t) =u,(x,t) + o(x +ct) +P(x —ct)
ol ¢ Y € C2(R).
Considérons a présent le probleme formé de I'équation (NH) et des conditions initiales
homogeénes
U — C%Uyy = h(x,t); x ER, t>0

(?NH){ u(x,0) =u(x,0) =0; x€eR
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Nous allons montrer que la solution de ce probleme s’exprime en fonction de la
solution U(x, t, s) du probléme suivant

Uy —c?Upy =0; xERt>0
(Dy) U(x,0,s)=0; x€R
U;(x,0,s) = h(x,s); x ER
ou s est parametre réel positif.

La solution du probléme (Dy) est donnée par la formule de D’Alembert

1 xX+ct
U(x,t,s) = Z_C_f h(y,s)dy ()
x—ct

Théoréme (Principe de Duhamel): Si U(x, t, s) est une fonction de classe C* en x et t,
de classe C° en s et résout le probléme (Dy), alors

t
u(x,t) = f U(x,t —s,s)ds (%)

0
est solution du probleme (Pyy).

Preuve: En dérivant les deux membres de (*#) par rapport a t, nous obtenons

9 rt t t
u(x, t) = %j U(x,t—s,s)ds = U(x,0,t) +f U(x,t —s,s)ds = j Ui(x,t —s,s)ds,
0 0 0

car U(x,0,t) = 0.
Par dérivation une deuxiéme fois par rapport a t nous aurons

t t

Upe(x, t —s,s)ds = h(x,s) + f Ui (x, t —s,5)ds.

utt(x, t) = Ut(x, 0, t) +.f
0

0

Maintenant la dérivation de u(x, t) par rapport a x nous donne

2 t t

Uy (X, t) = EP U(x,t —s,s)ds = f U (x,t —s,s)ds.
0 0

Ainsi

t t

Up(x,t —s,8)ds — c? f Uy (x,t —s,8)ds

Upr — C*Uyy = h(x, s) +f
0

0
t

= h(x,s) + f (Upe — c?U,y) (x, t — 5,5)ds,
0

et sachant que U est solution de (Dy) alors U, — c¢?U,, = 0 et par suite

Upe — C2Uyy = h(x, 5).
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En outre u satisfait les conditions initiales,

0

U(x,t —s,s)ds =0, u:(x,0) = f Ui(x,t —s,s)ds = 0.
0

0

u(x,0) = j

0

En conclusion la fonction u définie par (x*) est bien solution du probléme (Pyy) et
nous avons en utilisant (x)

t rx+c(t-s)
f h(y,s)dy ds.

x—c(t—s)

1
u(x,t) = Z_C_f
0

Notons pour finir que si h(x, t) est de classe C! en x et de classe C° en t alors u(x, t)
donnée par la derniére formule fournit une solution de classe C? de (Pyy).

b. Soit maintenant le probléme non homogene avec conditions initiales non homogénes
Upe — C%Uyy = h(x,t); x ER, t>0
(Pun) _ — a(x)-
u(x,0) = f(x), ug(x,0) = g(x); x€R.

A cause de la linéarité ce probléme peut-étre partagé en deux problemes

@

Uy — C%Uyy = 0; x ER, t>0
u(x,0) = f(x), us(x,0) =gx); x€ER,

Upe — C%Uyy = h(x,t); x ER, t>0

(PNH){ u(x,0) = u,(x,0) =0; x€R,

et la solution de (Pyy) est la somme de la solution de (P) et celle de (Pyy).

Ainsi la solution du probleme (Pyy ) est

x+c(t-s)
f h(y,s)dyds.

x—c(t—-s)

1 x+ct 1 t
u(x,t) =§(f(x+ ct) + f(x — ct)) +2—Cf t g(y)dy-}-z_cfo

X—C
Application: Résoudre le probléme suivant

{ U — Uy =X+t x ER, t>0
u(x,0) = x2, u(x,0) =cosx; x€R.
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6. Equation des ondes en dimensions supérieures
a. Considérons dans cette partie I'’équation des ondes en dimension n > 2,

Uy = c2Au; x ER™,t>0
avec les conditions initiales
u(x,0) = f(x), u(x,0) =g(x); x € R™

Nous allons transformer, en utilisant les moyennes sphériques, I'équation précédente
donnée en dimension n > 2 en une équation en dimension 1.
Commencgons par la définition suivante.

Définition: Pour une fonction h continue sur R", on définit sa moyenne sphérique sur la
sphére de rayon r et de centre x par

My (x,7r) = i h(x+rz)dS(z) = i h(x +rz)dS(z),

Wn JaB(0,1) Wn Jiz|=1

ol w, est l'aire de la sphére unité 0B(0,1) = S" 1 = {z € R"; |z| = 1}.

La fonction M;, vérifie des propriétés importantes groupées dans la proposition
suivante.

Proposition: Pour une fonction donnée h = h(x) € C*(R"), k > 2, la fonction
v:R* Xx R — R définie parv(x,r) = M (x,7) est de classe C¥ sur R™ x R.

De plus elle vérifie les propriétés suivantes:

1.v(x,0) = h(x) pour tout x € R™.

2.v(x,—r) = v(x,r) pourtous x € R", r € R.

3. %v(x, 0) = 0 pour tout x € R™.

0? n-190 _ n "
4. mv(x, r) + Ta—rv(x, r) = A, v(x,7r) dans R™ X R*.

Preuve:

Remarquons d’abord que nous avons généralisé la définition de la moyenne sphérique
aux valeurs négatives de r, ainsi pour r € R nous dirons que M, (x,r) est la moyenne
sphérique de la fonction h sur la sphére de centre x et de rayon |r|.

Ona

v(x,r) = My (x,7r) = if h(x +rz)dS(z) @Y
nJz|=1

comme h € C¥(R™) alors on peut dériver successivement sous le signe intégrale et
conclure que v € C*¥(R™ x R).
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Pour le point 1 nous avons

RGO [ oy = MO0

n |Z|=1 n

v(x,0) = ifl |— h(x)dS(z) = wy, = h(x).

n

Vérifions le deuxiéme point.

1 1
v(x,—r) = —Jl‘ | h(x —rz)dS(z) = —fl | h(x +ry)dS(y) = v(x,r).
z|=1 y[=1

n n

Concernant le point 3, nous avons

0 1 0 1
—v(x, 1) =—f —h(x +rz)dS(z) =—f Vh(x +1rz).zdS(z)
or Wn Jiz=1 0T Wn Jiz1=1

d’ou

v-(x,0) = wifl |— Vh(x).zdS(2).

D’autre part

0 1 0 1
—v(x,—r) = —f —h(x—rz)dS(z) = —— Vh(x —rz).zdS(2)
or Wp Ji5=10 Wn J|z|=1

et donc

v.(x,—0) = —i Vh(x).zdS(2).

nJlz|=1
Ainsi
v (x,0) = —v,(x,0)
et par suite v,.(x,0) = 0.

Passons au quatriéme point.
Dérivons par rapport a r les deux membres de (1), nous obtenons

g = ! Vh ds 2
Ev(x,r) = w_n-f|z|=1 (x+712).2dS(z) (2)

Transformons le second membre en utilisant le théoréme de la divergence dans le
domaine Q = {z € R"; |z| < 1} de frontiére dQ = dB(0,1) = $™ ! et dont la normale
unitaire extérieure est n(z) = z.
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Remarquons que I'intégrant dans 'intégrale dans (2) n’est autre que W.n ou
W(z) =V, h(x + rz).
D’apres le théoreme de la divergence nous avons

f divW(z)dz = W(z).n(z)dS(z) (3)
Q 20

et comme

62
v, h(x +rz) = rA h(x + rz),
i

div W(z) = div (Vxh(x + rz)) = rz 3

nous obtenons en remplacant dans (3)

f rAyh(x +rz)dz = f V.h(x + rz).zdS(z)
Q 20

i.e.

f Voh(x +1rz).zdS(z) = f rA h(x +rz)dz.
|z|]=1

|z|<1

De (2) nous déduisons que

0
—v(x,r) = L.f A h(x +rz)dz = LAX <.f h(x + rz)dz) (4)
ar Wn Jiz1<1 Wn lz|<1

Posons maintenant y =rz,d'ou dy = r"dz et par suite

1
f h(x +rz)dz = — h(x + y)dy.
|z|<1 r

lyl<r

Or

h dy = h(x +9)dS(9) dp = n-1p 4S(0) d
Lm(””Oy Lﬁ%p@+> ®) dp Lﬁmﬁ (x + pv)dS(v) dp

T
= wnf p"tv(x,p)dp.
0

Ainsi

wy (7
f h(x +rz)dz = —nf p" Lu(x, p)dp,
|z|<1 = Jo

en portant dans (4)nous écrivons

0 () =~ %fr“1< Yap ) = 1fr“m (6,0 )d
pdCs = oM 0p v(x,p)dp | = == 0p L v(x,p)dp.
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Multiplions par "1 et dérivons par rapport a r

] ] a ("
— | yn-1__ - n-1
pm <r pd €2 r)) - ( fo P Ayv(x, p )dp>,

ce qui donne
2

d
r vl + (= Drt o w(x ) = T Aw(xT).

En simplifiant par 7™ 1 # 0 nous arrivons a la relation voulue

2 n—1 0
Wv(x,r) + " Ev(x, r) = Av(x,1).

C’est la formule de Darboux.m

b. Application: Diminution de la dimension
Considérons le probléeme suivant
Uy = c?Au; x ER™ME >0 )

avec les conditions initiales
u(x,0) = f(x), u(x,0)=g(x); x€R™ (CI)

Soit u(x, t) une solution de (€). Regardons t comme parametre et considérons la moyenne
sphérique de u(x,t),

1
v(x,rt) =M, (x,1t) =— u(x +rz, t) ds(z).

Wn Jiz|=1

Dérivons deux fois par rapportat

1
Ve (x, 7, t) = — f Ue(x + 1z, t)dS(2).
|z|]=1

Wn

et d’apres (&)

c? 1
v (x, 7, t) = —f Au(x + rz,t) dS(z) = c?A —f u(x +rzt)dS(z)
Wn Jjz|=1 nJiz1=1

d’ou
v (x,7,t) = c2Av(x, 7, t).
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En utilisant la formule de Darboux, nous obtenons

o=c(L p+ 10 t
vtt(xlr! )_ c arz v(x!rl ) r arv(x!r; )

2 2

d n—1 0
- _ 22 - -
32 M, (x,r,t) =c <6r2 M, (x,r,t) + " arMu(x,r, t))

C’est I'équation d’Euler-Poisson-Darboux.

Concernant les conditions initiales

M, (x,r,0) = i u(x +1rz,0)dS(z) = i fx+1rz)dS(2)

Wn J)z|=1 nJ|z|=1
donc
M, (x,7,0) = Mg(x,7),

et

d 1 1

—M,(x,7,0) =— u(x +rz,0)dS(z) =— g(x +1rz)dS(2)

at Wn Jiz1=1 n J)z|=1
ainsi

9]
aMu(x, r,0) = My (x, 7).

Avec les notations suivantes:
Mu(x; r, t) = U(x, r, t); Mf(xJ T) = F(X, r)l Mg(xJ T) = G(xl T),

le probléme initial (£)(CJ) est transformé au probléme suivant d’'inconnue U

2

(92 G, n—1 9

| —U(,rt) =c?|—U@rt)+ — =—U(x,rt)|; TER t>0
Jatz or? r or

(ER)

0
U(x,r,0) = F(x,1), EU(x,r, 0) =G(x,1); r € R.

Puisque les dérivées portent sur les variables r et t alors le probleme (ER) est donné
dans I'ensemble A = {(r,t) € R X R, } et x représente un parametre.

C’est un probleme en dimension 1, puisque r est un réel !

Nous disons que I'équation dans le probléeme (ER) est I'équation des ondes avec terme
d’ordre inférieur

0
U.(x,r,t) = aU(x, T, t).
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Si maintenant U(x, r, t) est solution de (ER), alors la solution u(x, t) du probléme de
départ (£)(CT) peut-étre obtenue en remarquant tout simplement que

u(x, t) = ll_r)r& U(x,r,t).

En effet, comme nous I'avons déja vu,

720 Wy n

1 1
lin(l) U(x,r,t) = lin(} M, (x,7,t) = lim—f u(x +rzt)ds(z) = —f u(x, t)ds(z)
r— r— |Z|=1 |Z|=1

_ulx,t)

dS(z)

wTL |Z|=1
donc
u(x,t)

lin(} M, (x,7,t) = wy, = u(x,t).
ol

n

7. Formules de Kirchhoff et de Poisson
Soit le probleme
Uy = c?Au; x ERYE >0

(:Pn) {u(x, 0) — f(x), ut(x’ 0) = g(x); x € R™,

a. Formule de Kirchhoff:

Nous allons résoudre le probleme (#,) pour n = 3, en d’autres termes nous allons
déterminer la forme de la solution du probléme (P;).

En utilisant les moyennes sphériques, on démontre le théoreme suivant.

Théoréme (Formule de Kirchhoff): Soient f € C3(R3) et g € C2(R3). Alors le
probléme (P;) admet une unique solution u(x, t) définie par la formule de Kirchhoff,

u(x,t) = tG(x,ct) + % (tF(x,ct))

_ 1
" Amc?t?

fl _[t0) + 70D+ ). 0 = 1S
y—x|=ct

ou F(x,r) et G(x,r) sont les moyennes sphériques de f et g respectivement.

Preuve:
D’apreés la formule de Darboux, puisque G (x, ) est la moyenne sphérique de g(x) alors

pour n = 3 nous avons
2

d 20
—GO,r)+ - =—G(x,71) =A,6(x,7), (x,7) € R3XR"
or? r or
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Multiplions les deux membres par r nous obtenons
TG (x,7) + 2G,(x,7) = A (rG(x,7))
Ecrivons cette équation sous la forme

aZ
377 (rG(x, 7)) = A (TG (x, 7)),

et posons
— t
G(x, t):=tG(x,ct) = — g (x + ctz)dS(z).
4T Jiz1=1
alors la fonction G satisfait I'équation des ondes

Ge(x,t) = c2AG(x,t); x ER3,t > 0

avec les conditions initiales
G(x,0) =0, G.(x,0) = g(x); x €R3.

En reprenant les mémes calculs pour la moyenne sphérique F(x,7) de f(x) eten
posant
— t
F(x,t):=tF(x,ct) =— g (x + ctz)dS(z)
A1 J 12121

nous vérifions sans difficulté que
Fe(x,t) = c2AF (x,t); x € R3,t > 0.

On montre 2 titre d’exercice que puisque F est de classe C3sur R3 x ]0, +oo[ et vérifie

I'équation des ondes alors la fonction F, vérifie également cette équation.
De plus nous avons

_ 0 — 0 0
F.(x,t) =aF(x,t) = a(tF(x,ct)) = F(x,ct) +taF(x,ct)

= 1 t 0
Fe(x,t) = — f (x + ctz)dS(z) + ——

tz)dS
41t lz|=1 4 at |Z|=1f (x te Z) (Z)

= % |Z|=1f (x + ctz)dS(z) + %c f|z|=1Vf (x + ctz).zdS(2).

D’ou

%f(x, t) = %fmﬂ[f(x + ctz) + ctVf(x + ctz).z]|dS(2).
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Etona

= 1 fx)
Fi(x,0) = i f(x)dS(z) = ?‘W = f(x),

|z|=1

et

0 - 0% — —_
—_— = — = 2 =
5% F:(x,0) 36 F(x,0) = c*AF(x,0) = 0.

Nous avons obtenu ainsi deux solutions de I'’équation du probleme (P;),
La premiere c’est G (x, t) vérifiant
G(x,0) =0, G.(x,0) = g(x); x €R3

et la deuxiéme solution est F,(x, t) avec
— — Jd —
F.(x,0) = f(x), Fir(x,0) = EFt(x' 0) =0, x € R3.

Maintenant puisque le probleme (P;) est linéaire alors sa solution s’écrit comme suit
u(xl t) = Ft(xi t) + E(xl t);

et remarquons que nous avons bien pour tout x € R3

{ u(x,0) = F,(x,0) + G(x,0) = f(x)
u(x,0) = ﬁtt(x» 0) + Et(x: 0) = g(x).

Exprimons pour finir u(x, t) en fonction de f(x) et g(x). Nous avons
u(x, t) = F.(x, t) + G(x, t)

En remplagant chaque terme par son expression nous obtenons

u(x,t) = %f [f (x + ctz) + ctVf(x + ctz).z]|dS(z) + % f g (x + ctz)dS(z),

lz|=1 |z|=1
Posons y = x + ctz, alors dS(y) = c?t?dS(z) et |z| = 1= |y — x| = ct.
Avec ce changement

1 t
WO =g | OO b | g0asw)
et nous aboutissons la formule de Kirchhoff
1
WD = [ [0+ ) + V0. O~ 1S,

ly—x|=ct
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Exercice: Justifier 'unicité de la solution confirmée par le théoreme.
Exercice: Montrer que si v(x, t) € C3(R™ X R*) est solution de I'équation des ondes
alors v (x, t) est également solution de I'équation des ondes.

a. Formule de Poisson:

Considérons a présent le probléeme (#,) pour n = 2.

Nous allons déduire la solution du probléme (P,) en se servant de celle du probleme
(P3). La méthode qui permet de faire ce passage s’appelle la méthode de descente
d’Hadamard.

Théoréme (Formule de Poisson): Soient f € C3(R?) et g € C?(R?). Alors le probléeme
(P,) admet une unique solution u(x, t) définie par la formule de Poisson,

u(x,t) =

)

f tg(y)+f(y)+Vf(y)-(y—x)d
2nct ly—x|<ct \/Cztz — |y — x|?

pour tout (x,t) € R? x 0, +ool.

Preuve:

Nous savons que R? peut-étre considéré comme un sous-espace de R3 via
I'identification R? = R? x {0} = {(xy,x,,0): x;,x, € R} € R3.

Soient x € R? et t > 0, alors en prenant x = (x;, X, 0) nous écrivons d’apreés la formule
de Kirchhoff que

1
WD = [ (900 + ) + V0. O~ 1S,

ly—x|=ct
En désignant par (x;, x5, x3) les points de R3 nous pouvons écrire avec

y=0wuY2Y3), 90)=90uy2), fO)=fuy2)
que

1

ulxt) = 4rrc?t?

fl | [tg(Vu,y2) + FuLy2) + Vi, y2). (7 — 0)]dS(y)
y—x|=ct

Sachant qu’une spheére est formée de deux hémispheéres alors

1
u(x,t) = Py (2 ]l et yin [tg (1, ¥2) + f(uy2) + Vi, y2). (v — x)]1dS (y)>

1

~ 2mc2e? 'f|y—x|=ct, 5250 [tg(v1,y2) + (1, ¥2) + Ve, ¥2)- (v —x)]dS(y)  (5)
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Calculons maintenant I’élément de surface dS(y)
Paramétrisons d’abord I'hémisphére supérieure définie par |y — x| = ct, y; > 0.
Ona

ly—x|=ct = \/()’1 —x1)2 + (y; — %)% + y5 = c*t?

d’ou l'on tire

y3 =+/c2t2 — (y; — x1)2 — (v, — %)% = d(y1,¥2)

car y; > 0.
Par suite
as(y) = \/1 + Vo (y1, y2)|12dy,dy, = [1+ (0_) + (6_> dy,dy,
Y1 V2
oo Vi — X
— (1, y2) = — ii=1,2.
0y v \/Cztz — (Y1 —x1)% — (¥, — x3)?
D’ou
ct
ds(y) = dy,dy;.

\/Cztz — (1 —x1)% = (y2 — x3)?

Sachant que la projection de ’hémisphere considérée sur le plan horizontal, d’équation
y; =0, estledisque D = {y = (v1,y,) € R?, |y — x| < ct } nous déduisons de (5) que

1 [tg(yi,y2) + f,y2) + V(e y2). (v — x)]ct
ulxt) =5—= dy,dy;
2mcet ly—x|<ct \/Cztz — (y1 —x1)% — (¥ — x)?

i.e.

u(x,t) =

dy,dy,

1 j tg)+ )+ ).y —x)
21t Jiy, |y —xi<ct) Je2t? — |y — x|?

avec rappelons-le x = (x;,x, ) E R? et t > 0.

Exercice: On considere le probleme suivant,
u,(xt) = Mu(xt); xeR,t>0
(P) X ulx0)=gkx); xeR?
u,(x,0) = h(x); x € R3,

ou g et h sont des fonctions continues.
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La solution de ce probleme est donnée, en dimension 3, par la formule de Kirchhoff :

10
u(x,t) = _n_<t j|y|=1g(x + cty)ds(y)) + %fmzlh(x + cty) ds(y).

Soit g(x) = g(xy,x3,%3) = x% + x3 et h(x) = 0.
En remarquant que les fonctions g et h dépendent seulement de x; et x,, utiliser la
formule de Poisson (en 2D) issue de la formule de Kirchhoff (en 3D) par la méthode de

descente d’Hadamard, pour déterminer explicitement la solution u(x, t) de (P).
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