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| Séries de Laurent et résidus. |

Exercice 1 Donner le développement en série de Laurent de la fonction suivante en précisant dans
quelles parties de C elles sont valables.
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Exercice 2 Quels sont les points singuliers des fonctions suivantes, préciser leurs types puis calculer
les résidus.
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Exercice 3 Calculer les intégrales suivantes
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Exercice 4 Calculer I'intégrale suivante
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Exercice 5 Calculer les intégrales suivantes
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Exercice 6 Calculer les intégrales suivantes
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Solution:

Exercice 1: Dans un premier temps, on essaye d’écrire la fonction sous une forme convenable.
Posons,
1 A B
£(z) = e
(z+2)(z—1) 2z—-1 2z+2

Par identification, on aboutit a

)= e =3 7o~ )

Nous commence par le premier cas (autour de 0):
1- Si |z] < 1, alors
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2-Si 1< |z| <2, alors
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3- Si 2 < |z| < 400, alors
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Nous passons au deuxiéme cas (autour de —2):
1-S5i0<|z+2| <3, alors
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2- Si 3 < |z + 2| < +o0, alors
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Exercice 2:
1. Soit f(z) = Wz)(z—% Nous remarquons que les points singuliers sont 0, 1 et 2. Le point 0

est un podle double, par contre 1 et 2 sont des poles simples. Donc, nous avons

1 .. e "5

Res(f,0) = *ll_l)% {zQ (2_1)( ]—4.
Res(f,1) = ;I_)Hi[(z—l) o) 2_2]:—6.
o2
Res(f,2) = lii%[(z_Q) 2z - 1) z—z]:zx’
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2. Soit f(z) = <. Le point 0 est un pole simple et donc

z

Res(f,0) = lim PR

z—=0 z

3. Nous avons ) .
l—cosz 1-(1-5+%F+...) =z 23

Par conséquent, 0 est une singularité apparente. Donc, Res(f,0) = 0.
4. Soit

1 1 1
1z) = 23— 25 31— 22
Le point 0 est un poéle d’ordre 3, par contre —1 et 1 sont des podles simples. Nous avons
1 117
= Zlim |23= =1.
Res(f,0) 2z5%[z 231——z2]
. 1 1 1
Res(f,1) = lim [V - ”231_22] =y
: 1 1 1
Res(f,~1) = lim, [<Z * 1>23122} =
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5. Soit f(z) = ejl. Les points ¢ et —i sont des poles simples. Nous avons

22

Res(f,i) = lim [(z—i)m:;;i)]zz_;.

Res(f,—i) = hm{(zﬂ)

zZ—r—1

e

@+n@n}:%'
6. Soit f(z) = ln(iijz) Nous avons

In(1+2) =z-2%2/2+23/3+... 1 1 2
fe)=—Fx—= = =5tz te

Donc, 0 est un pole simple et on observe Res(f,0) = 1.

7. Soit ) ;
— €
f(z) - 1 +€Z‘

Sil+e* =0, alors z = (2k + 1)7i, k € Z. Nous avons

N h(Zo) B 1— e(2k+1)7ri B
Res(f, (2k + 1)mi) = Tl) R —2.

8. Soit f(z) = Zéejl. Les points —1 et 1 sont des poles simples. Nous avons

Res(f,1) = lim [(z—l) e }:—e.

z—1 22—1 2
. ze? e 1
Res(f,=1) = Jm 1z +1) 5| =5~

Exercice 3:
1. Nous avons

i
/ tan(z)dz = / 12 .
|2|=2 |z|=2 COS Z
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Sicosz = 0 alors z; = (2k + 1)%, k € Z. Dans notre cas (|z| = 2), les singularités sont %ﬂ et g

Ainsi,

)

. T
/|Z|:2tan(z)dz = 2mi (Res(f,2 +Res(f,—§)

N———

2. Nous avons
e? e
———dz = / ————dz = 2miRes(f,0),
/z|:2 24 + 523 |z]=2 2%(z +5)
1 e? " 17mi
= 2m | =1 - = .
™ <2 =50 [Z z3(z+5)] > 125

1 1
z 3123

3. On sait que

sin(;) = +... = Res(f,0)=1.

Ainsi,

z

1
/ sin(=)dz = 2mi.
|z]=1

4. Nous avons

dZ . . . ) 1 . 1 -
/|z—i|:; A1 2miRes(f,i) = 2mi il_%(z — z)m = 27”(@> =3
Exercice 4:
Nous avons
27 do B / ] "
0 \/§+COS(9) |2]=1 \/5""%(2—{—%) /L-Zv
_ —2 dz
i fgm 22— 2v2e 4 1
- ;2 dz
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Exercice 5:
1. Soit

teo dx
/_OO (22 + 1) (22 +9)°

Nous avons

dz
o . A
Xy )19 mi [Res(f,i) + Res(f,31)]
Apres calcul, on obtient
. . 1
Res(f,i) = I6i" Res(f,3i) = T
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Par conséquent,

/ dz o L _1Y_T
L@ 0+ T\le a8i) 12

D’autre part,

dz B dz n R dx
/7(22+1)(z2+9> Bl /m (22 +1)(2+9) /R (z2 4+ 1)(22 +9)

Si R — +o0, alors f'm (zzﬂ‘)l% — 0 car le degré de (22 +1)(2%2 +9) est 4 > 0+ 2. Nous obtenons

/+oo dx B 1
o (@2 D)(22+9) 127
/+oo dx
o (@24 1)3

d
o

2. Soit

D’un autre c6té, nous avons

Nous calculons

Res(f,i) = %nm [(z - i)31)3}” _ 3

22—

Par conséquent,

On a aussi

/ dz _/ dz n /R dx
L (22413 L (22413 g (a2 4+ 1)3

Si R — +o0, alors va 3z 5 0 car le degré de (22 +1)3 est 6 > 0+ 2. Nous obtenons

@+
/—i-oo dx B 31
o (#2+1)3 87

3. Soit
/+oo dx
|
On calcule
/ dz
1 .
420+ 1
- (k+1)mi . mi  3mi 5mi Tmi .
Siz*+1=0,alorsz, =e¢ 1 ,k=0,1,2,3.Onobtient donczg =e41,e 4 ,e 4 ete 4 . Clairement,

les singularités a 'intérieur de v sont zg et z;. On a

dz . i 3mi
/yz4+122m {Res(f,eél)—l—Res(f,e 1 )}



Apres calcul, nous obtenons
Res(f,e%i) = — Res(f,e s ) = ——
4

Donc,

D’autre part

/dz _/ dz +/R dz
N o o T VA B e

Si R — 400, alors fm zfjl — 0 car le degré de z* + 1 est 4 > 0 + 2. Nous obtenons

/+°° dzx ™2
oo X1 2

Exercice 6:
Soit

T cosx
5 dz.
oo X4 +1
Nous avons

12

/y T_Hdz = 27TiR€S(f,i),

g

— 9orili .
ﬂlzlini(z Z)212—|-1

1 R ix iz
/ QHZ dz = / 26 dx—l—/ 26 dz,
27+ 1 _px+1 Np 20+ 1

D’autre part

Si R — 400, alors

lim 3 =0, carle polynome z2+1 est de degré 2 qui est > 0+ 1.
R—+too J,, 27+ 1

Donc,

Ce qui implique que



