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Soit K un corps (R ou C).

1 Définitions générales

Définition .1 On appelle matrice de type (n,p), ou bien matrice a n lignes et p colonnes, un
tableau a éléments de K rangés en n lignes et p colonnes comme suit :

a1 Qar2 . . . . Qdip
Q21 Q22 . . . . dgp
A= (aij)1<i<n
<US
apni1 Ap2 . . . . dpp

Dans ce cas, la matrice A est de taille n X p.
L’ensemble des matrices de type (n,p) est noté M,, ,(K).

Remarque .1

a1
5]
1. Sip=1alors A= | . | est dite matrice colonne.

Qp,
2. Sin=1 alors A = (al, as, ..., an) est dite matrice ligne.

3. Sip=mn alors A est dite matrice carrée d’ordre n. Les éléments aiy, ass, ..., Gpn forment
la diagonale principale de la matrice.
L’ensemble des matrices carrées est noté M, ,,(K) = M,,(K).

Définition .2 Deuz matrices A = (a; ;) et B = (b; ;) sont dite égales si et seulement si A et
B sont de méme type (n,p) et a;; =b;;, pour tout 1 <i<netl<j<p.

1.1 DMatrice associée a une application linéaire

Soient E et I deux espaces vectoriels donnés, tels que dimE = p et dimF = n, et soit
f : E — F une application linéaire.
Si By = {v1,v2,...,v,} une base de E, et By = {wy, ws, ..., w, } une base de F| avec,

pour tout i = 1,....,p, f(v;) = ap;wy + agiws + ... + apiw,.



alors on appelle matrice associée a f par rapport aux bases By et By notée M (f, B, Bs) la
matrice (n,p) dont les colonnes sont les coefficient a;;

flor) flv2) ... f(“p)

11 Adi2 ... Qip w1
M(f7 Bla B2> — a1 Qg2 ... Q2 Wo
Qp1 Ap2 ... Gpp Wy,

Inversement, si on a une matrice A, comment déterminer I'application linéaire associée ?

Soit x € F, il s’écrit sous la forme x = le x;v;. Donc :
p p p p n
fl@)=FOQ Jmv) = mif(v) =Y wi(ariws + asiws + ..+ anity) = > i Y agity.
i=1 i=1 i=1 i=1 k=1

On obtient

flz) = Z (Zakixi)wk,

k=1 =1

or f(z) est un élément de F donc f(x) = >} _; ysws, ce qui nous donne

p
Yr = E QpiZi-

=1

1.2 Rang d’une matrice

Définition .3 On appelle rang d’une matrice A € My(K) le rang de lapplication linéaire
associée a cette matrice.

Corollaire .1 Le rang d’une matrice A est le nombre de vecteurs colonnes linéairement indépendants.

Exemple .1 Calculons le rang de la matrice :

-1 0 0 1
0 -1 0 1
A= 0o 1 -1 0
o 0 2 =2

Notons les vecteurs colonnes de A par vy = (—1,0,0,0),v, = (0,—1,1,0),v3 = (0,0, —1,2) et
v =(1,1,0,-2).

Question 1 : est-ce-que {vy,v9,v3, 04} est libre ?
-+ = 0
—Qg + g = 0
Qg — (N3 = 0
2043 — 2044 =0
Question 2 : est-ce-que {vy,ve,v3} est libre ¢ Réponse :OUI, donc le rgA = 3.

a1U1 + QaUe + vz + auvy = 0 = S =ay =3 =qa4 = rgA <4



1.3 Opérations sur les matrices

1.3.1 Addition de matrices
Soit A = (ai;)1<i<n €t B = (bi;)1<i<n deux matrices de méme type (de mémes dimensions)
1<g<p 1<j<p

(n,p). La somme A + B est aussi une matrice (n,p), définie par A+ B = (a;; + b;j)1<i<n -
1<g<p

1.3.2 Multiplication par un scalaire

Soit A = (aij)1<i<n €t soit A un nombre réel (ou complexe) donné, alors AA = (Aa;j)1<i<n -
1<g<p 1<j<p
On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Corollaire .2 (M,, ,(K),+,.) est un K-espace vectoriel.

1.3.3 Produit de matrices

Soit A = (a;x)1<i<n une matrice (n,p), et soit B = (by;)1<k<p une matrice (p, m), alors le

1<k<p 1<gsm
produit C'= AB est une matrice (n,m), définie par C' = (¢;;) 1<i<n OU
1<jsm

p
Cij = E ik ;-
k=1

Remarque .2 Pour que le produit de deux matrices existe, il est nécessaire que le nombre de
colonnes de la premiere soit €gal au nombre de lignes de la seconde.

Remarque .3 Soient f : E — F et g : ' —> G deux applications linéaires, alors on a la
relation

M(<gof)7Bl7B3) = M(f761782>M(g7827B3)

ainsi la matrice associée a la composée de deux applications est égale au produit des matrices
associées a chacune des deux applications.

1.3.4 Matrice transposée

Soit A = (a;j)1<i<n une matrice (n,p) donnée, on appelle matrice transposée de A, ou plus
1<i<p
simplement transposée de A, la matrice (p,n) notée *A définie par 'A = (aﬁ-)%gjgp.
<i<n

On a les propriétés suivantes :

1. (A+B)="A+'B.

2. Had) = a.tA.
3. 1(*A) = A.
4. '(A.B) =" B'A.
1 —6
Exemple .2 A= | 3 —4 | alors'A= ( 130 >
0 9 6 —4 2

Remarque .4 Une matrice (carrée) qui vérifie 'A = A, est dite matrice symétrique.



1.3.5 Matrices carrées particulieres

Soit A = (a; ;) une matrice carrée d’ordre n.

1. A est dite Matrice carrée diagonale si et seulement si a; ; = 0 pour tout ¢ # j :

ai 0 P 0
0 Q22 . . . . 0
A=
. R
0 .o . .0 apy

2. Si A est une matrice diagonale telle que a;; = 1 pour tout 1 < ¢ < n alors elle est dite
matrice identité. On note A = I,, :

10 .. 0

o10. . .0
I, =

e ¢

o . . . .01

3. A est dite Matrice carrée triangulaire supérieure si et seulement si a;; = 0 pour tout

1> 7
iy ar2 . . . . Q1n
0 Q292 . . . . Q2p
0
A=
0 0 . . . 0 apn
4. A est dite Matrice carrée triangulaire inférieure si et seulement si a;; = 0 pour tout
1< J
1,1 0 e e 0
21 G292 o . . . 0
A=
0
Qp1 Gp2 . . . . QApnp

5. A est dite Matrice carrée symétrique si et seulement si a; ; = a;;.

6. A est dite Matrice carrée anti-symétrique si et seulement si a; ; = —a;;.
7. A est dite inversible si et seulement si 3B € M,,(K) telle que A.B = B.A = I,,. On note
B=A""

Remarque .5 Si f est Uapplication linéaire associée a A alors A=1 est associée a f~1.

4



On a les propriétés suivantes :
1. (PA)~t =t (A7),
2. (A H™1 = A
3. (A.B)"' =B71.A7L.
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