Theéorie d’Elasticite

Abdellatif MEGNOUNIF

Application 7

Elasticité Plane
Poutre Console
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Application

Le but de cette application est d’appliquer les principes
de I’élasticité plane pour une poutre en utilisant la
notion de la fonction d’Airy, pour montrer la simplicité
de la solution.

Les résultats seront comparés a ceux de la théorie des
poutres classique.
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Application

Montrer que la fonction
F 2
p(x,y) = —33- XY (3.h—2.y)
Est une fonction d’Airy.

Trouver le chargement extérieur correspondant a cette fonction pour le cas
d’une poutre délimitée par y=0, y=h, x=0 et x positif (voir figure)

A Y B > X
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E On néglige le poids propre
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Application
Pour que ¢(x,y) soit une fonction d’Airy, il faut 03 conditions

i) Il faut qu’elle vérifie I’équation bi-harmonique.

oy  , ey exy)

: 0
ox* dx%0y? * ay*

Vip(x,y) =

if) Il faut que la fonction donne une distribution de contraintes

_e(xy) _*9(xy) ___Pekxy)
T T T gy 7y T T ax2 = dxdy

iii) Il faut que la distribution de contraintes vérifie toutes les conditions
aux limites

X=1Loy+mrty

Y = L1, +m.o,
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Application
i) Il faut qu’elle vérifie I’équation bi-harmonique.

oy ,0exy) ey

4 = 2. 0
\ (p(X,y) axq. + axZOyZ ay4
avec F 2
o(x,y) = —33- XY (3.h—2.y)
*p(x,y) . to(xy) 0 'o(x,y) _ 0
ax+r ox29y? ay*
D’ou o (x,y) *'e(x,y) d*e(xy)
V4 — 2. =0
¢(x,y) | “axayr T ay
Est vérifiée

La fonction ¢ (x, y) est bi-harmonique.
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Application

if) Il faut que la fonction donne une distribution de contraintes

= ——. X+

_e(xy)
O, = ayz
_e(x,y)
y O x2 o
2
. _ ey
4 0xdy

On néglige le poids propre

6.F.y 6.F.y?
X = E
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Application

iii) Il faut que la distribution de contraintes vérifie toutes les conditions

aux limites
X=1Loy+mrty
Y =L1,,+m.o,
_ 6.F 12.F 6.F.y 6.F.y"
X=(—?.x+ PE .x.y).l+( W13 ).m
_ (6.F.y 6.F.y>
Tz )
1N(0,-1) S
A _ B
N(-1,0) /
— . 7
/,
D c
[ L/
N(0,1)
vy
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Application

Face AB : (I,m)=(0,-1) et y=0

= <

e o

_ 6.F 12.F 6.F.y 6.F.y*
X (——.x+ .x.y).l+ - .m

h? h3 h? h3
_ 6.F. 6.F.y>
Y=( y_27Y ).l

h?2 h3

Face non Chargée

1 N(0,-1) S .
B .
N(-1,0)A ' ? '
— h
v/
D c
[ /
N(0,1)
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_ 6.F 12.F 6.F.y 6.F.y*
X (——.x+ .x.y).l+ - .m

m m h? h3 h? h3
Application o(erer),

Face CD : (I,m)=(0,1) et y=h

X = 6':; h_6 Z'?,hz — Face non Chargée
Y=0
N(0,-1)
A 1 e *
N(-1,0) /7
0
L ¢
1 /
N(0,1)
y
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Application

Face AD : (I,m)=(-1,0) et x=0

6.F 12.F 6.F.y 6.F.y*
[
—h—z.x+ 3 X.y). L+ W I3 .m

(

6.F.y 6.F.y2) l

X=0 Face chargée uniquement
v 6.F.y 6.F.y® suivant « y »
V=-——=+—0 y
1 N(0,-1) S
A _ B
N(-1,0) /
o , %
7,
D c
1 /
N(0,1)
vy
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Application Xéﬁ.:'—zyx;h;)iy).u( ) m

h? h3

>l
Il

0
6.F.y 6.F.y?
T R2 T h3

~
I

Que peut représenter cette distribution de charge extérieure sur la poutre ?

X
B |

DSNANANNANN

A
Y
R
D

y

La charge Y est appliquée sur une surface élémentaire « dx.dy » avec dx=1
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Application 6.F.y 6.F.y
TThz TR

~I
Il

On aura donc comme force élémentaire
dF=Y.dx.dy=Y.dy

En prenant la résultante (somme) on aura

o h/ 6.F.y 6.F.y* 6.F.y2h 6.F.y3h
fOY.dy=f0 (— PR ).dyz— i, | thag| = 3 F+2F
0 0
F
h
Y.dy=—F
Jo Y A B

Schéma statique équivalent: Consol soumise a une

E force concentrée a son extremité \bdellatif MEGNOUNIF ESI-Tlemcen



. " hz ’ h3 h2 h3
Application  l6Fy 6.Fy?
N ( T A )'l
On peut calculer les réactions au
niveau de ’encastrement
Face BC: (Lm)=(1,0)etx=let0 <y <h
_ 6.F 12.F — 6.F 12.F
X=—h—2.x+ 13 Xy X:_h_zl+ e L.y
_ 6.F.y 6.F.y> _ 6.F.y 6.F.y?
Y = h?2 a h3 Y = h?2 B h3
/ X
A B ,
h §_> N(1,0)
D ! c
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6.F 12.F

X=——.1+ Ly
. . hz h.3
Application  6Fy GF
Y = h2 B h3
On calcule les réactions d’encastrement suivant « X »,
suivant « y » et le moment d’encastrement
Réaction suivant « x »
h
f"}?d _fh( 6.F.l+12.F.l.y) o 6.F.l.yh+12.F.l.y2
e N Y PER R A Y h3.2
0 0
6.F.l 6.F.l
=t =0 Réaction suivant « x » nulle
vz, X
A B

D ! c
7
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Réaction suivant « y »

6.F 12.F

X:—F.l+ h?’ ly
_ 6.F.y 6.F.y?
Y ="~

h h
7 d 6.F.y 6.Fy* = 6.Fy| 6Fy
f Y= f( h3 ~ h2.2 |  h3.3
0 0
_6.F 6.F
2 3
Réaction suivant «y » = F
7z, X
A /B
h §—> N(1,0)
D
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6.F 12.F

X=—F.1+ Ly
S h? h?
Application  6Fy 6.F.y
Y = h2 B h3

Moment d’encastrement

Moment d’encastrement = Bras de levier x force

Le bras de levier est suivant « y » seule la force X provoque un moment,
(elle est a 90° par rapport au bras de levier), la force Y ne provoque
pas de moment (bras de levier dans le sens de la force)

h h 2|1 3|
f}? o (_£l+12.Fl oy __6Fy|" 12.FLy
, YY) TRt T T YA =T e h.3
0 0
__6Fl 12F1
B 2 3 /
B X
A ] v -
: y
h / 1y X
D ?c

Moment d’encastrement = F.I
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Application px,y) = 3 y2(3.h—2.y)

récapitulatif

N

A

NN NN

A =
D | /C
Iy
Par I’élasticité on a trouvé:

Résultat similaire a celui de la

théorie des poutres
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Merci. Fin de l'application 7




