Theéorie d’Elasticite

Abdellatif MEGNOUNIF

Application 8

Elasticite Plane
Poutre Simplement Appuyée
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Application

Le but de cette application est d’appliquer les principes
de I’élasticité plane pour une poutre en utilisant la
notion de la fonction d’Airy, pour montrer la simplicité
de la solution.

Les résultats seront comparés a ceux de la théorie des
poutres classique.
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Application

Une poutre rectangulaire de longueur « L » de hauteur « h » et de largeur
unité, simplement appuyée aux extrémités « x = +L/2 », est soumise a une
charge uniformément répartie « q ».

Pour étudier la distribution des contraintes en tout point M(x,y) de cette
poutre on se donne la fonction suivante:

Al ) q , B
h/2
X — x
h/2
C D
L/2 1 L/2
On néglige le poids propre
y

Rem: Ce sont toutes les faces AC et BD
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Application

Pour étudier la distribution des contraintes en tout point M(x,y) de cette
poutre on se donne la fonction suivante:

2

a y b c d
—— . y3(x?% - Z L2 Sy3 2 2
o(x,y) ey <x 5>+2.x.y+6.y +2.x

i) Montrer que cette fonction est bi-harmonique

ii) Déterminer les constantes a, b, ¢ et d pour que I’équilibre global de
cette poutre vérifiée.

ili) Déterminer le vecteur déplacement (u,v) en tout point M(x,y) de cette
poutre. En déduire la fleche maximale.

iv) Comparer cette fleche avec celle donnée par la RDM classique (théorie
des poutres). Commenter la comparaison
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Application
Pour que ¢(x,y) soit une fonction d’Airy, il faut 03 conditions

i) Il faut qu’elle vérifie I’équation bi-harmonique.

oy  , ey exy)

: 0
ox* dx%0y? * ay*

Vip(x,y) =

if) Il faut que la fonction donne une distribution de contraintes

_e(xy) _*9(xy) ___Pekxy)
T T T gy 7y T T ax2 = dxdy

iii) Il faut que la distribution de contraintes vérifie toutes les conditions
aux limites

X=1Loy+mrty

Y = L1, +m.o,

E © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Application
i) Il faut qu’elle vérifie I’équation bi-harmonique.

doxy) . d'e(xy) d'exy) _

4 _ 0
Vip(x,y) Py 2. 9x20y? + 9y
2
a y b c d
3( .2 2 3 2
avec x,y) =—. X —=|+=xy+—-.y +—.x
Y oxy) =gy ( 5) 2 X YTV Ty
*p(x,y) p(x,y) *o(x,y)
= = 2.4. = —4. q.
dx* 0 dx%dy? 2.a.y ay* @y
D’ou

Vip(x,y) =0+2.(2.a.y) + (—4.a.y) =0

Est vérifiée

La fonction ¢ (x, y) est bi-harmonique.
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Application #0y) =57’ <x2 _y?> ty Xt yte Yty

if) Il faut que la fonction donne une distribution de contraintes

’o(x,y) , 2
Oy = 3y? =ax .y—g.a.y +cCy
Fp(xy) 1
0y =55 =§.a.y3+b.y+d
0
T :_aztp(x,y)_ xX=—-axy*—b.x
Xy 9x3y . X. .

On néglige le poids propre
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Application

iii) Il faut que la distribution de contraintes vérifie toutes les conditions
aux limites
X=1Loy+mrty
Y =Lt +m.o,

Rem: Il n ya que les faces AB et CD qu’il faut vérifier les conditions aux
limites de chargement (elles peuvent recevoir des charges
extérieures de surface

A -
N | q B
hi2
X > X
hi2
C D
KA LI2 I N1 A
by

Rem: les faces AC et BD, conditions aux limites de déplacements (sont
simplement appuyées et ne peuvent pas avoir des charges
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Application

Avec les distributions de contraintes

2
axza.xz.y—g.a.y3+c.y

1 3
ay :§.a.y +b.y+d

Tyy = —a.x.y* —b.x

Les équations de conditions aux limites seront:

_ 2

X = l.(a.xz.y—g.a.y3 +c.y) +m.(—a.x.y*> — b.x)
_ 1
Y=1L(-ax.y?—b.x) +m.(§.a.y3 +b.y+d>
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- )_(=l.(a.xz.y—;a.f+c.y>+m.(—a.x.y2—b.x)
Application _ 1
Y=l.(—a.x.yz—b.x)+m.(§.a.y3+b.y+d>
Face AB : (I,m)=(0,-1) et y=-h/2
— hz hZ
X =-1 —a.x.<—2> —b.x)=0 aZ_H,:O (1)
_ 1 hy? h ah® h
—_1(= _ _ — _ —— ——d= 2
r=-1(za(-3) +o(-5)rd)=a  §Hrby-d=a @
A -
Al q
h/2
X tx
h/2
C D
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_ 2
X = l.(a.xz.y—g.a.y3 +c.y> +m.(—a.x.y* — b.x)

_ 1
Y =1L(-ax.y*—b.x) +m.(§

Application

ay’+b.y+ d)
Face CD : (I,m)=(0,1) et y=h/2

_ hz hZ
X=1 —ax.(z —b.x|=0 aZ_H,:O (3)
_ 1 /3 h a h3 h
_q1 (= o (2 = — —.—+b.— +d 0 (4)
Y 1<3 a(z) +b.<2)+d> 0 — =
A -
il ‘ q
h/2
X tX
h/2
C D
: L/2 | N(©,1) :

v y © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Application

Ainsi on obtient 03équations a 03 inconnues (a, b, et d)
hZ

_ (1) —
a—4+b 0
ah3 h 2
= +b——d q (2)  — Mémes équations
hZ
n _ (3) —
a4+b 0
a h3 h
s e 4
=8 +b.— +d 0 (4)

La résolution de ces équations nous donne:

Reste la constante « ¢ », on la détermine par I’équilibre global de la poutre
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X

- l.(a.xz.y—;a.y?’+c.y)+m.(—a.x.y2—b.x)
Application _ 1
Y=L(-a.x.y*—b.x) +m.<§.a.y3 +b.y+d>

Déterminons « ¢ » ?

On sait par la RDM qu’au niveau des appuis on devrait avoir

X = i; i N,=0 (Effort normal)
L
X = iE ; T,=—q.L/2 (Effort tranchant)
L
X=%5 ;5 My=0 (Moment fléchissant)

Schéma statique équivalent: poutre simplement

E appuyée soumise a une charge uniforme \bdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



- )_(=l.(a.xz.y—g.a.yg’+c.y)+m.(—a.x.y2—b.x)
Application

— 1
Y=L(-a.x.y*—b.x) +m.<—

3.a.y3+b.y+d>

Or par D’¢élasticité plane

Exemple face BC (L,M)=(1,0) et x=L/2 et —h/2<y<h/2
— B
h/2
> X -
hi2 H— . x ]y
| -
Yy Z E D
L h/2 5
X = if ; Ny = j = j 0y.dy =0 (5) (Effort normal)
h/2
L / h/2
X = if ; T, = j y = f rxy dy =—q.L/2 (6) (Effort tranchant)
—h/2
L h/2 h/2
X = iE ; M, =f X.y.dy =f 0,.y.dy=0  (7) (Moment fléchissant)
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X

2
L. (a.xz.y—g.a.yg + c.y) +m.(—a.x.y* — b.x)

Application
PP 17'=l.(—a.x.yz—b.x)+m.(%.a.y3+b.y+d>
L h/2 h/2
x:if ; x:j X.dy = o,.dy=0 (5)
—h/2 ~h/2
L hj2 (2 2 .
=+= N, = — .y—=.a y).
X 5 x J_h/2<a4 y 3ay +cy>dy
h h
h/2 i h
LZyZ y) y4-2 yZZ
N,=a—-— — ——.a.— —| = Vérifiée
X a4 > 3 n h+c2 ) 0 111
—h/2 0 2
L h/2 h/2
x=i§ ; x=f Y.dy = Tyy.-dy = —q.L/2 (6)
—h/2 —h/2
h
/2 Ly3|? L & Lh® Lh
T — = . 2— = —(Jl,—— _ = 2 — — — —_—
. f—h/z( a.x.y? —b.x).dy a3 . b2y|_,_, a— >
3
6.9 3.q L.h L h Y
—__1 _ 21 = — —b.— = —q.L/2 Vérifiée
Avec a=-~5 b== x = T > q.-L/ i1
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Application

2

L. (a.xz.y—g.a.y3 + c.y) +m.(—a.x.y* — b.x)

_ 1
Y=L(-axy?—b.x) +m.(§.a.y3 +b.y+d>

Il nous reste I’équation du moment fléchissant

L h/2 h/2
(7) x:if ; Mzzf X.y.dyzj 0,.y.dy =0

—h/2

h/2
; Mz=j Oy.y.dy =
—h/2

=

Il
-+
N | B~

—h/2

2

a.xz.y—g.a.y:"+c.y>.y.dy=0

h h h
h/2 2 L2y32 2 y52 y32
= a.xz.y——.a.y3+c.y).y.dy:—a.—— ——.a—7| +c—
j_h/z( 3 43|, 375/, 3|,
2
2 3
__1 (£> a v, P
=513 +20.(h) +c.12—0
qg [ h? h3 Moment d’inertie
D’ou: €= <Z_E> avec I, =75 dela poutre
"t Z
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— 2
X l.(a.xz.y—g.a.y3 +c.y) +m.(—a.x.y* — b.x)

Application

_ 1
Y=L(-axy?—b.x) +m.(§.a.y3 +b.y+d>

iii) Calcul des déplacements

1 2 1
&y =—|0,—vo,| = E[(ax y—=.a.y +cy) ( .a.y +b.y+d)]

E 3 3
D’ou
1 x3 2 1 3
u(x,yzfsxdxzi a? y—§ ax.y’+cxy (B.a.x.y +b.x.y+d.x) + uy(y)

et
_1 _1 1 3 b d 2 2 3
ey—E[ay—vax]—E ey +by+d)-viaxty-z.ay’ +cy
D’ou

vix,y = [ &,dy =%[G.a.}§+b.y;+d.y) —v(a.xz.y;—g.a.y;+c.§)] + vy (%)

or
Tyy au ov

G ay dx

YVxy =
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Application

1 x3 2

1
u(x,szexdxziKa.?.y—g.a.x.ﬁ+c.x.y>—v(§.a.x.y3+b.x.y+d.x> + uy(y)

V(x,yzfeydyzﬂ( a—+b +dy) (ax y?z—gay—4+c—2)]+v0(x)

soit

ou 1 x3 duy(y)
3y E[(a?—Zaxy +cx> v(a.x.y?+b.x)| + 3y

dv 1 0vy(x)
i 2 0
ax_E[ v(a.x.y?)| + -

En remplacant dans

Tyy au ov

G 6y dx
On aura
duy(y) N vg(x)  2.(1+9) 1[a. x3
dy ox E *TE| 3
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Application

3

du,y(y) N vy (x) _ 2.(1+9) 1|a.x

3y Ox £ b.x—E 3 +c.x—9.b.x
ou vy (x 1 . x3
0(y)+ O():—— 2.b.x+9.b.x + +c.x
ay dx E
Par identification
auo()’)zo
dy
o) _ s px+9bxt 'x3+
7 W .b.x .b.x 3 C.X
En intégrant, on aura
uy(y) = ¢4
(x) = 1 b 2+19bxz+c'x2+ ul +
Vo (x) = 5 X b= 5 a.12 C,
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Application  Ainsi, en remplacant dans u et v, on aura

1

u(x,y) =

+ C
E 1

x3 1
(a.?.y—g.a.x.yB(Z +9)+x.y(c—9.b) | —v.d.x

vy =3[Ga ey ray)—v(ax s -taltey) - (bt ron+

C xz x4
T + a. E)] + Co
o M
Calcul de la fleche A :
maximale h/2 .
hi2 '
D

C
& L/2 y L/2 A

v

< QY n
« » < »

Equation de la ligne ¢lastique ¢’est la valeur de v(x,0) (a I’axe neutre

v(x,0) = H— (b.x2 +ﬁ.b.§+%+a.%)] + ¢y

Il faut calculer c, par les conditions aux limites de déplacements
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Application

v(x,0) = %[— (b.x2 +0.b.§+%+a.ﬁ)] + ¢y

Il faut calculer c, par les conditions aux limites de déplacements

Aux appuis le déplacement vertical est nul. Soit:

v(i%,O) = %[— (b.x2 +ﬂ.b.§+%+a.%)] +¢c;,=0

V(i%,ﬂ) = %[— (b. (5)2 +ﬂ.b.%+%+a.1£6)] +cy =0

D’ou

1 b(L)Z_I_ﬂbLZ_I_c.LZ_I_ L*
2=\ \2 g7 8 "*12.16
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Application

v(x,0) = %[— (b.x2 +0.b.§+%+a.£)] + ¢y

En remplagant ¢, dans Pexpression de la ligne élastique, on aura:
v(x,0) =7 |- <b. (2% = (@/2)%) + 9.5 (2% = (0/2)%) + 5 (2% — (X/2)%) + = (x* - (L/2)4))]
Et la fleche maximale, sera:
v(0,0) = |- (b. (—@/2)?) +9.2(-/2)?) + £ (-(L/2)?) + = (—(L/2)4))]

Avec les valeurs de a, b et ¢, on aura:

1[3.qL> 3.qL* 3.qL* 3.qL*> ql*
”’"‘”‘_"(O'O)_E[ sh ' 16n T 8n3  20n 3zR°
b.h® K3 P
Or:I = TERETL d ou

— _ 9
Vmax = 3821 T | 10R 16h
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Application o 5.q.L* . 3.qL% p 3.qL?
max — 384 EI 10h 16h

Or on sait par la RDM, que pour une poutre simplement appuyée
soumise a une charge uniforme:

5.q.L% A

Vmax = 5a1 o1
384 EI A

Par comparaison, il ya un terme en plus en théorie d’é‘iasticité:

[3. qL? 3. qLZI

1orn Y 16n

Généralement pour des dimensions bien définies respectant les hypothéses
3.qL* 9 3.qL?
10h 16h

de la théorie des poutres, le terme additionnel reste faible

5.q.L%

384 EI
E © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen

devant la valeur de



Merci. Fin de I'application 8




