METHODES D’INTEGRATION NUMERIQUE

IV.1 INTRODUCTION

Il existe deux situations ou 1’on a besoin de formules pour approcher I’intégrale d’une

fonction f :

1) = [, fdx (4.1)
— On ne connait la valeur de f qu’en certains points xg, X1, ..., X, et il n’est pas possible
d’avoir d’autres valeurs que celles-ci (¢c’est le cas quand la fonction f est tabulée).
— Il est possible de calculer f(x) pour un x quelconque, mais la primitive de f n’est pas
connue (par exemplef(x) = eS"™) ou bien I’expression analytique de f est trop
compliquée pour étre explicitée (f(x) est par exemple le résultat d’un code de calcul trop

complexe).

Dans ce chapitre, on va presenter certaines méthodes numériques permettant de calculer d’une
facon approchée I1(f).

On appelle J(f) la valeur approchée de I(f).

Pour certaines fonctions, il est impossible d'exprimer la fonction primitive en utilisant les
fonctions usuelles (algébriques, trigonométriques, exponentielles,..). C'est le cas par exemple
de la fonction es™™* . Cette fonction est pourtant intégrable, son graphe est donné par la figure
17.

Figure 17 : Exemple d’une fonction intégrable



Il faut signaler que f: f(x)dx représente 1’aire de la surface délimitée par les droites x =

a,x = b,y = 0 etla courbe y = f(x) (Figure 18).

y y=ix)

= x=b

Figure 18 : Surface délimitée

IV.2 Méthode des rectangles
La méthode des rectangles consiste a :

- diviser l'intervalle [a, b] en n segments égaux. On obtient ainsi (n 4+ 1) points equidistants :

On pose :

x;=a+ihi=0,1,..,n avec h= Ta (4.2)

- approximer la surface de chaque "tranche™ par un rectangle (Figure 19).

Xy=at Xp e Xiq X X, =D
Figure 19 : Méthode des rectangles

I

x;

i—

f)dx = (x; —x;_)f () = h f(a;), a; € [x;_1,%;]



La fonction est donc remplacée par une constante (polynéme de degré 0) sur chaque sous-
intervalle. On peut prendre a; = x; (point a droite) ou a; = x;_; (point a gauche), mais la
meilleur valeur de a; est celle du point milieu, c’est-a-dire : a; = %(%‘—1 + x;).

En additionnant la somme des surfaces de tous les rectangles, on obtient :

L%ww=£?mm=ifUMMx

i=1"%i-1
J(f) =hY, f(a) (4.3)
Dans la figure précédente, on a choisi de construire le rectangle a partir du point milieu de

chaque sous-intervalle.

1VV.2.1 Calcul de Perreur

On peut montrer que pour la formule des rectangles (point milieu), I’erreur est donnée par :

(b—a)?

() =] <S5 M, (4.4)
Avec
M, = sup If"()] (4.5)
x€[a,b]
1V.2.2 Exemple

5 ¢ . .
- Calculer fo e’ dx en prenant n=5 ; Donner une majoration de 1’erreur.

- Calculer le nombre de segments qui permet d’avoir une précision de 0.01.

Solution :
b—a 5-0
n 5
X o = Xia+ X f(a;)
: 2

Xo=a=20

a; = xozﬂ =05 1.6151
X1 = Xp + h =1

_xitxg 2.7115

Xy = Xq +h=2
1.8193




X3:.X'2+h:3

a, = "37"”‘4 =35 0.7041
—x;+h=4
4= a5 =% =45

0.3762
Xs =x4+h=5=b

5 n
j esin* dx = hzf(ai) =1(1.6151 + 2.7115 + 1.8193 + 0.7041 + 0.3762) = 7.2263
0 —

fQ0) = e, £ (x) = =S (sin? (x) +sin(x) — 1), My = sup |f"(x)| =e

x€[0,5]
(b - a)3 (5 - )3
(x)dx—hZf( J‘ My = e = 0.5663
Pour avoir une précision de 0.01, il faut avoir : ( ) —M, < 0.01
Ce qui donnen > |22 (b=a) _ 376, soitn = 38
24 x 0.01

IV.2.3 Programme matlab de la méthode des rectangles
% rectangle.m

a=0 ; b=5; n=5;

h=(b-a)/n ; % le pas de calcul

x=a+h/2 :h :b ; % points de discretisation
f=functest(x) ;

val=h*sum({)

% dans un fichier functest.m

function y=functest(x)

y=exp(sin(x)) ;

IVV.3 Méthode des Trapézes
La méthode des Trapezes consiste a:

- diviser l'intervalle [a, b] en n segments égaux. On obtient ainsi (n + 1) points équidistants.

a

Onpose:x; =a+ih,i=0,1,..,n avec h = %

- approximer la surface de chaque "tranche™ par un trapéze construit a partir des valeurs de la

fonction aux bornes de chaque sous-intervalle (Figure 20).



Xy=a Xp 0 e Xiq X x.=D

Figure 20 : Méthode des trapezes

fxi F)dx = hf(xi—1)2+ f(x:)

Xi—1
La fonction f est donc remplacée par une droite (polynéme de degré 1) sur chaque sous-

intervalle. En additionnant la somme des surfaces de tous les trapézes, on obtient :

]abf(x)dx = anf(x)dx = z": IXi f(x)dx

i=1 "*i-1

b h h h
[ 7edx =3 (6w + £G) +5 (FG) + £G) + -5 (FGin) + £(x)
J(F) = 2[f(@) + f(b) + 2 X0 £ (x))] (4.6)
1IV.3.1 Calcul de ’erreur

On peut montrer que pour la formule des trapezes, 1’erreur est donnée par :

(b—a)?

1) = TN = 7 M2 (4.7)
avec M, = sup |f"(x)]
xe[a,b]
1VV.3.2 Exemple

5 ¢ o ,
- Calculer fo e’ dx en prenant n=5 ; Donner une majoration de 1’erreur.

- Calculer le nombre de segments qui permet d’avoir une précision de 0.01.

b—a_S—O_1
n 5




Xi f(x:)
xo=a=20 1
X1=xg+h=1 2.3198
X =x1+h=2 2.4826
X3 =X, +h=3 1.1516
Xy =x3+h=4 0.4692
xs =x4+h=5=p | 03833

D’apres la formule des trapezes, on a :

5 h
j fCdx =Z[f(0) + f(5) + 2(f(D) + f(2) + ) + f(4)] = 7.1147
0

[ reodx -2l r@+ <b)+z§1 )P k)
,Jdx =g S+ f __f(‘) T2n T Tx sl
Pour avoir une précision de 0.01, il faut avoir : ) —— M, <0.01
Cequidonnen > [M24=0° _ 535 soitn = 54

12 x 0.01

IVV.3.3 Programme matlab de la méthode des trapézes

Y%trapeze.m

a=0 ; b=5; n=5;

h=(b-a)/n ; % le pas de calcul
x=a:h:b ; % points de discretisation
f=functest(x);
val=(f(1)+f(n+1))/2 ;

for i=2 :n

val=val+{(i)

end

val=val*h

% dans un fichier functest.m
function y=functest(x)

y=exp(sin(x)) ;

IV.4 Méthode de Simpson

La méthode de Simpson consiste a:



- diviser l'intervalle [a, b] en n segments égaux avec n un nombre pair(n = 2m). On

obtient ainsi (2m + 1) points équidistants x; = a + ih,i = 0,1,...,n avec h = bn;a

- approximer la fonction sur chaque "tranche” par une parabole construite a partir de trois

points consécutifs (Figure 21).

-~ f{x)
e e P}{Z\’_}
.
h | P
- =
‘\,-'.'- X3 Xq
Figure 21 : Méthode de Simpson
b b X4 X2m
f f(x)dx =f f(x)dx+f f(x)dx+---+f f(x)dx
a X0 X2 X2m—2

Entre x, et x, et passant par xq, il y a trois points d’interpolation, on peut donc remplacer la

fonction f(x) par un polyndme de degré 2. D’aprés la forme de Lagrange, ce polynome

s’écrit :
Py(x) = f(x9)Lo(x) + f(x)L1(x) + f(x2) Lo (x)
avec
Ly(x) = (x —x1)(x — x7) Li(x) = (x — xp) (x — x7) L,() = (x — x0) (x — x1)

(o — x1) (%0 — x2) (1 — x0) (1 — x2)’ (xz — x0) (xz — x1)
Sipose:x —x; =th,alors:

xX—x,= (x—x1)—(xy;—x1)=th—h=h(t—-1)

x—xg= (x—x)+(x1—x9) =th+h=h(t+1)

Ce qui donne :

1 1
Lo(x) = E(tz —t), Lix)=1-t%  Ly(x) = E(tz +1)

f:zf(x)dx = fszz (x)dx

X0

En remplacant P, (x) par son expression on obtient :

f(

1 1 1
Xo) hj (t2 — t)dt + f(xl)hf (1—t2)dt + @h[ (t2 — t)dt
-1 -1 -1

.L:Zf(x)dx ==



Ce qui donne apres calcul :

x2 4 h
[ oo =152 20 LD 1 2 2 1) 4 4G + )
J(F) =3 (f(@) + F(b) + 4TI, f(xzi-1) + 2 XI5 F(220)) (4.8)

1VV.4.1 Calcul de ’erreur

On peut montrer que pour la formule de Simpson, I’erreur est donnée par :
(b—a)®

() = J(O) < T2 My (4.9)
Avec
My= sup |[fO(x)] (4.10)
x€[a,b]
1V.4.2 Exemple

- Calculer fos eS™* dx en partageant ’intervalle [0, 5] en 4 segments ; Donner une majoration
de I’erreur.

- Calculer le nombre de segments qui permet d’avoir une précision de 0.01.

Solution : Pour la méthode de Simpson, le nombre de segments doit étre pair, ¢’est la raison

pour laquelle on a pris n=4 et non pas h=5 comme pour les cas précédents.

hzbn;a=54;0=1.25, n =2m = 4, ce qui donne m = 2
Xi f(x)
xXo=a=20 1

X, =xo+h=125 | 25831
X, =x1+h=25 1.8193
X3 =x,+h=23.75 | 15646
x4 =x3+h=5=p | 03833

D’aprés la formule de Simpson, on a:

5 n 2 1
J| Fedx= §<f(a) + 1) + 4;f(le-_1> +2 ;f(le-)>

5 1.25
f f(x)dx = = (f (o) + fxy) +4(F(x1) + f(x3)) + 2f (x2)) = 7.3387
0



Y L 2 1 5—-0 5
L f)dx — §<f(a) + f(b) + 4Zf(XZi_1) + Zzlf(xzi)>‘ = (180 41 M,

En dérivant 4 fois la fonction f(x) = 5", on obtient :
F®(x) = s (sin*(x) + 6 sin®(x) + 5sin®(x) — 5sin(x) — 3),
My= sup [fP(x)|=4e

x€[0,4]
[ oo - hZf(a )| <

(b - a)5 (5-0)°
- Pour avoir une précision de 0.01, il faut avoir :

a2 M2 = 1g0% 48
: ) 4 My (b—a)s _ Lo
Cequidonne:n > /—180X0_01 =11.7, soitn =12

Rappelons que n doit étre pair, le premier entier naturel pair > 11.7 est bien 12.

4e = 0.7374

( )

M, < 0.01

Ce qui montre que la méthode de Simpson est plus précise comparée aux méthodes

précédentes.

IV.4.3 Programme matlab de la méthode de Simpson

% simpson.m

a=0; b=5; n=2; % n doit étre paire
h=(b-a)/n ; % pas de calcul

x=a :h :b ; % points de discretisation
f=functest(x) ;

val=0 ;

for i=0 :n/2-1
val=val+f(2*i+1)+4*{(2*1+2)+{(2*1+3) ;
end

val=val*h/3

% dans un fichier functest.m
function y=functest(x)

y=exp(sin(x)) ;

IV.5 Méthode de Newton-Cotes

On peut constater que les méthodes précédentes utilisent le méme principe d'approximation,
c'est-a-dire remplacer la fonction par un polyndme d'un certain degré: degré 0 pour la
méthode des rectangles, degré 1 pour la méthode des trapezes et degré 2 pour Simpson.

On peut donc généraliser cette démarche. On parle alors de méthode de Newton-Cotes de
degré d.



La méthode de Simpson devient alors la méthode de Newton-Cotes de degré 2.

Par exemple, pour la méthode de Newton-Cotes de degré 3, on obtient la formule suivante :

X3 h
| £edx =5 () + 47 G) + 47 )+ )

IV.6 Formule de quadrature
Pour calculer fab f(x)dx, les méthodes d’intégration précédentes sont toutes basées sur la
formule suivante :

[y F0dx ~ Tiowif (a) (4.11)
Une telle formule est appelée : formule de quadrature.

n : le nombre de segments (ou sous intervalles)
x; . sont appelés les neeuds (ou abscisses) de la formule

w; . sont les poids parfois aussi déenommés coefficients de la formule.

Rappelons que :

a- Pour la méthode des rectangles (point milieu), ona:

Xi_1 + X;

——

La méthode des rectangles permet d’intégrer localement d’une fagon exacte un polynéme de

Wi:h;afl':

degré 0.

b- Pour la méthode des trapézes, on a :

E; w; =h (i=1,..,n—-1); a; = Xx;

Cette méthode permet d’intégrer localement d’une fagon exacte un polyndme de degré 1.

Wo =W, =

c- Pour la méthode de Simpson, on a:
h 4h ,
35 Wai1 = (i=1,..,m); wy = 3 i=1,..m-1); a =x;

La méthode de Simpson permet d’intégrer localement d’une fagon exacte un polynéme de

Wo =W, =

degré 2.

IV.7 Méthode de Gauss
La méthode de Gauss est basée aussi sur une formule de quadrature :

[reodx~ X
a i=1



n s’appelle le nombre de points de Gauss (et non pas le nombre de segments)

La méthode de Gauss consiste a faire le meilleur choix des a; et w; pour que la formule de
quadrature soit exacte pour un polyndme de degré le plus élevé possible. On peut montrer que
le degré le plus éleveé est 2n — 1.

Pour n donné, la méthode de Gauss permet donc d’intégrer exactement tout polynome de

degré < 2n —1.

IV.7.1 Etapes de la méthode de Gauss

1- Faire le changement de variable suivant :

x="tr4 20 (4.12)
b—a
dx = > dt
fo)=f (52 t+22) = g(0) (4.13)

Ce changement de variable permet de ramener I’intervalle [a,b] a I’intervalle [-1,1], donc si
I’intervalle d’intégration est déja [-1,1], ce changement de variable est inutile car on aura dans

cecasx =t.
1

-Cfuyu=Jif&éﬂt+b;a>hgﬁu=b;aifﬂom

2- Choisir le nombre de points de Gauss n et appliquer la formule de quadrature :

[adt ~ X wig(t) (4.14)
D’ou:

J(F) = 225 wig(t) (4.15)
Pour les valeurs de w; et t;, on utilise le tableau suivant :
n t; w;
1 0 2
2 - 1 1

V3
3 0 8/9
¥./3/5 5/9
4 3-2,6/5 1+ !
1#—f7—— 2 6/6/5




T 1
. /3 + 27,/6/5 2 6/ers

Pour n choisi, 1’équation (4.15) est exacte pour tout polyndme de degré < m = 2n — 1.

1\VV.7.2 Calcul de ’erreur

On peut montrer que pour la formule de Gauss, 1’erreur est donnée par :

(b_a)2n+1(n!)4
[1(f) — J(OI < eoPansn Men (4.16)
My, = sup |[f@W(x)| (4.17)
x€fab]

IV.7.3 Exemple
- Appliquer la méthode de Gauss pour calculer f05 es"¥ dx (prendre n=2, puis n=3);

Solution :
Changement de variable :

270, 340 e ias
X = 2 2 = 4. .

g(©) = f(x) = f(2.5t + 2.5) = esSinE5t+25)

e Pour n=2

5 5% 5
[ Feodx= 7 2, i9(6) =3 ng) + wig ()

. -1 1
D’aprés le tableauona: t; = Ned t, = FWi=wy = 1

jsf(x)dx _ ;(esin:zézs <_Tal>)+2'5) N esiniééz.s (\%)n.s)) — 71900
0
e Pourn=3

S e 5% 5
[ reoax= 3.2, 8 =5 0906 + g () + wag (e

. 3 3 8
D’aprés le tableauona: t; =0; t; = —J;, t; = J;, wp =g, Wy = w3 = 5/9

J:f(x)dx _ E(gesin@-@ N gesm:éz.s (—\/%)n.s) N gesinlfGZ.S (\@n.s)) _ 69431

2




IV.7.4 Programme matlab de la méthode de Gauss

% Gauss.m

a=0; b=5; % les bornes de l'intégrale

%Choisir n (nombre de points de Gauss

n=input('Choisir le nombre de points 1,2 ou 3 n=');
%--Introduire les abscisses et coefficients de Gauss pour n=2
t(2,1)=-1/sqrt(3); t(2,2)=1/sqrt(3);

w(2,1)=1; w(2,2)=1;

%--Introduire des abscisses et coefficients de Gauss pour n=3
t(3,1)=0; t(3,2)=-sqrt(3/5); t(3,3)=sqrt(3/95);

w(3,1)=8/9; w(3,2)=5/9; w(3,3)=5/9;
x=(1-t(n,:))*a/2+(1+t(n,:))*b/2;

f=functest(x);

val=0.5*%(b-a)*w(n,:)*f

% dans un fichier functest.m

function y=functest(x)

y=exp(sin(x)) ;

V.8 Intégrale impropre
Une intégrale impropre est une extension de l'intégrale usuelle, définie par une forme de
passage a la limite dans des intégrales. On note en genéral les intégrales impropres sans les

distinguer des véritables intégrales ou intégrales définies, ainsi :

dx

J+°° siniix)
0

X
est un exemple tres classique d'intégrale impropre convergente.
Dans la pratique, on est amene a faire une étude de convergence d'intégrale impropre :

« lorsqu'on integre jusqu'a une borne infinie,
« lorsqu'on intégre jusqu'a une borne en laquelle la fonction n'admet pas de limite finie,

« lorsqu'on englobe un point de non définition dans l'intervalle d'intégration.

Dans chaque cas, on évaluera l'intégrale définie comme une fonction d'une des deux bornes et

on prendra la limite de la fonction obtenue lorsque I'argument tend vers la valeur de la borne.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Int%C3%A9gration_%28math%C3%A9matiques%29
http://fr.wikipedia.org/wiki/Int%C3%A9grale_d%C3%A9finie

IVV.9 Exercices corrigés

Exercice 1
Soit la fonction y(x) donnée par le tableau suivant :

X; 1 2 3 4 5
yi=y(x;) |06 075 |1 1.5 3

Calculer par la méthode de Simpson :
5
1- I =[] y(x)dx

2- I, = f:y(x)el/xdx

Solution

X; 1 2 3 4 5
yi=y(x) |06 0.75 1 15 3

En appliquant la formule de Simpson (Equation (4.8)) au tableau ci-dessus, on obtient :
> h 1
L = -[ y(x)dx = §{y0 +ys +4(y +y3) + 2y, = §{0.6 + 3+ 4(0.75 + 1.5) + 2} = 4.8667
1

Onpose: z(x) = y(x)el/*

X; 2 3 4
y; =vy(x;) |0.75 1 1.5
z; = y;el/x; | 1.2365 | 1.3956 | 1.926

En appliquant la formule de Simpson (Equation (4.8)) au tableau ci-dessus, on obtient :

4 h 1
L = f y(x)el/*dx zg{zo + 2y + 4z} = §{1.2365 +1.926 + 4. 1.3956} = 2.915
2

Exercice 2

Calculer par la méthode des trapezes (n=4), I’intégrale :

21
2
sz ——e* dx
1 sinifi)




Solution
1

sin x

En posant pose f(x) = e*’ eten partageant I’intervalle [1,2] en 4 segments, on obtient

le tableau suivant :

X; 1 1.25 1.5 1.75 2

f(x) |32304 50272 95116  21.7289 60.0443

Formule des trapézes (Equation (4.3)) : I = %(f(xo) +f(x,) + 27 (%)

[ =16.9763
Exercice 3
Soit la fonction y(x) donnée par le tableau:
X 1 2 3 4 5 6
yi=y(x) |06 0.75 1 15 3 5

1- Calculer par la méthode des trapézes I; = f35 y(x)dx

2- Calculer par la méthode de Simpson I, = f; y(x)e*dx

Solution

1- Méthode des trapézes I, = fls y(x)dx

x; (1=0,1,2) 3 4 5
yvi=y(x) |1 15 3

> h 1
L =f y(x)dxzi{yo +y2+2y1}=5{1+3+2* 1.5} = 4.5
1

2- Méthode de Simpson I, = f;y(x)el/"dx
Onpose: z(x) = y(x)el/*
x; (=0, 1,2) |2 3 4
v, =y(x) 075 |1 15
2, = y,el/x; | 1.2365 | 1.3956 | 1.926




4 h 1
I, = f z(x)dx ~ §{z0 +2zy + 4z} = §{1.2365 +1.926 + 4. 1.3956} = 2.9150
2

Exercice 4

Soit la fonction y(x) donnée par le tableau ci-dessous:

X; 1 |14 |18 (22 |26 |3
yi=y(x)06[075|1 15 |3 5

1- Calculer par la méthode des trapézes I, = flzf %ey(x)dx

2- Calculer par la méthode de Simpson I, = ff’y(x)dx

Solution

On pose : z(x) = %eY(x)

% 14 [18 |22 |26
7z = z(x;) | 15121 | 15102 | 20371 | 7.7252

Méthode des trapézes :

261 0.4
j ;ey(")dx = 7(1.5121 + 7.7252 + 2(1.5102 + 2.0371)) = 3.2664
1.4

On ne peut pas appliquer la méthode de Simpson car le nombre de segments est impair (n=5)

Exercice 5

En utilisant la méthode de Gauss et en choisissant le nombre de points adéquat calculer la

valeur exacte de I = f_ll(x + 1)% dx

r (nombre de points de Gauss) & ou t; (abscisse) w;(poids)
1 0 2
2 F1/V3 1
3 0 8/9
F/3/5 5/9




Solution
Si r est le nombre de points de Gauss, la méthode de Gauss permet d’intégrer exactement tout

polyndme de degré< 2r — 1. On a donc 2r-1=5 soit r=3.

! 8 5 5 5
f e+ DS dx =wif +wodf +wsg§ =515+ 5{(1 ~/3/5) +(1+/3/5) } = 10.6667
-1

Exercice 6

Soit le tableau suivant :

Xi 0 T T
6 3
sinifx;) |0 | 0.5 | 0.866

Calculer par la méthode de Gauss en choisissantr=2: [ = f05 sini{ix) dx

r(nombre de points de Gauss) & ou t; (abscisse) w; (poids)
1 0 2
2 F1/V3 1
3 0 8/9
T3/5 5/9

Solution
On pose x = %(1 + 1),

Pour r=2 (r est le nombre de points de Gauss), la formule de Gauss s’écrit :

I = %f_ll sini?Eé% 1+ t)) dt = %[sin (% (1 — 1/\/§)) + siniﬁe (1 + 1/\/§))] = 0.499

Exercice 7

Le tableau ci-dessous donne les valeurs expérimentales de la hauteur d’eau f en fonction du

coefficient K.

20 25 30 35 40

f 1.78 |1.75 | 173 | 172 | 171




En utilisant la méthode des trapezes, calculer f2400 f(K) dK
En utilisant la méthode des trapezes, calculer f2400 f(K) dK

Calculer f2400 f(K) dK al’aide de la méthode des trapézes

Solution

40

5
f) dK =2 [178+ 171+ 2(1.75 + 1.73 + 1.72)] (1pts)
20

40

F(K) dK = 34.7250
20



