Etablissement des équations de transport

[’état microscopique d’un gaz pur est assez bien défini si I'on connait la fonction de

f(r, vt e
distribution simple des vitesses ( ) . Dans de nombreux cas, il est difficile ou inutile de
chercher a connaitre cette fonction. On utilisera alors une description plus simple en

introduisant les grandeurs macroscopiques suivantes :

e Ladensité .

n(Ft)=[f(Fvt)d (11-27)
e La vitesse moyenne du fluide

N N

u(r,t)= n(f,t)J-V'f (r,v,t)d v (11-28)

e L’¢nergie cinétique moyenne des particules -
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Soit la fonction de distribution qui obéit a 'équation de Boltzmann .

q+;/.§r f +i.§v f = (iJ
at m coll

Soit, de facon générale, A(r,v,t) une fonction du vecteur vitesse, du vecteur position et du

A(F,V,t)

temps, dont la valeur moyenne de la grandeur est définie par I’équation .

A(F,t)= L

n(r,t)

[A(Fv.t)f(F v t)d (11-30)

Afin de déduire les équations de transport multiplions ’équation de Boltzmann par la

grandeur A(r,v,t) , puis intégrons sur toutes les vitesses :

!A(%)d3v+.[A§.§r fd3v+Jv.A%.§v fd3v=.v|-A(i) dv  (11-31)

coll

1- Déduire les différents termes de cette équation

2- Evaluer les équations de conservation correspondant au deux premiers moments (A-1

et A:m\? )



Solution

Terme de variation temporelle

Le premier terme de I’équation (II-31) peut s’écrire sous la forme -

—jaat—Afdsv

v)

of 0
A—d®v=—| | Afd’v
& ot 5‘“)

Sefa
E
I

Terme faisant intervenir le gradient spatial de f

Nous pouvons le transformer pour Iécrire
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Terme faisant intervenir le gradient de f dans I’espace des vitesses

(11-32)

(11-33)
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On simplifie le troisieme terme en faisant une intégration par partie .
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Donc il reste :
1 o(AF = F
I (AF) fdy=—_" <VVAFi>=—n—<V A>

Car la force est indépendante de la vitesse des particules

Et on trouve finalement :

la
(II-35)
(II-36)

(11-37)

(11-38)

(11-39)

la fonction f infinie n’est pas acceptable physiquement.

(11-40)

forme



jA%ﬁv fd3v=—%E.<6vA> (11-42)

Remplagons dans 1’équation (II-31) chaque terme par sa valeur

%(n(A))—n@+ﬁ(n<(/A>)—n<\7V;A>—%E.<?VA> =£A(%L” d°v  (11-42)

Nous allons maintenant utiliser cette relation pour obtenir les différents moments

hydrodynamiques.

2- Les trois équations fondamentales de conservation

Equation de continuité
Elle correspond au premier moment de ’équation de transport (moment d’ordre 0), elle est
obtenue en posant A=1

De sorte que :

o) _, o
at et vrA:VvA: 0
L’équation (11-42) se réduit a :
on —y -
En+vr(n<v>):_[s(f)d3v (11-43)
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Cette équation est appelée équation de conservation du nombre de particules ou équation de

continuité. Elle est de nature scalaire (tenseur d’ordre zéro).

Le facteur S(f)d®v représente le nombre net de particules qui ont rejoint (quitté sile facteur
est négatif) I'élément de volume d®v de I’espace des vitesses par suite de collisions. Dans le
cas de collisions élastiques, il n’y a ni création ni disparition de particules dans le volume du
plasma. En effet, ces collisions ne font que modifier la distribution des vitesses des particules,
ce qui ne change pas, localement, leur nombre total, et 'intégrale est donc forcément nulle.

Alors .



%”+V,’(n<(x>)=0 (11-44)

On peut alors remplacer <V> par U =vitesse moyenne de 'ensemble des particules .

%+V,(nﬁ)=0 (11-44)

C’est I’équation de conservation de ’ensemble des particules, le terme de collision étant nul
(globalement, les termes de collision se compensent).

En multipliant (II-44) par la masse de Iespece, ou par la charge de I’espece, on obtient

respectivement la loi de conservation de la masse ou celle de la charge électrique,

Equation de transport de la quantité de mouvement

Ce moment correspond a la variable microscopique . A= MV

Ce vecteur ainsi défini entrainant .

M _y, V.mv=0 , V,mv=ml
ot

L’équation (II-42) se réduit a :

O (N e (0o BT — (s 1d?
ma(nu)+mvr(n<v.v>)—nF.l _.[mvs(f)d Vv (11-45)
Posons: V=U+C (11-47)
L | T (i)=a
ou C est la vitesse d'une particule relativement a la vitesse moyenne de

Pensemble des particules. vitesse de moyenne La vitesse C est donc une vitesse de

moyenne nulle <6> =0

Nous obtenons alors, compte tenu de (II-47).
(W) =((u=+c)(u+c))

(W) = () + (66 + 201.(c)

<\7\7> =uul+ <66>

D’autre part on a -
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mst(nu)+mv (n<\7\7>)+§r( n(cc)) .[mvs(f)dv (11-48)

On définit un tenseur de pression cinétique =mn <C > et en tenant compte de la relation

ol

de continuit¢ (I1-44) (cas particulier d’un terme collisionnel nul) .

M:m[ %“—uv( )} (11-46)

ot

Puisque -

%(n(mV)): m{ngﬂjgt—n}

la  relation (I1-438) prend la forme  usuelle suivante
mn (é +0 @j +VP -
ot

c=c,i+c, j+c,k

) () (cg,) (cc,)

P=nm <cycx> <c§> <cycz>
(ce) (ce)  (cF)

Si la pression est isotrope <CXCV> ’<CXCZ>’<CYCX>’<CYCZ>’<CZCX>’<CZCV>

disparaissent.
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=jm\75(f)d3v (11 —49)

avec

mn(—ﬂﬁjaﬁp—nﬁ=jm\7s(f)d3v (11 —49)

Remarque -



Il est intéressant de comparer I'équation (I1-49) avec I'équation hydro- dynamique du
transfert de quantit¢ de mouvement de NAVIER-STOKES dans I ’hypothese d’un fluide

incompressible.

pM (%ﬁﬁjv:ﬁpmhmv (11 -50)



