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Plan

 Formulation des caractéristiques élémentaires
e Matrice de rigidité

 Assemblage et résolution

 Matrice de transformation

e Calcul des efforts internes

Méthode ¢
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|. Fonctions de forme

[ Barre soumise a la traction ] i
@ o—>
U, ] U,
La variation est linéaire entre les deux nceuds : u(x) = a, +a, x

X =0 ->u(x)=u, u, — uq
{x =L 2u(x)=u, u(x) = uy + L X

ux) =
K

Nx(X)ug = Ny (x)x; + N (X)x;

2
=1

L

Ny (x) = (1 - E) Et N, (x) = %

\

Fonctions de forme
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Il. Matrice de rigidité

e Le systeme de la barre est exprimé par :

[KI{U} = {F}

Avec : .
K] = jvf | 1817101131 av

[B] : matrice qui peut étre exprimée a partir de [B]{u}={¢}
{e} : Vecteur de déformations
[D] : module de Young

[Barre soumise a la traction ]

du(x _ d uq

Nous savons que :  Exx = d(x) ‘ gxx_a[Nl(x) NZ(x)] {uz}
o EAr1 -1
Q

K|=—

S K] =7 [—1 1]
N
=
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Il. Matrice de rigidite...

Il existe trois types de matrices de rigidité :

Matrice locale Matrice globale élémentaire Matrice globale

* Liée a chaque élément
e Sa taille est de (2x2)

dans le cas de Traction
(nbre de noeuds x nbre ddl)

Traction :
EArq1 -1
K] =T[—1 1]

2019-2020

!

\/- Lice a l'élément mais\

exprimée dans le repere
global

e Sa taille est celle de la
matrice globale

!

~

e La rigidité de toute Ia
structure
e Sataille :

\inbre de nceuds x nbre ddI)J

[ Notation : ]

(nbre de nceuds x nbre ddl)

A

~

4

La notation « globale » est exprimée en Majuscules,
alors que les notations minuscules sont réservées

aux axes locaux

Dr. Z. BENADLA



Il. Matrice de rigidite...

Pour exprimer les différentes matrices de rigidité nous allons passer par un exemple de
poutre en traction de module de Young E et de sections variables :

A, A,
| X
........... *._._._. . >
1 2} % BP
L, L,
€ = > € > 1 1 2 L1 Al
2 2 3 L2 A2
X
xl zx *3 ''''' >
L, L,
<€ > € < >

Méthode ¢
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11.1 Matrice de rigidité locale

e Liée a chaque élément :

nous avons deux éléments, nous avons donc deux matrices de rigidités locales qu’on
nomme k; et ky

e Leurs tailles est de (2x2) : (nbre de noeuds x nbre de ddl) :

Nous avons 2 nceuds pour chaque élément (un nceud d’origine et un nceud
extrémité); et nous avons un ddl dans le cas de traction qui représente le
déplacement axial.

EA1[1 —] K, EAzll —]



11.2 Matrice de rigidité globale éléementaire

Ly

e Liée a I'élément mais exprimée dans le repere global : Dans ce cas le repéere local

coincide avec le repere global.
* nous avons deux éléments, nous avons donc deux matrices de rigidités globales

élémentaires qu’'on nomme ke, et ke
e Sa taille est celle de la matrice globale: Nous avons 3 nceuds et chague nceud

possede un ddl, ce qui nous donne une taille de (3x3)

Uy Uz Ve — Ui Uz Us
1 -1 0 u EA 0 0 0 U
[ke]=t " Ikeli=—2
) I 0 1 -1
1 -1 1 0 Uz uz




11.3 Matrice de rigidité globale de la structure

L1 2 L2

e C’est la matrice rigidité de toute la structure et elle est donnée par la somme de
toutes les matrices globales élémentaires. On la note K en majuscule.

[K]=[ke]+[key]

e Sa taille : (nbre de noeuds x nbre ddl): (3x3)
» Cette étape est appelée Assemblage.

Ly Uz (I E
EA, | EA; |
I 4 5 0 ul
K] = EA, EEA1+EA3 . EA,
Loy L L |?
R EA, ' EA;
0 it S i
I; A 5




I1l. Matrice de Transformation dans le plan (OXY)

Nous avons vu dans I'exemple précédent que pour déterminer
la matrice de rigidité globale, il suffit de faire la somme des
matrices de rigidité élémentaires des deux éléments. En effet le
repere est le méme pour les deux éléments de cette poutre, ce
gui nous a donné la matrice suivante :

ST — >
<€ i >€ Z_>
uq u; us
L | & 17 |
— KI=1  Eq, EA, EAy | EA,

e - . e u;
o
= I - -/
= ° i im |-
\"0-3 u 2 2 i
>
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I1l. Matrice de Transformation dans le plan (OXY)...

Mais dans le cas ou les barres
n‘ont pas le méme repere, par

exemple :
On ne peut pas sommer

directement les matrices
de rigidités élémentaires :

Les repéeres locaux n’étant pas les mémes, on doit passer
mm) par une transformation du repere local (x,y) au repere
global (X,Y)

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 11
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I1l. Matrice de Transformation dans le plan (OXY)...

Pour le cas des matrices de rigidités locales,

elles sont

exprimées dans le repere local, donc elles sont toujours de Ia

forme: E;A;

i =

N

Ce qui donne pour I'exemple :

2019-2020

Dr. Z. BENADLA

Si on suppose le méme
module de Young pour les 2
éléments, les deux matrices
deviennent :

=S
L4P7, =L—2l_1 1]

12



I1l. Matrice de Transformation dans le plan (OXY)...

La matrice de rigidité de la structure doit é&tre composée de matrices écrites par rapport
au méme repere

Nous avons : u. -
e Deux DDL dans le repére local x (u,, u,) 2 j@
* Quatre DDL dans le repére global (U,,, U,,, Us, et U )

La projection des vecteurs déplacements du Y
repere local vers le repere global s’écrit :

_ : 2
u, =U,,cos0+U,,sin0
u, = U,,cos0+U,,sin0 w =1 U +m U
X.—X . 2 ox —2X ox —2Y
1 =cos0=23 2 représentent les ' 4
o 5 cosinus directeurs (U3 = IOXU3X+ mOXU3Y
Y.-Y rr )
m , =sinf=——-= U
P L, {u}=[A{U}
5 =
Sous forme matricielle : -
< . :
T 3 0 0 lox m,, || Usx | matrice de transformation
E 2019-2020 Dr. Z. BENADLA \U_?,Y) 13




I1l. Matrice de Transformation dans le plan (OXY)...

De la méme maniere, on peut écrire le vecteur force: X

F2X

f2 lox mox O 0 F2Y
— < ;

f3 O O 1ox mox F’;X
kP;’Y)

= | (=N}

Méthode des élé

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 14
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IV. Matrice de rigidité locale dans le repere global

donc: [K¢]=[A]1[K][A]

{U}=[)\]{Ue} Le systéme d’équilibre de la méthode déplacement s’écrit: [K]{U}={F}
g | Wl = (AU
EIANF) {[k] AJ{Ue)=INI{Fe) T

La matrice [A] est une matrice orthogonale, donc: [Al*=[A]"

Ce qui permet d’écrire :

[KI=[AI"[KI[A]

[A] : matrice de transformation
[K] : matrice de rigidité locale.

L 0
m 0
] - | ™
0 .
(4x4) 0 m, | L
(4x2)

2019-2020

[ EA,  EA, |
L2
_EA,
L2 L2 J
(2x2)

Dr. Z. BENADLA

exprimée dans le repéere ox.
[K®] : matrice de rigidité globale
élémentaire.

L, | [le m, 0 0
EA, 0 0 1. m

15



IV. Matrice de rigidité locale dans le repere global...

2 2
1ox 1oxnlox i o lox o 1oxInox
1 2 | _1 _ 2
EA ox Mok m,, : ox M ox m,,
el _ 2 !
[K ]— | T IR bbb
2 | _p 2 lm. | 1.° | m
- - |
|
0X ox “ox 0X ox “tox
I S ?
| ox Moy  — Mgy I ox Moy m,, |

A = A
= [K°]= Eﬁ*z [][]
B el L R VS
é 1~ 1, ,m_, cos”0 cos0 sin0
é e [kr] B Loxmox m_’ :|:Los(9 sin0 sin”0 }
g

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 16



IV. Matrice de rigidité locale dans le repere global...

Par rapport a notre exemple, si on donne : Li= 4m ; L, = 5m, E = 210 GPa ;

A=A, = 6.10*m?

La matrice de rigidité de I'élément Il (2-3) est donnée par :

10X20089=X3_X2=4_O—08 et m_ —smO—Y ke 3_O=O,6
L, 5 L, 5
(080 0 |
[KH]:E,A2 060 0 |[1 -1][080 060 0 0
| 0 080([-1 1]l 0 0 080 0,60
0 0,60
'0,64\0,48 ~0,64 —0,48
0,36 —0,48 —0,36
< =[] -= N
% LZ Symétrie 0’64 0’48
i ™ 0,36
‘QJ o -
>

2019-2020 Dr. Z. BENADLA

17



Méthode des 4

IV. Matrice de rigidité locale dans le repere global...

2019-2020

1 =1}
-1 11]0

Dr. Z.

(0,64 0,48 —0,64 —0,48]
[KH]:E,A2 0,36 —0,48 —0,36
L

i N0,64 0,48
™ 036

L Symétrie
L'élément | :

XX 40 oYY

0X L1 4 (60 L1

0 0 0
0 1 0

1.0 -1 0

\OOO

Symétrie 1 0
N\ 0

1

BENADLA 18



V. Matrice de rigidité globale

b
_ Uix Uy Uzx Uy Usx Viy _
2 0 5 g 0 0 E 0 U
7 T R Ly ;b L Ix
X o ! o0 ! 0 E 0 0o 0 Uy
= | | S ! :
1 - 1 +0,64 5 " 0,48 0,64 : 0,48 =
L : Ly L | L, L, | L e
[K] =EA E 0,48 0,36| 048 . 0,36
0o ' o 0+ L0+ e | el | s
: L, | L, L, L,
s i a 064 | 048 : 064 i 048 ||
: L, L, : L : I H
00 """"" 0,48 | 036 | 048 | 036 y
| L, | L, | L | I o

()
4+
C
Q
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VI. Matrice de Transformation dans I'espace (OXYZ)

Nous avons dans ce cas la: AY
* Deux DDL dans le repére local x (u;, u) v X
* Six DDL dans le repére global (U;,, U;, U;,, U,,, U, et U,) | L
La matrice de transformation [A] devient : J
[7\‘] _ on moX nox O O O Yi /
= X | X,
0 0 0 on My, Ny Z-O---:k’\ l ,x’l > X
Z,-7, I
Avec: n = 7. e L
0X U
Lo z

dans le repére global sécritainsi: - ryer_rA1TIK][A]

(0).€ 0
mOX 0 B ECA@ B E@Aew
‘ [ e] _ n 0 | | 1ox mg,, 1, 0 0 0
O 1OX _ EeAe EeAe O O O 10X mOX nOX
(6x6) 0 m |l L |
| 0 n, |
(6x2) (2x2) (2x6)

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 20



VI. Matrice de Transformation dans I'espace (OXYZ)

=<
\
O

Ly X
| _
[ 2 I 2
1ox 1oxnlox 1oxnox I T 1ox T 1oxnlox T 1oxnox
2 | 2
loxnlox m, mg, n;,, | - 1oxrnox —m,, —mg,n, .
2 J 2
[ G 1oxnox m,.ng. n,, : T 1oxnox —mgn;, — N
Ke] i e [ el e e e e e e e e ] [ el e e e e e
Le 2 ! 2
|
- 1ox - 1oxnlox T 1oxnox 1 1ox 1oxnlox 1oxnox
2 | 2
- 1oxInox —m,, —mgn,. : 1oxInox ox mg.ng,,
2 2
- 1oxnox —mgn, —N0g : 1oxnox mgn;,, 0, ]
|

Les matrices de rigidité globales élémentaires étant déterminées, la matrice globale de la

I structure peut obtenue en sommant les différentes [K®] :
-

% Nelem

2 K= ) K]
< .

T i=1

=

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 21




VI.1 Exemple dans I'espace (OXYZ)

Ecrire la matrice de rigidité de la structure montrée en figure en sachant que :
E=210GPa et A;=A, =6.10"*m>.

Alz On donne aussi les coordonnées des noeuds :
Z3
1 3,122 2,5 0
2 0 0 0
fl' Xi X 3 3,122 2,5 3
" On calcule les cosinus directeurs, |, m_ et n_,
=Xj—Xi . =YJ-—Yi . :ZJ-—ZL-
ox L, 0x L, 0x L,

\% Avec : Le = \/(X] - Xi)z + (Y] - YL)Z + (Z] - Zi)z
N3]

é m“mm

@ 0,78 0,625

@)

= IT 5 0,624 0,5 0,6

)

=

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 22
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V1.1 Exemple dans I'espace (OXYZ)...

=" [K] ElAll 1 - ] [kl =

Les matrices de rigidité globales élémentaires sont calculées comme suit :

2 2
0X 1oxnllox 1oxnox o 1ox o loxrnox o 1oxnox
2 2
1oxrnox mg, mgng o 1 Mo — Mg, —mgn,
2 2
ECAC 1oxnox mgng ng, o 1oxnox —mgn, —ng
e —
[K ] o Le
-1, -l,m, -1.n L, l,,m 0
0X ox *tox ox "t ox 0X ox tox 0x "t ox
2 2
B 1oxrnox —m,, —mgn, loxmox mg, mgng,
2 2
B 1oxnox —mgn, —ng loxnox mgng, 0.

Les matrices de rigidité locales sont toujours :

2019-2020 Dr. Z. BENADLA

EzAz[ 1 —1]
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V1.1 Exemple dans I'espace (OXYZ)...

Elément |1 :

Méthode ¢

2019-2020

[ 0,39
0,312
0,37

—0,39
—0,312

| —0,37

Elément | :
0,61 0,49 0
0,49 0,39 0
Eal O 0 0
[KI]=L—
11-0,61 —-0,49 0
—-0,49 -0,39 O
0 0 0
0,312 0,37 —0,39
0125 0;3 _0,312
0)3 0)36 _0,37
-0,312 -0,37 0,39
_0)25 _0;3 0,312
_0;3 _0;36 0,37

Dr. Z. BENADLA

Les matrices de rigidité locales dans le repéere global :

—-0,61 -0,49 0]
-0,49 -039 O

0

0 0

0,61 0,49 O
0,49 039 O

0

—0,312
—0,25
-0,3

0,312
0,25

0 0-

—0,37]
—0,3
—0,36

0,37
0,3
0,36

24




V1.1 Exemple dans I'espace (OXYZ)...

Les matrices de rigidité globales élémentaires : se sont les matrices locales dans le repere global qu’on
vient de déterminer qu’on doit reporter dans des matrices de taille de la matrice globale :

(nddl x n noeuds) = 3x3 = 9.
- 0,61 0,49 0,61 0,49 7
22 22 o) -2 —2Z olflo 0 o
Ly Ly Ly Ly
0,49 0,39 0,49 0,39
= 2= ol -2 -2 offo 0 0
Ly Ly Ly Ly
. . e . 0 0__0] 0 0__0H0 0 0
Elément 1: |a matrice de rigidité de cet élément _061 049 g 061 049 M
est entre les noeuds 1 et 2. Les cases [K'] In L1 L1 L1
. 0,49 0,39 0 0,49 0,39 ollo o o
correspondantes au nceud 3 sont nulles (7¢me, L L, . L,
geme et 9éme |ignes et colonnes) 0 0 o] o0 0 ojjo o 0
0 0 0 0 0 oo 0 0
0 0 0 0 0 0110 0 O
0 0 0 0 0 0110 0 0O
0
0
0 o o939 0312 037 039 0312 0,37
L, L, L, L, L, L, , : s
0312 025 03 0312 025 03| Elément 2:la matrice de rigidité
R | L, L, |1, 1L, ~1,| decetélémentestentreles
K =EAly o oll %7 03 036 | 037 03  036] noeuds?2et3.Lescases
e %)?39 0%12 %)?37 - 3%; - 32172 - Sf-7L correspondantes au noeud 1 sont
v 00 o0f-— -= —— ’ ‘ ' nulles (18, 2éme et 32me |ignes et
o L, L, L, L, L, L,
= 0 o o031z 025 03 Josiz 025 03 colonnes)
N L, L, L, L, L, L,
S o o oll_%3%7 0,3 0,36 | 037 0,3 0,36
L, L, L, Ly L, L, ee




La matrice de rigidité globale de la structure (I'assemblage) :

EA

(K] =[K'] + [K"] =

V1.1 Exemple dans I'espace (OXYZ)...

0,61 0,49 0,61 0,49
L L — L — L 0 0 0 0
0,49 0,39 0,49 0,39
L L — L — L 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0,61 0,49 061 039 049 0,312 0,37 0,39 0,312 0,37
L L L L L L |l T L L
0,49 0,39 0,49 0,312 0,39 0,25 0,3 0,312 0,25 0,3
. L L L, LI L L L, I
0,37 0,3 0,36 0,37 0,3 0,36
o0 L L L L, L L
0,39 0,312 0,37 0,39 0,312 0,37
o0 I L L L L L
0,312 0,25 0,3 0,312 0,25 0,3
o0 "L I I L L, L,
0,37 0,3 0,36 0,37 0,3 0,36
o0 I . L L L, L

2019-2020
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VIl. Vecteur forces

Le systeme a résoudre étant « {F}=[K]{U} ». Nous avons déterminé la matrice de rigidité; il

faut maintenant :

1. Ecrire le vecteur forces {F}. Ce vecteur regroupe toutes les forces appliquées au niveau
des nceuds. Il est écrit comme suit :

fle\

Avec :
n est le nombre de nceuds de la structure.
La taille du vecteur est égale au nombre de ddl x nombre de nceuds.

(Fy={ i }

©
Q
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<
)
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=
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VIII. Conditions aux limites

2. La matrice de rigidité de la structure telle qu’elle est, est singuliere, donc son
inversion afin de résoudre le systeme {U}=[K]Y{F} est impossible. Nous devons
absolument introduire les conditions aux limites : c’est-a-dire, considérer la maniéere
dont la structure est liée au milieu extérieur.

Nous présentons ici les différentes conditions aux limites possibles en fonction des
appuis :

B o

v=0

N N cnentyeers

0
0
0

D < C

Trois méthodes peuvent étre utilisées afin d’appliquer les conditions aux limites :
thode de suppression des équations

> Mé
» Méthode du terme unité sur la diagonale
» Méthode du terme de diagonal dominant

28



VIIl. Conditions aux limites...

i. Méthode de suppression des équations : Eliminer la ligne et la colonne
correspondants a un déplacement nul.

» Elle consiste a restructurer la matrice [K] de maniére a supprimer les équations
correspondant aux ddl imposés.

» Elle a I'avantage de réduire le nombre d’inconnues du systéeme.

» La restructuration de [K] et {F} correspondant a d. = D, conduit au cas

précédent; c’est-a-dire la ligne « i » et la colonne « i » sont supprimées.

» Facile a la main mais difficile en programmation car elle nécessite le stockage
de la nouvelle matrice.

Méthode ¢

2019-2020 Dr. Z.BENADLA 29



VIIl. Conditions aux limites...

ii. Méthode du terme unité sur la diagonale : Supposons qu’on a un déplacement
imposé « di » :

» Pourtoutj # i, soustraire du je™e coefficient de {P}, le produit KG; *d,
(B} = Ko ] ta)
* Annuler la ™ ligne et colonne de [KG];

e Remplacer KG; par l'unité

Remplacer le « ii » coefficient de {P} par la valeur de déplacement {d.}

Exemple P; Kei1 Koy Koys dq
{Pz} = KGz1 KGzz Kst d;
Ps KG31 KG32 K633 d3

Supposons « di » le déplacement imposé, on aura :

d4 1 0 0 d,
P, =Ky d13 = [0 Kgp, Kepz|id,
P3 — KG31d1 0 KG32 KGSB ds

Méthode ¢

2019-2020 Dr. Z.BENADLA
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VIIl. Conditions aux limites...

iii. Méthode du terme de diagonal dominant : Si « di » est le déplacement imposé

* Remplacer le «ii » coefficient de {P} par KG; *F*d, a Ia i¢me |igne. On obtient:
KGii*F*di :KGil*dl-I_KGiZ *dz +”'+KGii*F*di‘l‘""l‘KGin*dn

D'ou :

. Ke.. 1
Gi2 Gin
= —xdy +—=x—xdy +-+d;+ -+ —xd
KGii*F* 1 KGii*F* 2 i X k n

Gii

Multiplier le terme Kg;, par un nombre trés grand « F » de 'ordre de 10°-10%0.

Ainsi le systeme obtenu peut étre résolu d’une fagcon simple en utilisant les algorithmes

classiques de résolution

Méthode ¢

2019-2020 Dr. Z.BENADLA
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VIII. 1 Exemple de |la barre en traction

. _ A A,
Matrice de rigidité globale 1
- zf ....... bp - >
u,=0 L
! < L >< >
V1 =
0. =
[K] = .
Conditions aux limites : u;=0 : en utilisant la
méthode de suppression des équations, on
élimine les 1° ligne et colonne relatives a u,=0:
Le vecteur force . _(EAI N EAzju _EA
2x 2 3
11 12 12
EA EA
F,=—2u,+—2u
{F} =10 \ * L ° L
3X P (
= ’ EA, EA, EA,
2 B
S Nous avons un systeme a 2 3 EIA 2 N 2
= équations et 2 inconnues u, et u; P=—"2u,+—2u,
§ 12 12

2019-2020 Dr. Z. BENADLA
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VIIl. 1 Exemple de |la barre en traction...
. . A Ay p=1MN
Application numérique I1 ....... >X

0 EA, N EA, u, - EA, u,
J 11 12 12
EA, EA, 1 4 3000 (0,4x0,4)
P=- u, +—= U,
1 1 2 5 3000 (0,4x0,6)

\

|

{0:264112—144113 — {uz}:{8,33 }

1=—144u, +144 u,

Procédure CL:

Siu=0->
F(i)=0
forj=1..n:K; =0 et K;=0

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 33



Méthode des éléme

IX. Résolution

Le systeme d’équations obtenu peut étre déterminé en utilisant une méthode de
résolution des systemes linéaires soit directes (Gauss, LU, ...)
ou indirectes (Gauss-Seidel; Jacobi...)

[KHU}={F} ==  {U}=[K]*{F}

2019-2020 Dr. Z. BENADLA
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Méthode

8.

X. Algorithme

Déclaration des données

Nombre des éléments (NELEM); Nombre des noeuds (NNOEUDS)
Noeuds (X,Y,Z)

Propriétés matériaux (E) : Mat (i) i=1..NMAT

Sections (bxh) : AIRE (i) i=1..NSEC
EIemfants (NQ, NE, ,L) CEAip1 -1
Matrices de rigidité locales : [k]; = L l—l 1 ]

My, N

Matrices de transformation

. Calculer les cosinus directeurs (|
. Calculer [A]

Matrices de rigidité locales dans le repere global

¢ [KI=IATIKIA]
Matrice de rigidité Globale de la structure (Assemblage) [K]= le [K]

ox’ OX)

Chargement
Conditions aux limites
* Si u;=0 >F(i)=0, K;; =0 et K;=0 pour j=1..N

Résolution du systéeme ([K]{U}={F})

2019-2020 Dr. Z. BENADLA
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