Fonction de Green - Equations de Laplace et de Poisson
1. Introduction et rappels

Nous avons établi la solution fondamentale ¢ de ’équation de Laplace dans R"
Au = 0.
La solution ¢ est donnée par, rappelons-le,

1
—Elnlxl sin=2
dp(x) = 1

N3
\t =, x—2 "=

ou w, estla mesure (surface) de la sphere unité s"1 = 9B(0,1) de R"

r(z)

et a,, est la mesure (volume) de la boule unité B(0,1) de R".

W, =Na, =

La fonction ¢ est évidemment définie et harmonique dans R™\{0}.
Concernant I’équation de Poisson

—Au=f (%)
nous avons le résultat suivant.

Théoréme: Soit f € C2(R™M), alors la fonction u définie par

uw = | ¢y

est de classe C? dans R" et résout I'équation () dans R".

Rappelons aussi les formules de la moyenne.

Théoréme: Soit O un ouvert de R" et u € C2(Q). Si u est harmonique dans Q alors pour toute
boule B(x, r),r > 0 telleque B(x, r) € Q, ona

1 1
() = f u()dy = —— f u(y)ds,.
apr™ B(x,r) wpr™ ! 0B (x,1) Y
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Terminons ces rappels par les formules de Green.

Soit 0 € R™ est un ouvert borné de frontiére dQ) de classe Cl, alors en tout point x € 9Q) est
définie la normale unitaire 7 dirigée vers l'extérieur de Q,

n(x) =n= 1,12 .1) €R™
Soitu € C1(Q), la dérivée de u par rapport a la normale extérieure 1 est définie par
=n.Vu = z z u
=1. TIL 6xl L, MUy,
et nous avons

ou
a_Jqu = Qniu ds. (@

Siu, v € C1(Q) alors par application de cette relation ala fonction uv nous obtenons la
formule d’intégration par parties

fv—dx—f nuv ds — fu—dx
a0

De la formule (&), dite formule de Gauss-Green, nous déduisons le théoréme de la
divergence.

Théoréme: Soit w = (wy, w,, ...w,,) un champ de vecteurs tel que w; € C'(Q),
i=1,..,n Alors

f divwdx = | w.ndS.
Q

a0
m|
Nous arrivons maintenant aux formules de Green.
Théoréme (formules de Green): Soit u,v € C?(Q). Alors
Jdu
f Audx=f n.VudS = — ds (D
Q a0 a0 0N
ov
f ulAv dx =f U—=— dS—f Vu.Vv dx (2)
Q a0 0N Q
f (uAv — vAu)d f ( v vau>dS 3)
ulAv — vAu)dx = Um—— V—
Q aa \ 0N on
m]
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2. Représentation intégrale des fonctions régulieres

Nous avons vu que si f est une fonction au moins continue a support compact, alors la
fonction u définie par

ux) = | o(x—y)f(y)dy
Rn

est une solution de I'équation —Au = f.

En portant dans I'expression de u nous obtenons

ulx) =— | ¢k —y)Au(y) dy,

]Rn
. 2 N
pourvu que u soit de classe C* sur R" et a support compact.
Nous allons généraliser cette formule aux domaines bornés de R".

Théoréme 1: Soit Q) un domaine borné régulier de R" (n = 2) et u € C%(Q).

Alors pour tout x € Q,

d 0 _
ulx) = _fﬂ $(x —y)du(y) y + LQ <¢(x - %;y) —u(y) M)

) ds,.  (RI)

Preuve: Soit x € Q, lafonction y — ¢(x — y) explose en y = x, fixons alors un réel ¢ tel
que 0 < € < dist(x,9Q ), et appliquons la troisiéme formule de Green dans I'ouvert

Q. = O\B(x, €), nous obtenons, puisque ¢ (x — y) est harmonique dans Q,

_ _ _ou) 0p(x —y)
fﬂ E¢(x VAu(y) dy = fa N (qb(x NGy ¥ Gy )dsy.

Comme 0, = dQ U dB(x, ), alors

) ~ A e 09— y)
RE y)Au('y)d'y—fm(‘P(x N O >d5y

ou(y) 6¢(x—y)> s, (@)
y

" faB(x,e) <¢(x - y) on - u(y) on (Y)
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Quand ¢ tend vers 0,

| $ec—nmueydy — | pexc—nouw) dy.
Qe Q

Traitons le deuxiéme terme du deuxiéme membre de (4).

Nous avons en notant dB(x, &) = [|y — x| = €]

ou(y)

du(y)
dx —y)——dS, = ¢(¢) as
f[|y—x|=s] /N ly-x= 0N 7
car ¢ est radiale donc ¢p(x —y) = dp(|x — y|) = ¢(e).
D’autre part d’apres la premiere formule de Green
0
M as,| = Au dy| < sup |Au| dy < a,&" max|Aul.
9 y
lly—x=e] 91 [ly—x|<e] B(x£) B(x£) 0

Ainsi

ou(y)
— Y s
J[.y_x.=g]¢(" Y) 5 dS,

< n
< a,|p(e) |€ m!_?xlAul ;60

car |p(e)| < C,(e*7" + In¢€) et maxg|Au| existe et est fini puisque u € C2(Q).

Passons au terme

dp(x — ) d0Pp(x — )
uly)—————4ds =f u(y) —————=—ds,,.
JaB(x,e) Y o006 Y y—xi=e] o) Y
Nous avons pour y € dB(x, €)
dp(x—y)  0p(e) ™
o) o e,
D’ou
0p(x —y) g
u(y) as, = f u(y)dS, = M(u; x, )
faB(x.s) PTamm T o e

ou M(u; x, €) estla moyenne de la fonction u sur la sphére de centre x et de rayon ¢

1
M(u; x, &) = = f u(y) ds
Wy e [ly—x|=¢] g
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comme M (u; x, &) — u(x), quand ¢ — 0, nous déduisons en passant a la limite dans (4)
que

ou(y) op(x —y)

[ o= nauenay = [ (0=» 5P —un ) ds, - ucw

et finalement

0 0 —
ue) = = [ pee= o) dy+ [ Q(qbcx—y) u) S ”)dsy.

o O

C’est la formule (RI). [
Remarque: La formule précédente reste valable pour u € C2(Q) n C1(Q).

Exercice 1:
1. Démontrer que pour y € 0B(x,&) € B(x,e) c Qona
dp(x—y) '™
my)  w,’ ~
n(y) désigne la normale unitaire extérieure en y € dQ, avec Q, = Q\B(x, &).

nz=2.

2. Soit u une fonction intégrable sur Q. Montrer que pour toute boule B(x, €), € > 0 telle
que B(x,&) € Q ona

nj u(y)dy — u(x) quand ¢ — 0
ané B(x,€)

1

—_— u(y)dsS, — u(x) quand € — 0.
wngn . LB(x,s) Y Y a

Exercice 2:
En adaptant la preuve du théoréme, démontrer la formule (RI) pour u € C2(Q) n C1(Q).

Application: Voyons maintenant un des intéréts de la formule (RI).
Soit Q un domaine borné régulier de R". Considérons le probléme suivant.

(—Auzf dans Q
{ u=g surdl

ou
— = h sur 99,
[ an

ou les fonctions f, g et h sont continues, chacune sur son domaine.

En utilisant la formule (RI) nous obtenons directement la solution u, a savoir,

0p(x —y)

u(x) =L G = y)f (y) dy+Lﬂ<¢(x—y)h(y)—g(y)W

>dSy, Vx € Q.
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Une conséquence immédiate du Théoréme 1, est le corollaire suivant.
Corollaire: Soit Q un domaine borné réqulier de R" et u € C2(Q) N C*(Q) une fonction

harmonique. Alors pour tout x € (),

d 0 —
u(x)=fa < (x—y) u(y) u(y)%)dsy.
Q

3. Fonction de Green et équation de Poisson

Soit Q) un domaine borné régulier. Considérons I'équation de Poisson avec condition de
Dirichlet.

P —Au=f dans Q; u = gsuradl
ou f et g sont des fonctions continues.
En essayant d’appliquer la formule (RI), on se heurte a un petit probleme; la valeur de
du/0n sur 0Q est inconnue.
Nous allons donc modifier la formule (RI) de sorte qu’elle ne contienne plus le terme du/0dn.
Pour se faire, soit H une fonction harmonique dans . En utilisant la troisieme formule de

Green nous obtenons, du fait que AH = 0 dans (),

Ju 0H
oy = [ (12— u)as
fn Y aa \ On an

d’ou

ou(y) ()aH(y)> is. )

O=L H(y)Au(y) dy—fm<H( )

En ajoutant, membre a membre, (RI) et (5) nous avons

u(x) = f (6 — ) — HO))Au(y) dy
Q

(y) A(p(x —y) —H®))
+ ] |@a-p -10) T - ue) =

ds,.

Choisissons maintenant parmi les fonctions harmoniques H dans {Q celle qui vérifie la

condition, H(y) = ¢(x — y),Vy € 0Q.
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Pour cette fonction H, x € Q représente un parametre, notons-la par H,.

En remplacant dans I'expression de u(x), nous obtenons que pour tout x € Q

d(p(x —y) — He()
n(y)

(@) = — fﬂ (6 — ) — He () du(y) dy — fa u@) ds,.

Définition: On appelle fonction de Green pour le domaine (), la fonction G définie par

Gx,y) =¢dp(x—y) —H,(y); x,yEQx #Yy.

Ceci étant, la fonction u € C?(Q) s’exprime en terme de la fonction de Green

d
w == [ o)y - [ un e as,
Q Q

Remarquons que le terme du/0n n’apparait plus dans cette nouvelle formule.

Pour le probleme de Poisson (), la solution est donnée par

_ 3 0G (x, y)
uw = [ 6@nrordy-| g Eds,

Pour le probleme de Laplace avec condition de Dirichlet, nous obtenons

B 0G(x,y) | 9G(x, y)
u(x)——j(mu(y) an(y) a5y __faﬂg(y) an(y) 45y

et la fonction

est le noyau de Poisson.

Passons maintenant aux propriétés de la fonction de Green.
Théoreme:

1. La fonction de Green pour le domaine Q est telle que, pour tout x € Q fixé

{AG(x, y)=0yea\{x},
G(x,y) =0 yeo.

2. La fonction de Green est symétrique,

Vx,y € Q,x #y; G(x,y) = G(y, x).
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Preuve:
La premiére propriété découle directement de la définition.

Montrons que la fonction de Green est symétrique.
Fixons x,y € () tels que x # y, et posons pour tout z € (
u(z) = G(x,z), v(z) = G(y,z).
Alors les fonctions u et v sont harmoniques dans Q\{x} et Q\{y} respectivement et
u =v = 0 surdQ.
Posons pour € > 0 assez petit, (. = Q\(B(x, &) U B(y, €)) et appliquons la troisiéme formule

de Green dans (), aux fonctions u et v,

Jv ou
fﬂ S (uAv — vAu)dz = L o <” @ " 077(Z)> a5

f < av v6u> S = 0
Us—— V5 =0.
a0, \ On 0n

Comme 0Q, = dQ U dB(x, &) UIdB(y,&) etu = v = 0 sur dQ alors

donc

0
f (u v —-v Ou >dSZ=O.
9B(e)UdBe \ ON@)  In(z)

D’ou

ov ou dv ou
u -V dSZ+f (u -V >dSZ=O
fas(x,g)< n(2) 077(Z)> e\ 0Nz o)

ce qui implique que

v Ou ou ov
LB(X@ <u @ " 0n(2)> e = JaB(y.s) (U @z - 677(2)) dsz. (6)

Par similarité, traitons uniquement le premier membre. On a

dv ou dv ou
u -V ds, = J u=—-—ds, —f v——ds§,.
J6B(x,e) ( 677(2) ar](z)> 0B(x,€) 67] (2) 0B(x,¢) 67] (2)
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La fonction v est réguliére en dehors de B(y, €), donc elle I'est sur B(x, ) et par suite dv/dn

est bornée sur dB(x, €) d’ou

< C sup |ul dS, = Cw,e™ ! sup |lu| — 0.
dB(x,¢) 3B (x,€) 9B(x,) e-0

v
[
9B ON(2)

Pour le deuxiéme terme, on a

ou(z) 0G(x, z)
LB(x,s) V) stz - —LB(x,s) V) on(z) 45
or
0G(x,z) _0(Pp(x—2) —H,(2)) 0p(x—2z) 0H,(2)
n(z) n(z) @ i
D’ou
ou(z) dp(x —2) 0H,(2)

v(z dSzzf vz—dSZ—J v(z ds,.
LB(x,s) ( )aT](Z) 0B (x,¢) ( ) 571(2) dB(x,€) ( ) ar](z)

Sachant que H, est réguliere dans (), alors

0H,(2)

v(2) ——-dS,| < CLw, €1 — 0 quand € — 0.
LB(x,S) () ar’(z) 1%n q

Pour le terme en ¢

d — 0 1
f A AG L) T f w228 s __ f v(2) dS,
dB(x,€) 677(2) dB(x,€) de Wné€ 0B (x,¢)
donc
dp(x — z)
v(z) —————dS, — v(x) quand € — 0.
fa RCE> ® q

Finalement

v u
U -v dS, — v(x) quand € — 0.
LB(m)( an(z) an(z)> 0 q

De la méme maniére nous obtenons

ou v
v —-u ds,—u uand € — 0.
LB@,@ ( @ 671(Z)> 0 a
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En faisant tendre € vers 0 dans (6), nous arrivons a v(x) = u(y), et en revenant aux

expressions de u et v nous obtenons  G(y,x) = G(x,y).

4. Construction de la fonction de Green

L’expression explicite de la fonction de Green, pour des domaines (1 de forme générale, n’est
pas facile a établir, puisque sa construction consiste a déterminer la fonction H,, ou x
parcourt () et telle que AH,(y) =0,y € Q et H,(y) = ¢(x — y),y € 0Q; chose qui n’est pas

évidente dans le cas ou () est de forme quelconque, rappelons-nous que ¢ est radiale.
Nous allons nous restreindre a deux cas.

a. Fonction de Green pour le demi-espace:

Soit Q@ = R} = {(xy, x5, ..., x, ) € R"; x,, > 0} le demi-espace positif de R"™ (n = 2).

Pour x € R" posons x = (x',x,) ot x’ = (x1, %, ..., X,_1 ) € R* 7L,

Ona 9Q = {(x1, %3, ..., ) ERY; x, =0} = {(x,0); x' € R" 1} = R*1 x {0},

avec ces notations le point (x’, 0) est identifié 3 x' € R*" 1,

Nous allons appliquer la méthode de réflexion pour construire la fonction de Green pour le
demi-espace Q.

Soit x = (X4, ., Xp_1, X ) € Q, le réfléchi de x estle point x* = (xq ..., X1, — X)-

Le point x* n’appartient pas a Q puisque — x,, < 0. La projection des points x et x* sur dQ
est le point x'.

La fonction ¢ étant la solution fondamentale du laplacien, remarquons que ¢(y — x*) est
harmonique par rapport y € , de plus puisque |y — x*| = |y — x| pour tout y € dQ alors
¢y —x") = ¢(y —x) poury € 0Q ie. p(y' —x") = p(y' — x).

En posant maintenant H,.(y) = ¢(y — x*) nous écrivons d’aprés ce que nous avons
remarqué que

{ AHx(y) =0 y €
H ) =¢(y—x") yeaq,

et la fonction de Green pour le demi-espace R’ est
G,y) =y —x) —H:() =y —x) —p(y—x"); x,yeRELx #y.
et puisqu’elle est symétrique, G(x,y) = p(x —y) — p(x — y*).
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Exercice 3:
1. Déterminer le noyau de Poisson relatif au demi-espace R.

2. En déduire la solution du probleme
{Au = 0 dans R}
u=1sur R*"1,
b. Fonction de Green pour la boule:
SoitQ = {y € R"; |y| < r}laboule de R™ de centre 0 et de rayon r. On définit le réfléchi ou
le dual de x € Q\{0} par rapport a dQ le point x* donné par
r2
X" = Wx.
Le dual de 0 est indéterminé mais on écrit par convention |0*| = +co.
Nous avons les propriétés suivantes.
1.Six € Q,x # 0 alors son dual n’appartient pas ().
En effet |x*| = r(r/ |x]) > rcar r/|x| > 1 doncx* & Q.
2.Vx € ,Vy € 0Q
y=x]_r
ly —x|  Ix|

Soitx € Q et y € 9. Nous avons

2 I 4

*12 2 * *|2 2 r r
ly —x**=1lyl* = 2y.x"+ [x"|*=1°-2— ) x;y;+—5, car|y|=r

|x|? 4 |x|2’
=
donc
n n
|2 r’ 2 2 r 2 2
ly—x"*=—|7"=2 ) xyi+|xI* | == I¥I* =2 ) xy; + |x]
d’ou

2

r
12 = W(ly — x|%).

ly —

Ainsi pour x € Q et |y| = r nous avons la deuxiéme propriété,

ly—x*| r

ly —x  lxl”
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Déduction de la fonction de Green:

Posons pour x € Q, H,(y) = ¢(y — x). Alorssiy € dQ i.e. |y| = r, d’aprés la propriété que

nous venons de démontrer
H () =¢(y—x)=¢(y—x))=¢ (li—l(ly - x*I))-

En gardant cette méme expression nous remarquons que H, est harmonique dans Q

puisque pour y € Q, y # x*. Ceci étant nous avons de ce qui précede

| x|

ML) = By (7<|y - x*I)) =0 siyeB(O,)

LHx(Y) =¢ <|i—|(|y - x*I)) = ¢y —x) si y €9B(0,r).

Et finalement la fonction de Green relative a la boule B(0, r) est

|x|

Gx,y) =y —x) —H(y) = dp(y — x) —¢<T(Iy—x*|)>; x,y € B(0,r),x #y.

Exercice 4:

Donner en terme de la fonction de Green la solution du probléme suivant

{Au = 0 dans B(0,7)
u=g sur dB(0,r).

ou est une fonction continue. Ecrire I'expression explicite du noyau de Poisson.
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