Mme BENYELLES WAFAA
(suite du cours MI)

Part I

GENERALITE SUR LES
VARIABLES ALEATOIRES
REELLES (v.a.r)

1 INTRODUCTION

Dans la plupart des phénomeénes aléatoires et aprés la réalisation de notre ex-
périence aléatoire, on s’intéressera & une fonction du résultat qu’au résultat
lui-meme. Ainsi, pour une expérience sur une population (exemple un recense-
ment) on s’intéressera & différentes fonctions: nombre d’enfants ou le pourcent-
age des individus de moins de 25 ans ou la proportion des filles. Ces grandeurs
(nombres réels ou entiers) résultat de cette épreuve sont en fait des fonctions
réelles définies sur ’ensemble fondamental (associé a notre expérience), appelé
: variables aléatoires réelles (v.a.r)

1.1 Deéfinition

Soit (€2, P) un espace de probabilité, on appelle variable aléatoire réelle (v.a.r),
toute application X de  vers R définit par:

X:(Q,P) — (R,Px)

w — X (w)

Remarques

1. (2, P) un espace de probabilité: Q est ’ensemble fondamental (ou univers)
associé a notre expérience et P sa mesure de probabilité (vu cours précé-
dent).

2. Les v.a.r permettent modulo un codage (ou une quantification) de trans-
former tout espace de probabilité (2, P) en un espace de probabilité (R, Px)
dit espace de probabilité induit par X, ou X est la v.a.r en question et Px
sa probabilité induite :

VA Px(4) = P[X'(4)]

P{we /) X(w)e A})
= P(X €A



Notations d’usage :

P(X = a)=PX '{a})
P(X < a)=PX '(]—-o0,0

3. On distingue deux types de variables (v.a.r) selon leur 'ensemble d’arrivée,
ainsi , on aura:

X:Q0 — X(Q

e Si X () est un ensemble dénombrable (C N,Z,Q), alors X est dite
variable aléatoire réelle discréte.ie X (Q) = {x1, 22, ...., 2, } (dénombrable fini) ou X (Q) =
{1, 22, ....} (dénombrable infini)

o Si X(2) est un ensemble non dénombrable (X (2) = Jo, B[C R), alors
X est dite variable aléatoire réelle continue.

Exemples

1. Soit 'expérience aléatoire ot 1’on jette deux dés non pipés (truqués) (ainsi
Q={(1,1), (1,2), s (L,6), (2,1),...(6,6)} = {(i, ) aveci,j € {1,2,3,4,5,6}}.
On considére la v.a.r X3 qui représente la somme des deux dés et X5 la
v.a.r qui représente le plus grand des deux nombres, on aura:

X1:Q — R Xo:Q — R
(4,§) —i+J (4,7) ¥ Sup(i, j)
Dans cet exemple on remarque bien que les varibales X; et X5 transfor-

ment modulo une quantification I’espace €2 associé a notre expérience.

2. Si on lance une piéce de monnaie équilibrée: Q = {pile, face}, on définit,
la v.a.r Y par:

Yy : Q —R
Y(pile) = 0, Y(face)=1

ainsi, la probabilité induite par la v.a.r est:

_ ) bre de cas favorable 1
P[Y~1{0}] = P(pile) = =
[ { }] (pile) nombre de cas possible 2

bre de cas favorable 1
Piy-1(] — p _ nom - -
[ { }] (face) nombre de cas possible 2

Px ({0})

Px ({1})

Dans cet exemple on remarque bien que la varibale Y transforme modulo
un codage notre espace {2 en un espace type {0, 1}

3. On remarquera dans ces trois exemples de les variables sont dscrétes car:

X1(Q) ={2,3,4,..,12} = Dy,



XQ(Q) = {172,3,4,5,6} =Dy,

La notation Dy définit en général le support d’une variable aléatoire,
mathématiquement Dy = {z; € R, tel que : Px(z;) > 0}

2 Fonction de répartition, fonction de masse et
fonction de densité ou loi de probabilité

Une loi de probabilité d’une v.a.r permet de connaitre les chances d’apparition

des différentes valeurs de cette variable.

Dans tout ce qui suit, (2, P) est un espace de probabilité et (R, Px) est
lespace de probabilité induit par la variable (v.a.r) X.

2.1 Définition de la fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle. La loi de probabilité de X est définie par la
fonction F'x, appelée fonction de répartition de la variable X, définie par:

Fx :R—[0,1]

z+—— Fx(z)=F(z) = P(X <z)=P(X (] - o0, [

et qui vérifie les propriétés suivantes:

1. 0< F(z) <1
2. lim F(z)=0 et HI_P F(z)=1

3. F(z) est une fonction croissante
4. F(z) est une fonction continue a droite
Remarques

1. On dit que deux variables aléatoires X et Y ont la méme loi si elles ont la
méme fonction de répartition F'x = Fy.

2. La loi de X est en générale notée L(X) ou Loi(X)

3. Si X est une v.a.r discrete, alors

F(z)=P(X <z)= Y Px(z:)=» P(X =u)

z;<x z; <z

ou, Px définit la fonction de masse de la v.a.r X

4. Si X est une v.a.r continue, alors
Flz)=P(X <z)= /f(t) dt

ou f est la fonction de densité de X.



2.2 Définition d’une fonction de masse

Soit X une v.a.r discréte: La fonction de masse Px qui caractérise entiérement
la Loi de X (elle est aussi dite loi de probabilité de X (cf: cours espace de
probabilité: proposition 1 chapitre 2.3)), est une fonction telle que:

Px: R— [0,1]
zi— Px(z;)) =P (X =2;) =P (X" {z;})
qui vérifie les conditions suivantes:

1.0<PX=2,)<1 VzeR

2. ) Px(z;) =1

Remarques

1. Soit A un événement de X (), on définit:

Px(A)= > Px(x) = ZP(X = ;)

x, €A

2. Si X(Q) est fini démombrable ie X (Q) = {z1, 22, ...., Z } ,on aura la fonc-
tion de masse définit comme :

X; - Ty | T2 | - | Tp
et Px(xz;) = 0 pour tout x; ¢ X(Q)

La fonction de répartition (dans ce cas) sera ainsi définie:
F:R—[0,1]

v F(z)=P(X <z)= Y Px(x;)

z;<x
concrétement
0 St T < T
= st w1 <x < X9
P+ Py st o < T < T3
F(.’L‘): P+P+P; si z3<z<u14
1 st T > T,




Exemple

Reprennons 'un des exemples précédents: X; qui définit bien une v.a.r
discreéte.

1) Déterminer la Loi de X; (donc sa fonction de masse)

2) Déterminer sa fonction de répartion Fx,

3) Calculer la probabilité des événements suivants:

A={z>10}, B=10,2], C ={x <9}, D={20}, E = [15,30]

Solution:

1) Xjest une variable discréte car X1(Q) = Dx, = {2,3,4,...,12} ,avec =
{(1,1),(1,2), 000 (2,1),(2,2), .0, (6,6)} = {(5, ) , i,j € {1,2,3,4,5,6}} ainsi card® =
36.

Rappel

VA Px(A) = P[X'(A)]
= P{weQ/ X(w)e A}
= P(X el

Ainsi, Si A = {3} alors Px ({3}) = P [X ' ({3})] = P({w = (i,4) € @/ X(w) € A}) =
P({(l,Z), (2, 1)} __ nombre de cas favorable _ 2

nombre de cas possible ~— 36
Xk 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1,6)
ws) 0% (26
’ (3,1) ’ (4,2) ’ (5,3) ’ (6,4) ’
bl (6, 1) 9’
T 7 3 T 5 G 5 T 3 7 T
Px (xh) 35 36 36 3 36 36 36 36 36 36 3
0 < Px(zx) <
Px. ainsi définit est bien une fonction de masse car Z Px(z)=1 de
k
plus Vi, ¢ Dx, , Px(zx) =0
2) La fonction de répartition de X est:
0 =0 s T <2
P = 3—16 st 2<z<3
Pi+P, =z si 3<z<4
Fx(8)=4 P+P+ P =2 si 4<z<5
1 1 St x> 12
graphe

3) Le calcul des probabilités des événements:



Px(A) = Y P(X=u)=P(X=10)+P(X =11)+ P(X = 12)
x,>10
3 2 1 6 1
= F— + J— - = = —
36 36 36 36 6
1
Px(B)= Y P(X=um,)=P(X=2)= %
IkG[O,Q}
Px(C) = Y P(X=u)
mk§9
= P(X=2)+..+P(X=9)
S S B
36 736 36
ou bien
Px(C) = 1-P(C)=1-P{z~9})
= 1-P({z>10})

1
(3,2 1)
a 36 36 36/ 36

2, €[15,30]

Exercice (a faire)

Soit X une v.a.r disréte. Exprimer les probabilités des intervalles ]a,b], Ja,b],
[a,b[, [a,b], ]b,4+00[, [b,400] & I’aide de la fonction de masse et de la fonction de
répartition.

2.3 Définition d’une fonction de densité

Soit X une v.a.r continue: La fonction de densité fx qui caractérise entierement
la Loi de X (elle est aussi dite loi de probabilité de X (cf: cours espace de
probabilité: proposition 2 chapitre 2.3)), est une fonction f : R — R telle que:

1. Ve eR f(z) > 0.

2. R/f(z).dz =1



Remarques

1.

La fonction de répartition (dans le cas continu) est définie:

Fx :R—[0,1]

zr— Fx(x)=P(X <z)= /f(t).dt

de plus: La fonction de répartition d’une variable & densité est continue.

. Soit A un événement de X (2), on définit:

Px(A) = [ f(z).dx
/

Px (A) correspond a l'aire de la surface comprise entre la courbe de f et
laxe des abcisses sur A (A étant en général un intervalle [a, b]).

quelque soit A = [a,b], ou A =|a,b], ou A = [a,b[, ou A =]a,b| on aura:

Px(A) = Fx(b) — Fx(a) avec a,b des réelles a <b

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx. Si Fx est
continue sur R et dérivable sur R (sauf peut-étre en un nombre fini de
points), alors X est une variable & densité f donnée par:

f(x) = Fx(z)

Exemple
Soit X une v.a.r continue et f une fonction définie par:

1)
2)
3)

f:R—R

xz €[-1,3]
ailleurs

0 St T < -1
= a-x® st x€[-1,3]
0 St -3

Déterminer « pour que f soit une fonction de densité.
Déterminer la fonction de répartion Fx
Calculer les probabilités suivantes: Px ([0,2]), Px (]0,8]), P(z > 1),

P(X 1)



Solution

1)
flz)>=0 Yz € R

+oo
f densité <— /f(a:) do — 1
—o0

lére condition:
f(z)=0=a-2>>~0

— a > 0 car 2 toujours positif

2¢éme condition

—+oo
calculons /f(x) dx

-1

/0dx+/oz-x2dm+/0dx

—00 -1 +3
+3

3
= /a~x2 dxr = [gz?’}
3 -1

—1

- 5]

-1 +3 400
f@) de+ [ fz) de+ [ f(z) de
[ freoes ]
+3 +o0

3 3
_ 27oc+oz_2870<
B 3 3

o 28
Or /f(x)dx = 1:>Ta:1

3
= a= %accepté car il est positif

conculsion pour o = %, f est bien une fonction de densité.
2) La fonction de répartition

Fy:R—[0,1]
x+— Fx(x)=P(X <z)= /f(t).dt

Six=<-—1

Fx(z) = P(X < z) = /f(t).dt = /O.dt =0

—00



Si—-1<zxz<3

Fx(z) = P(X<az)= /f(t).dt

_ /lf(t).dt—i- / £(t).dt

= /0.dt+/at2.dt

—oco -1
- o+ [3],
_ % [xS . (71)3] - % (2% + 1)
Six>=3
Fx(z) = P(X <z)= jf(t)-dt
= F@)y dt+ [ f@)dt+ [ f(t) dt
Jro froms |
-1 +3 z
= 0dt+ [at>dt+ [0dt=1
[ouforas ]
conclusion

0 St z=<-—1
Fx(z) = 2—18(x3+1) st —1<x<3
1 st T3

3) le calcul des probabilités:
a) En utilisant la formule de la fonction de répartion

Px(A = [a,b]) = Fx(b) — Fx(a)

PX ([072])

I
s
8
m
=
S
|
=
S
I
=
S



Px (0,8]) = P(z €]0,8]) = Fx(8) — Fx(0)
1-— % (0°+1) = 2—;

Pl > 1)=P(X>1)= lim Fx(z)— Fx(1)

r— 400
_ 1o _26_ 13
- 1_28(1 +1)_28_14

b) En utilisant la formule de la densité de probabilité

Px ([0,2]) = /f(z).dz/an?dx
0

|
S
Vv
=
I
3
>
Y
=
Il
—
=
&
ISH
3

+oo

3
().dx = /aazQ.d:p + /O.dz
1

3

Il
—
g
&
Q
8
+
—
\ﬁ
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3 L’Espérance d’une v.a.r

A Torigine des jeux de hasard Pespérance d’une v.a.r (ou moyenne en statistique)
tient son nom par le projet qu’espére tirer le joueur d’avoir un gain pendant le
jeu; ainsi F(X) > 0 le joueur espére gagner E(X) < 0 le joueur "espére" perdre

3.1 Définition

L’espérance d’une variable aléatoire X, notée E(X), représente la valeur moyenne
pondérée prise par la variable X, plus précisément, c’est le barycentre du systéme
(zi, P;) (i=1,. . . ,n),le «point» x; étant affecté a la «masse» P;, P; = Px(x;)

1. Si X v.a.r discréte

E(X)=> ;- Px(z;)
ou Px la fonction de masse
o Si X(Q) est finiie X(Q) = {z1,...,xn}

E(X) = z1-Px(x1)+z2-Px(x2) + ...+ 2y - Px(xy)
= sz : PX(%‘)
i=1
o Si X(Q) est infini ie X(Q) = {z1,22,...}

E(X) = le 'PX(l'i)

i>1

I’existance de 1’espérance est conditionnée par I’absolue conver-
gence de la série.

2. Si X v.a.r continue

E(X):/x-f(x)-dm
R

de meme P’existance de 1’espérance est conditionnée par I’absolue con-
vergence de 'intégrale impropre.
3.2 Propriétés
1. X est dite une v.a.r centrée si F(X) =0
2. L’espérance est linéaire: en effet, soient a,b € R E(aX +b) = aE(X)+b

E(b) = b pour tout réel b
E(aX) = aFE(X) pour tout réel a

11



3. SiX >0, alors E(X) >0
4. Si X >Y, alors E(X) > E(Y)

5. Soit Y une v.a.r telle que: Y = ¢g(X) avec g une fonction de R vers R,
alors
dans le cas discret : E(g(X)) = Zg(wi) - Px(x;)

dans le cas continu : E(g(X)) = /g(a:) - f(x) - dx
R

ainsi, on définit les moments d’ordre k, E(Xk)7comme suit:

dans le cas discret : E(X") = Zatlf - Px (z;)

ou
dans le cas continu : E(X") = /xk - f(z) - dx
R
On remarque que E(X) est le moment d’ordre 1, et E(X?) est le moment

d’ordre 2.

6. (U'espérance d’un produit de v.a. indépendantes) : Siles via. X et Y
ont un moment d’ordre un et sont indépendantes, alors la v.a. XY a un
moment d’ordre un et on a:

E(XY)=E(X)-E(Y)

Exemples
Calculer I'espérance mahématique pour chaque cas:

1. Soit X une v.a.r discréte et Px sa fonction de masse définie sur Dx =
{-3,-2,0,1,3}par:

; B3] 20 1 [3
Px(z;) | 02 [ 0.15 | 0.4 | 0.05 | 0.2

5
i=1

= (=3) Px(—3) + (—2) Px(—2) + 0Px(0) + 1Px (1) + 3Px(3)
= (-3)x02+4+(-2)x0.154+0x04+1x0.05+3x02=-0.25

ainsi E(X)

12



2. Soit X une v.a.r discréte et Py sa fonction de masse définie par:

AR
Px (k) = e*Aﬁ, ke Dx =N
+oo +oo )\k
> k- Px(k) = Zlme*/\ﬁ
k=0 k=0
+oo k
Zk. e
k!
k=1
+00 k
Ze_A k/\ Y
= k-
+o00 )\k—l
A eiAZm Onposen:kfl
k=1
2 yn Toon
e Z:O P Or en analyse on a ZO P e”
e et = A car e¥ =1

3. Soit X une variable continue, sa fonction de densité définie par:

remarque 14 = {

E(X)

f@)=2-e7" 1 1o = {

2. 672z
0

z>0
z =<0

St
St

1
0

/acf(cc)d:c

R
0
/x-f(a:)~d:c+
_iooo

re A

v ¢ A est dite fonction indicatrice.

st

+

[+

0

f(z) - dx

/x -2e72% . dx par intégration par partie on a

_M]

—+oo
-1

—232_d —
+/e X 5

—e€
0

+oo

0
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4 La variance et écart type d’une v.a.r
La variance d’une variable aléatoire X, notée V(X), est définie par:
V(X)=E(X - E(X))?
souvent dans les calculs on utilisera la formule de Koenig
V(X) = BE(X?) - B*(X) = B(X?) - [E(X))?

L’écart-type d’une variable aléatoire X, noté o(X), est définie par:

4.1 Propriétés
1. X est dite une v.a.r réduite si o(X) =1, V(X) =1
2. Soient a,b € R V(aX +b) =a®-V(X)
V() = 0 pour tout réel b
V(aX) = a*-V(X) pour tout réel a
3. Pour toutes les v.a.r: V(X) >0 et o(X) > 0.

4. (La variance de v.a. indépendantes) : Siles v.a. X et Y ont un moment
d’ordre un et deux et sont indépendantes, alors, on a:

V(X +Y)=V(X)+ V()

Exemples
Calculer la variance mahématique et I’écart type pour chaque cas (on reprend
les exemples des espérances):

1. Soit X une v.a.r discréte et Px sa fonction de masse définie sur Dx =
{-3,-2,0,1,3}par:

; 3 2]0] 13
Px(z;) | 02015 0.4 ] 0.05 | 0.2
22 9 4 [0 1 |09
22 Px(z;) | 1.8 0.6 | 0 | 0.05] 1.8

5
calculons BE(X?) = me - Px (x;)
i=1

9Px (—3) + 4Px (—2) + 0Px (0) + 1Px (1) + 9Px (3)
= 1.840.6+0+0.05+1.8=4.25
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la variance

V(X) = BE(X?) - E*X)=425-(-0.25)
= 4,1875
o(X) = V(X)

= /41875 = 2,046

2. Soit X une v.a.r discréte et Py sa fonction de masse définie par:

Px(k)ze k',

ke Dx =N

calculons d’abord E(X(X-1))

+oo +oo k
aA
E(X(X-1) = Y k(k—1)-Px(k)=> k(k—1)-e AH
k=0 k=0
400 k
A
= Y k(k—1)-e?
= k(k—1)-(k—2)!
+o0 k
- Zeﬂ\ k>\ 21
= (-2
400 )\k72
= )\2~e_/\z = 2)1 on posen =k—2
k=2
+00 \n +oo "
= A Z P Or en analyse on a P e’
n=0 n=0
= Me et = \2 car ¢ =1
Or
E(X(X-1) = EBE(X?*-X)
= FE(X?) — E(X) car l'espérance est linéaire
E(X?) -\

ainsi on peut en déduire E(X?)

E(X)=B(X(X -1)+A=X+\

conclusions
V(X) = E(X?) - E*X)
= A 4a-?
A



3. Soit X une variable continue, sa fonction de densité définie par:

P [ 2 sioxz>0
fl@)=2-c 1[0’+°°[_{ 0 si =<0

E(X?%) = /x2-f(x) dx

0 +oo

= [ i@ et [2 @) do

—o0 0

= /x2 -2e72% dx intégration par partie

0
+oo oo
= [—mQ . 6721]0 +/ 2re % dx
0
1
)
conclusions
_ 9 9 _ 1 _ 1
V(X)=E(X*)—-FE (X)_1—§_§
et

o(X) = /V(X) = \E

5 Transformation de variables aléatoires

Propositionl

Soit (€2, P) un espace de probabilité et X une v.a.r discréte de support Dx,
une Py sa fonction de masse et ¢ une fonction de R de R telle que Y = ¢ (X),
soit aussi une v.a.r discréte dont le support Dy = ¢ (Dx) et Py sa fonction de
masse, définie comme:

Z Px(x) si y € Dy

0 sinon

Proposition2

Soit (£2, P) un espace de probabilité et X une v.a.r continue de support Dx,
fx sa fonction de masse et ¢ une application de R de R telle que Y = ¢ (X),
strictement monotone sur Dx et ¢! est bien définie.

Sous ses conditions Y = ¢ (X)) est aussi une v.a.r continue dont le support
Dy = ¢ (Dx) et fy sa fonction de masse, définie comme:

sinon

P R S N
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Exemples

Déterminer les lois des nouvelles variables Y avec Y = ¢ (X)

1. Dans le jeu de hasard ot I'on jette deux dés non pipés, on suppose qu’un
joueur gagne 1DA s’il totalise 2,3,4,50u 6 et perd 1DA s’il totalise 8,9,10,11ou
12, le jeu est nul s’il totalise 7.Ainsi on définit la nouvelle variable Y =
v (X) telle que:

p:R— R

rr—p(z) =

+1 st
0 st
-1 s

v €{2,3,4,5,6)
z e {7}
€ {8,9,10,11,12}

Y = ¢ (X) donc Dy = {—1,0,+1} on remarque bien que Y est une v.a.r
discréte, selon propositionl, la fonction de masse de Y est définie par:

Py (y) =

Py (y) =

Z Px (J}) si RS Dy
z€p~1(y)
0 sinon
Z Px(z) si y=-1
z€p~1(—1)
Z Px(z) st y=0
z€p~1(0)
Z Px(z) st y=+1
z€p~1(1)
0 si y¢ Dy
Z Px(z) si y=-1
z€{8,9,10,11,12}
Z Px(z) st y=0
ze{T7}
Px(x) si y=+41
2€{2,3,4,5,6}
0 si y¢ Dy
% st y=-—1
2 s y=0
% st y=+1
0 si yé¢ Dy

Px étant déja définie dans ’exemplel de la définition de la fonction de

masse

2. Soit X une v.a.r continu, définie par sa fonction de densité fx

o) = {

2

& st ox€]0.3]
0

ailleurs
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On définit Y = ¢ (X) avec

p:R— R

z— p(z) = 22

donc Dy = ¢( Dx) =]0.9[, on remarque bien que Y une v.a.r continue
ainsi selon proposition2 sa fonction de densité est ( si ¢~ texiste ):

_ [ @MW) e V()| st yeDy
Irly) = { 0 sinon
Déterminons 'application inverse de ¢ puis sa dérivée:

y = plr)=y=2a

= =%y
= z=¢"(y)

donc ¢! (y) = £,/y sa dérivée sera : ¢~V (y) = :I:ﬁ conclusion

frly) = {fX(\/g))"z\l/g} si y €]0.9[

0 ailleurs

_ [t |sts| siow el
0 ailleurs
2
_ (\/g) ﬁ si y €]0.9[
0 ailleurs
_ &y sty €)0.9]
0 ailleurs
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