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1 Rappel sur les différentielles

L’étude des surfaces paramétrées est une généralisation de celle des
arcs paramétrées. Nous nous intéressons ici aux propriétés affines
des surfaces paramétrées et nous introduisons la notion de surface
géométrique.

On rappelle dans cette partie les notions différentielles utiles pour
les surfaces.

Soit D un domaine de R? (ouvert connexe de R?).
f:D— RS

(1, v) —> F(u, ) est dite de classe

Définition 1.0.1 Une fonction

0 0
Cl si f et ses dérivées partielles —f et —f existent et sont continues.

ou  Ov
Définition 1.0.2 La fonction f est dite de classe C* si les dérivées

partielles jusqu’a ['ordre k existent et soient continues.
f est dite de classe C*™ si f est de classe C*,Vk.

*f _ 0*f
: 5 . B
St f est de classe C*, alors: 5090~ oo
Notations: On note par:
_of . _of ., _ &f 0%
fu - 8’&7 v T avafuv - m;fvu - 8v8u

2 Représentation paramétrique des surfaces régulieres

Définition 2.0.1 (Surfaces paramétrées)
Une représentation paramétrique de classe C* d’un sous ensemble
des points M dans R? est une application de classe C*:
f:DcCR?> — RS
(u,v) —> f(u,v)
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L’image M = f(D) = {f(u,v),u,v € D} est appelée la surface
géométrique ou le support géométrique de la surface paramétrée.
(une surface lisse de classe au moins C')

* (o, Vo)

— /

Exemple 2.0.2 La sphére S?(0,a) est définie par Iapplication

f00,27] x [-5,5] — B3
f(v,u) = (acosucosv,asinucosv,asinv)

2.1 Reparamétrisation

On peut reparamétrer les surfaces paramétrées par les difféomorphismes.
Soient f : D C R? — R3 une surface paramétrée de classe C et
g: X C— D un C" difféomorphisme. Alors: fog: X — R3 est
une surface paramétrée qui a exactement le méme support géométrique
de f. On dit que f o g est une reparamétrisation de la surface.

Définition 2.1.1 On dit qu’une surface paramétrée est simple si et
seulement si l'application f est injective.

Définition 2.1.2 On dit qu’une surface pammétfée est cartésienne st
et seulement si, il existe un repére (O, i, 7, k) de R? tel que l'on
ait:

V(u,v) € D: f(u,v) = O+ui +v7 + h(u,v)z>
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Définition 2.1.3 Soit f : (u,v) — f(u,v) = (fi(u,v), fo(u,v), f3(u,v))
une nappe paramétrée de R®. La matrice jacobienne de la nappe est
la fonction matricielle

ofi of

S(u,v) — uv:%gjg2
S (u,v) = I (u,v) %ﬁ%ﬁ

du v
Définition 2.1.4 Une surface paramétrée: f : D — R3 est dite

réguliére au point p = f(u,v) si et seulement si la matrice jacobienne
est de rang 2. Ce-ci est équivalent a: f, A f, #0, Yu,v € D

Définition 2.1.5 Un sous ensemble M de R? conneze est appelé une
surface si chaque point de M admet un voisinage qui soit réqulierement
parametre.

2.2 Exemples
1) Le graphe d’une fonction de classe C?

g:DCR?— R3
(u,v) — g(u,v) =z

définie par: Gy = {(u, v, g(u,v)) € R3,u,v € D}.
La paramétrisation f(u,v) = (u,v, g(u,v)) de G, est réguliere. En
effet:

fu = (1707.gu)7 fv = <07 17911) et fu/\fv = <_gu; — G, 1) 7é 0 Vu,v €D
2) La représentation paramétrique:
flu,v) = (u+v,u—v,u*+ 0%

est réguliere: f, = (1,1,2u), f, = (1,—1,2v) et fu A f, = 20+
2u, 2u — 2v,—2) # 0 Vu,v € R?

3) L’hélicoide:

f(u,v) = (ucosv,usinv,bv) ©>0, veER b>0
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On a: f, = (cosv,sinv,0), f, = (—usinv,ucosv,b) et f, A f, =
(bsinv, —bcosv,u) # 0

4) Le tore:
f(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv, bsinu)
u>0,v<2m,R>r>0,0On a:

fuN fo = —=b(R 4+ rcosu)(cosucosv,cosusinv, sinu) # 0, Vu, v
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5) La sphere unité:
f(u,v) = (sinucosv,sinusinv, cosu), (u,v) €]0, w[x]0, 27|

On a: f, A fu = (sinu) f(u,v) # 0,Vu,v

3 Plan tangent a une surface réguliere
3.1 Courbe tracée sur une surface de R?

Soit f(u,v) une représentation paramétrique d'une surface M de classe
C'. Soit

a: ] CR— D CR?

t— a(t) = (u(t), v(t)

une courbe paramétrée réguliere plane de classe C'. Considérons
I'image de cette courbe dans la surface M. Alors ’application f o« :
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I — R3 est une courbe paramétrée de classe C'!, dont le support est
inclus dans le support: M = f(D).

/’ / _f/“’ M

[a,b] D

¢ ={f(a®),t € [a,b]}

Considérons la courbe oy : u € I — ai(u) = f(u,vp). Si ag est
réguliere ; alors le vecteur o (ug) est tangent a la courbe oy au point
a (up)-

De méme si la courbe: ag : v € J — as(v) = f(ug,v) est réguliere,
alors le vecteur o (vg) est tangent a la courbe as au point as(vg). Ou
I et J sont deux intervalles de R tels que: (ug,vg) € I x J C D. Et
ay(uo) = fulto, vo), avy(ve) = fu(uo, vo)-

Et comme f, A f, # 0 par hypothese, alors les vecteurs f, et f, sont
linéairement indépendants et ils engendrent un plan.

3.2 Plan tangent a une surface

Définition 3.2.1 L’espace tangent a une surface paramétrée f : D —
R3 au point py = f(ug,vg) est l'espace vectoriel de dimension 2, noté
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Ty, M, passant par py est engendré par les vecteurs f,(ug, vo) et f,(uo, vo).

- (g, vp)

D c R?

Définition 3.2.2 Soit T),,M le plan tangent passant par le point py,
JuN o

Il£u A Foll
Exemple 3.2.3 L’hélicoide:

le vecteur N = s’appelle le vecteur unitaire normal.

flu,v) = (ucosv,usinv,bv) ©v>0, veER b>0

On a: f, = (cosv,sinv,0), f, = (—usinv,ucosv,b), fu A f, =
(bsinwv, —bcosv,u) # 0 et ||fu A fol| = VB2 +u? # 0, d’ou:

1
N = ——=(bsinv, —bcosv, u)

N

3.3 Equation du plan tangent

e
Soit (O, i, j, k) un repere de R? dans lequel f : D — R3 s’écrit:

— — —
(u,v) — f(u v) = fi(u,v) i + folu,v) j + fs(u,v) k.
po = f(ug,vp) étant un point réguliere de la surface M. Le plan

- =
tangent 7, M est I’ensemble des points m = (z,y,2) =x i +y j +2 k
de R? tel que le systeme (pom, fuluo, vo), fo(ug, vo)) soit lié, admet pour
équation cartésienne:

x—fl(UO,’UO) fl,u(u07UO) fl,v(uO>UO)
y — foluo,vo) fou(uo,v0) fou(uo,vo) | =0
f3,v

&= f3(U0, vp) f3,u(U0, Uo) (UO; Uo)
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c-a-d: Ja,b € R tels que pors = afy+0fy.

Exemple 3.3.1 Soit f : R — R? telle que:
flu,v) = (bu—3v*+3, —u-+v?, 3u+4v?) I’équation de I’espace tangent
a M au point mg = f(0,0) = (3,0,0). On a: f, = (5,—1,3), f, =
(—6v, 2v,8v). Soit m = (z,y,2) € T,,,M, Ja,b € R tel que :

mom = af, 4+ bf, = (5a, —a, 3a) + (—6bv, 2bv, 8bv)

r—3 = ba— 6bv

— y = —a-+2h
z = 3a-+ 8bv
r = ba—6bv+3
— y = —a-+2bv L’équation paramétrique
z = 3a+ 8bv

[’équation cartésienne:

r—3 5 0 r = dba+3
y —-10]|=0= y = —a
z 3 0 z = 3a

r = d5y+3
— a = —y
z = =3y

— r—2z=—2y+3 = rv+2y—2—-3=0

4 les deux formes fondamentales

4.1 Premiere forme quadratique fondamentale
Soit f : (u,v) — f(u,v) une surface réguliere de classe C* k > 2.

Définition 4.1.1 On appelle la différentielle de f(u,v), noté df, une
application bijective du vecteur (du,dv) associe le vecteur:df = f,du+
fodv dans le plan tangent.

Définition 4.1.2 La premiére forme quadratique fondamentale I, (
une forme bilinéaire symétrique) est la restriction de la forme quadra-
tique X — || X||* au plant tangent & M au point p = f(u,v):

YWV, W € T,M : L,(V,W) = V.W
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ou V.W est le produit scalaire des vecteurs V,w dans R3.

Le plan vectoriel tangent a M est engendré par les deux vecteurs: f,
et f,. Un vecteur du plan tangent est donc de la forme V = \f, + uf,
est on a:

LV.V) = X\ full® + 2\ fufo + 12l £l
Elle s’exprime dans la base { fu, fu} de T,M par:
L(df, df) = df-df = (fudu + fudv) . (fudu + fudv)
= fu.fudu® + 2f,. fodu.dv + f,.fodv®
= Edu® + 2Fdu.dv + Gdv®

En désignant par: E = f,.fu, F = fu.f, et G = f,.f, des applications
de classe C*~1 de D dans R.

Les coefficients E, F et G s’appellent coefficients de la premiere
forme fondamentale.

Théoreme 4.1.3 La forme T}, est une forme définie positive.

Preuve
I, = df.df = Edu* + 2Fdu.dv + Gdv®

B Edu+ Fdv
= ((du d“)<qu+de)

— (du dv)(? g)(;ﬁj)

Alors la forme I, est définie par la matrice symétrique < ? g)

Pour qu’elle soit définie positive il faut et il suffit que: E > 0 et
EG—F?>0. Onabien: E=|f,[>>0 et

EG = F* = (fu-fu) (forfo) = (fufo) = (fu A f)* >0
( On utilisera la formule : (a Ab)(.c Ad) = (a.c)(b.d) — (a.d)(b.c)).
Exemple 4.1.4 Considérons la surface définie par:
flu,v) = (u+v,u—v,uv) : fu(u,v) = (1,1,v) et fy(u,v) = (1,—1,u)

Les coefficients de la premiere forme fondamentale sont: E = f,.f, =
240G = fo.fy =240 et F = f,.f, = w. Dou I, = (2 +
v?)du? + 2uvdu.dv + (2 + u?)dv?, cette forme est définies positive, car
E=24+1v">0¢et EG—F?>=2u>4+20%+4>0.
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4.2 Longueur et Aire

4.2.1 longueur d’un arc tracé sur une surface

Prenons une surface paramétrée: f : D C R?> — R? de classe C! et
a: [a,b] C R — D une courbe paramétrée plane. Alors foa = 7 est
une courbe paramétrée dont le support est inclus dans f(D).

a:t— (u(t), v(t)) — f(u(t),v(t)) = ()

Le vecteur tangent ay en a(t) = (u(t),v(t)) est v/ () = fu(u(t),v(t))u' (t)+
Jolu(t), v(t))v'(2).

v est ainsi rectifiable , sa longueur est donnée par:

b b
Lix(t) = / I/ (6)l1dt = / ), o) (8) + foau(t), o()) ()t

(SIS

=/ [(/ ()| fulu(t), v + W' ()1 folult), o) + 20/ (0)0'(8) fu- fu] * dt

N|—

b
:/ (W' () E(u(t), v(t) + (v/(t))*G (u(t), v(t)) + 2F (u(t), v(t))u' ()0 (1)]* dt

N[

b
:/ (W' () E(u(t), v(t) + (v'(t))*G (u(t), v(t)) + 2F (u(t), v(t))u' ()0’ ()] * dt

Donc

o) = | INCTORTOL.

4.2.2 Daire d’une surface

La norme du produit vectoriel est égale a la surface du parallélogramme
construit sur (7, 7) c-a-d: | A 7| = || 7| 7| sin(T, 7.

Considérons A s = du.dv une petite surface encadrée par du et dv
du point (u,v). Soit AS, I'image de A s par f:

AS = |df Ndf| = |fu N fo| dudv =/ EG — F?dudv

Définition 4.2.3  L’aire de la surface paramétrée M = f(D) ou
f:D — R3 est égale a

Aire(M) = / /D VFG = Fldudy

D est le domaine de la paramétrisation.
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Exemple 4.2.4  Soit M la surface d’un tore
f(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+ rcosu)sinv, bsinu)
u>0v<2r,R>r >0, On a:
fulu,v) = —r(sinucosv, —rsinusin v, r cosu), f,(u,v) = (R+r cosu)(— sin v, cos-
Ainsi
E=fofo=1" F=f.f,=0 G=f,.f,=(R+rcosu).

L’aire de cette surface est donc

2T 2T 2 2
A= / / vV EG — F2dudv = / / (r(R + rcosu))dudv
0o Jo o Jo
2

27
= / [r(Ru + 7sinu)]." dv = r/ 2Rmdv = 2Rrr[v]3" = 4n°rR.
0 0

4.3 Application de Gauss

Soient f : D — R? une surface réguliere en tout point et N (u,v) =

Ju N fo

1 fu N Jol
Soit 5% = {(z,y,2) € R® tel que : 2? + y? + 2* = 1} la sphere unité
de R3.
L’application N : M — s* qui associe & chaque point p = f(u,v),

le vecteur normal unitaire au point p = f(u,v) de M.

le vecteur unitaire normal en f(u,v) est appelée application de Gauss
de la surface:
N:pe M+ N(p) € S?

On montre qu’elle est de classe C> . Sa différentielle d,/N est une
application linéaire de T, M dans TN(p)SQ. Comme ces deux espaces
sont paralleles , d, /N peut étre interprétée comme un endomorphisme
de I'espace vectoriel T,M.

N(p)
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4.4 Dérivée directionnelle

Soit F': M — R une fonction a valeurs réelles , p un point de M et
V un vecteur tangent a M au point p (V € T,M).

On donne 3 : ]—e,6[ — M une courbe de classe C! telle que
B(0)=pet §/(0)=V . Alors :

Fop:]—e,e]— R
t— (Fop)(t)

Définition 4.4.1 (Fo3)'(t) est appelée la dérivée directionnelle de la
fonction I dans la direction du vecteur V.
d F(t+sV)—F(t)

D)= g (Fop)) = lim ="
t=

12



