Opérateurs Monotones

1 Caractérisation des Opérateurs Monotones

Definition 1 Soient X un espace de Banach (réel) et X1son dual. Un opérateur
A: X — X' est monotone si pour tout u,v € Xon a

(Au— Av,u —v)x x >0
Exemple 1
Soit €2 C R™un ouvert borné. Pour p > 2 et pour i = 1,2, ..., n, 'opérateur
linéaire

B : WP (Q) - W L1(Q)

" -

Oz,

est monotone. En effet, pour u € VVO1 P () on a en opérant une integration par
parties

(Biu,u) = (z)u(z)dx

_ 7/u(m)aa;i (z) da

Q
= —(Biu,u)
ce qui implique que
(Biu,u) =0

Par linéarité B; est donc monotone.
Exemple 2
L’opérateur p Laplacien (négatif) —A,,est monotone
A, 1 WP (Q) — Wb (Q)

(Apu,v>W_1,q;W(J1.p : :/|Vu|p72Vu.Vvdx
Q

En fait, pour u,v € Wy? ()



—(Apu — Apv,u — v}W,l,q;ng,p = (|Vu|p_2 Vu — |VolP 72 Vv) (Vu — Vo) dz

(|vu|P |Vl = [VulP Vo] — [Vt vu) dz

Y
o ‘Q\ ’O\ D\

(|Vu|p_1 - |Vv\p_1) (Vu — Vv)dx

>
La monotonie du p-Laplacien peut étre aussi déduite du résultat suivant

Proposition 2 Si ¢ : X — R est une fonction continument differentiable et
conveze , alors ¢’ : X — X' est monotone.

Démonstration.
Pour tous u,v € X, la fonction

t~ d(tu+ (1 —t)v)

est une fonction réelle convexe ce qui entraine que sa dérivée est croissante. En
particulier,

d P(tu+ (1 - t)“)\t:o

d
£¢(tu + (1 =t)v)j=1 = 7t

ce qui veut dire
(¢ (w),u—v)) = (¢'(v),u —v))
Et donc ¢’est monotone.

Puisque l'opérateur —A,, est la dérivée de la fonctionnelle continument differ-
entiable et convexe définie par

6 WP (Q) = R; o (u) = ;ﬂ/wuv’dm

alors la proposition précédante donne une autre preuve de la monotonie de
lopérateur —A,. m

Definition 3 Soit X un espace de Banach. Un opérateur A : X — X' est dit
(i) hémi-continu si pour tous u,v,w € X, la fonction

t~ (A(u+tv),w) est continue

(ii)borné si limage par A d’ensemble borné est un ensemble borné
(it )pseudo- monotone si A est borné et si

Uy, — u dans X
= liminf(Auy, u, — v) > (Au,u —v),Yv € X

n—oo

lim sup{Au,, u, —u) <0

n—oo



Proposition 4 Soit X un espace de Banach et A : X — X'un opérateur. On
consideére les propriétés suivantes
(i) A est monotone, borné et hémicontinu,
(it) A est pseudo-monotone,
(#i1) A vérifie

Uy — u dans X

Au, — € dans X/ = Ay =¢.

lim sup(Aug,, un) < (€, u)

n—oo
Alors (1) = (ii) = (tit).
Démonstration.
Soit A monotone, borné est hemicontinu et soit (uy), C X une suite vérifiant:

u, — u dans X
lim sup({Auy,, uy, — u) <0 (1)

n—oo

Par monotonie de A , on a
(Atp, up — u) > (Au,uy, — u)

La convergence faible de (u,,) implique

lim inf (Auy,, up —u) >0 (2)
De (2) et (1), on a
lim (Auy,,u, —u) = 0. (3)

Soit v € X et on définit w:= (1 — A)u+ Av ; (A €]0,1[ ). Par monotonie,

(Aup,up, —w) = (Aup,t, —u) + (Aup, v — w)

def.w (At g, — 1) + MAty, u — v)

> (Aw,u, —w)
= (Aw,u, — u) + M(Aw,u — v)

V

Puisque u, — u et en utilisant (3) ,on obtient

liminf(Au,,u —v) > (A((1 =N u+ ), u—v)

n—oo

Considérant A — 0 et utilisant ’hemicontinuité de A, on obtient,

liminf(Au,,u —v) > (Au,u — v)

n—oo
Donc, A est pseudo-monotone.
Soit A pseudo-monotone, et considérons une suite (u,) C X telle que

up — u dans X
Aup, — & dans X/ (4)
lim sup(Auy,, un) < (€, )

n—oo



Alors,
lim sup (A, u, —u) <0 (5)

n—oo

(5)et la pseudo-monotonie impliquent que,

lim inf(Au,, u, —v) > (Au,u —v);Vo € X (6)

(6) et (4)impliquent que,
(& u) — (& v) = (Au,u —v)

c.a.d.
(- Au,u—v) >0 ;YveX

Ce qui est équivalent &
(& —Au,v)y >0 ;Yve X
ce qui a son tour implique (I'inégalité étant vraie pour v et -v)
(€ —Au,vy =0 ;Yve X
Conclusion, Au=¢. m

Proposition 5 Soient X un espace de Banach reflexif, et A : X — X' un
opérateur monotone, borné et hemicontinu. Alors,

U, — u dans X — Au,, — Au dansX/.
On dira que A est continu de X fort dans X/ faible.

Preuve.
Soit u,, — u dans X. Puisque A est borné, la suite (Auy,), est borné dans X’.
Puisque X est reflexif, et en passant a une sous suite il existe £ € X’ tel que
Au,, — € dans X/, m

De plus,

(Aup,un) = (Aup,up —u) + (Auy,, u)
[Aun ]| lun = ul + (Aun, )

IN

Par suite,
lim SU.p<Aun7 un> < <£7 U>

n—oo

par le lemme (4) (implication (i) => (iii)) ,on obtient Au = €.



2  Surjectivité des opérateurs monotones

Dans cette section nous présentons des conditions suffisantes pour la surjectivité
d’opérateur monotone A : X — X’. Avant on démontre un résultat qui est une
conséquence du théoréme de point fixe de Brouwer.(voir cours méthode de point
fixe page 4)

Proposition 6 Soit f : RN — RN continue. S’il existe § > 0,tel que (f(z),z) >
0 pour ||x|| = §.Alors il existe mg € RN tel que ||xo|| < § et f(xg) = 0.

Preuve.
Suppoosons le contraire c.a.d.

f(z) #0,Vx € B(0,0),

alors la fonction g : B(0,6) — B(0,0) telle que

f(z)
g(x) =0
1f ()]l
est bien définie , continue et ||g(z)|| = § . Par le théoréme de point fixe de

Brouwer, il existe z* € B (0,6)tel que z* = g(z*). ||g(z)|| = 6, implique ||z*|| =
6.Et par suite, utilisant I’hypothése sur f, on a

0* = (a%a") = (g("),2")

J -
= —m<f($)vx>§0

Ce qui contredit § > 0,et donc notre supposition est fausse et il existe x €

B(0,6),f(z)=0 m

Theorem 7 (théoréme de surjection)
Soient X un espace de Banach réflexif et séparable et A : X — X' un opérateur
monotone borné hemicontinu et coercif c.da.d

(Av,v)

lim —* =+
oll—+oo V]|

Alors, A est surjectif, c.a.d.
Vie X' Jue X, Au=f

Démonstration.

Soit f € X’. on doit résoudre 'équation Au = f. X etant séparable il existe
alors (wy, ), une suite telle que span{w,, : m} est dense dans X; On considére
lespace vectoriel X,, := span{wy, : 1 < k < m}.

1) Tout d’abord,on montre que pour chaque m il existe u,, € X,, tel que

<Au7m wk> = <fv wk‘>7 pour Chaquel <k<m (7)



Pour tout u € X,,,, on considére la restriction de la fonctionnelle linéaire Au €
X' = L(X,R) au sous espace fermé X,,,, et on obtient ainsi une fonctionnelle
linéaire sur X,,,. En d’autres termes, on définit un opérateur A,, : X,, — X/,
par

(Amu, U>Xm,X,’n = <Au, U>X,X’

Par coercivité, il existe ¢ > 0 telque pour tout u € X, |lu|| > 4,

<Amu7 fa u>Xm,X;n = <AU7 fa U>X,X’ (8)
> (Au,w)— |1 ful
B (Au,u) )
=t (- 1)
> 0

L’ operateur A,, hérite des propriétés de A, donc A,, est monotone, borné,
hemicontinu. Par le corollaire (5)

u, — u dans X,, — Au,, — Au dans X,,/.

Cependant, ’espace X,/ étant de dimension finie, la convergence faible et la
convergence en norme coincident, et donc A, est continu. Par la continuité
de A,,, par U'inégalité (8), et par la proposition (6), il existe u,, € X, tel que
Aty — f = 0. En d’autres termes, pour chaque w € X,,

<Aum - f7 w)X,X’ = <A'rnum - fa w>Xm,X;n =0 (9)

et donc on a établit (7).
2) Par I’égalité(9), pour tout m

(A, ) = (f, tm) < || ]| [[tml|

<Aum 7um>
llumll

A, cela implique que la suite (u,,) est bornée dans X. Puisque A est borné,
également la suite (Au,,)est bornée dans X’. Puisque X etX’ sont réflexifs, et
par passage a une sous-suite, il existe u € X, £ € X' tels que.

Par conséquent, la suite ( ) est bornée dans X. Par la coercivité de
m

u, — u dans X et Au, — ¢ dans X/
Pour tout k, on a

<€,’LU]€> = hmoo<Aumvwk> = <f’ wk>

m—

Puisque la suite (wy ), est totale dans X, ce ci entraine £ = f. De plus,

lim sup(Aum,u,) = lim sup(f, um)
= lim (f,um)
m—0o0
= (f,u).

Par le lemme ((4)) (implication (i) = (ii1)), Au=f. =



3 Opérateurs monotones injectifs

Theorem 8 (théoréme d’injectivité) Soit A : X — X' monotone et une
des conditions est vérifiée
(i) A est strictement monotone, c’est-a-dire

(Au — Av,u — v) > 0 pour tout u,v € X,u # v,

(ii) A est hémicontinu, X est strictement conveze et Au = Av implique |ju|| =
o]l -
Alors A est injectif.

Démonstration.
(i) Si Au = Aw, alors (Au — Av,u —v) = 0, et donc u = v par strict monotonie.
(ii) On démontre d’abord que pour tout f € X’

Au=f<—=WYwe X : (Av—fo—u)>0 (10)

En fait, si Au = f, alors (Av — f,v — u) > 0 par monotonie de A. Pour
I'implication inverse , soit w € X et A > 0,posons v = u + Aw. Alors

(A(u+ A w) — f, 2w) >0
(A(u+ w) — f,w) >0

Faisant tendre A vers 0 (A — 0)et utilisant A hémicontinu, on obtient
(Au— f,w) > 0.

En remplagant w par —w, nous obtenons (Au — f,w) = 0, et puisque w € X
est arbitraire, Au = f.Nous avons donc prouvé (10).

Soit maintenant S := {u € X : Au = f} Pensemble de toutes les solutions
de léquation Au = f. Pour chaque v € X |, lensemble S, := {u € X :
(Av — f,v —u) > 0} est convexe, et par (10),

S = uQXS”’ est donc également convexe. Par '’hypothese, S C {||lu]| = §} pour
0 > 0.Puisque X est strictement convexe, ’ensemble S est donc réduit a au plus
un point.Par conséquent, A est injectif. m

4 Applications

4.1 Opérateur differentiel d’ordre 1

Proposition 9 Soient Q C RY ,un ensemble ouvert borné, p > 2, q le conjugué
de p et bi € C(R;R) une fonction satisfaisant la condition de croissance

3C > 0;Vs € R, |bi(s)] < C(1 + |s[)P~2 (11)



Alors, lopérateur

Bi : WP (Q) — W h(Q)
u ~ b (u) g;i

est bien défini, borné et hémicontinu. Si b; est constant, alors B; est en plus
monotone.

Preuve de la proposition.
Soit u,v € W, P () ,alors par (??) et par 'inégalité de Holder, on a

/|Bi(u)v|d:z: = /bl(u) gglv dz
Q Q
gcyh+mwﬂglvm
e ou
< C/(1+u| |v|ﬂf’1 )dm.
( ) 81‘1 p
Ju
< C/(1+|u|p) ' dz. vllze || 5 < o0
2 L axi Lp

de sorte que B; est bien défini. De cette estimation on obtient en plus pour
chaque u € Wy? (Q),

1B @)y =  sup /Biw)m
llolly, 1p<1
Q
_ ou
2
< Cswp U+ [ull? ol |5
Hv‘wol,pg Tq p
<

-2
Cste (1+ [Jull )" lully»

Ainsi B; est borné.
Soit maintenant u,v,w € WP (Q) ,par le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, on a

[(B; (u+ tv) — B; (u) /|b (u+ tv) |“w|dx

H/wu+w“ww

— 0 quand t— 0,



Par conséquent B; est hemi continu.
La monotonie de B; dans le cas constant est déja démontrée voir exemplel.
]

4.2 Opérateur differentiel d’ordre2

Soit © un ouvert borné de RY, p €]1, +oo[ et X = WP (Q). On se donne une
application F : RV — RY continue et monotone au sens ot pour tout couple
A€ RN

(F(A) = F(p)-(A = p) 20,
ol - désigne le produit scalaire euclidien usuel dans RY. On suppose que F
satisfait la condition de croissance

YA€ RN |F(N)| < O(1+ [AP7h)
pour une certaine constante C > 0.
Proposition 10 L opérateur A(u) = —div(F(Vu)) est bien defini de W,™* (Q)
dans W=LP (Q). Il est borné,hemicontinu et monotone.
Preuve.
Soit q Uexposant conjugué de p. Siu € Wol’p (Q), alors Vu € LP(Q;RY) et
F(Vu) € LY(Q;RY). En effet,

[F(Vu)l* = [F(Vu)"*™) < C(L+[Vul™)7
< CI(1+|VulP) € LY(Q).

Par consequent, —div(F(Vu)) € W14 (Q) avec la dualité

(=div(F(Vu)), v)yy1.q wir = /F(Vu).Vvdx; pourtout ve Wy'P (Q)
o)

De plus, si u est dans un borné de Wol’p (Q), alors Vu est dans un borné de
LP(Q;RN) et par le caleul precédent, F(Vu) est dans un borné de L(€;RN).
Par consequent, A(u) reste dans un borné de W14 (Q) . Par ( résultat démontré
en td) , Uapplication = — F(z) est continue de LP(Q;RYN) dans LI(;RY) .
Par composition avec des applications linéaires continues, on en déduit que A
est continu de Wy'P (Q) dans W19 (), donc a fortiori hemicontinu.

Enfin, par monotonie de F, on a pour tout couple u,v € Wol’p (), m

(A(u) — A(v),u —v) = /(F(Vu) — F(Vv))-(Vu — Vv)dz > 0.
Q
Donc A est monotone. Un exemple d’une telle fonction F' est donné par

F(\) = |\P2\

Ce qui permet de definir 'opérateur p Laplacien



4.3 Un probléme elliptique

Soient © C RY un ensemble ouvert borné, p > 2, b € RV et f: Q — R une
fonction appartenant & L? (Q). On considére le probléme aux limites elliptique
suivant

(A ebTum =i, acp (12)

u(x) =0, x € 00

Une fonction v € WO1 P (Q) est une solution faible de ce probléme si pour tout
peC(9),

/(|Vu|p_2VuV<p) da:+§:/ <bi§5icp) da:z/(fgp) de (13)
Q i=lg Q

Theorem 11 (Théoréme d’existence ) Pour tout f € L? (), il existe une
solution faible unique u € Wy (Q)du probleme (12).

Démonstration du théoréme.

Puisque W, 7 (Q) C LP () C L? () pour p > 2 alors (L? (Q))/ =L?(Q) c
W=LP(Q) .Donc f € W17 (Q)

le résultat d’existence et d’unicité découle alors de ’application des propositions(9),
(10) (7) et(8). m
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