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1 Exercice N°1

Soit X une variable aléatoire (v.a.r) discréte finie, on définit Px comme suit:
Px(k)=k-a pour tout k € {1,2,3,4,5,6}

1. Déterminer "a" afin que Px définisse bien une fonction de masse de la
v.a.r X et ainsi sa loi.

2. Déterminer sa fonction de masse Fx.

3. Calculer les probabilités suivantes: P(2 < X < 4), P(X > 6)
4. Calculer ’ésperance de X ainsi que son écart type.

5. On pose Y =1/X |, déterminer la loi de Y, calculer E(Y)

6. On pose Z = X — 4, déterminer la loi de Z, calculer E(Z)

2 Exercice N°2

On dit qu’une variable alératoire discréte (infinie) X suit une loi géometrique
de paramétre 6, 0 < 6 < 1, si sa fonction de masse (sa loi) est donnée par:

Px(k)=0(1—60)""", pour tout k € N*
1. Vérifier que P ainsi définie est bien une loi de probabilité.

2. Calculer en fonction de 6, la probabilité suivante: P(X > 3).

3. calculer en fonction de 0, E(X) et V(X)



3 Exercice N°3

Soit X la variable aléatoire réelle (v a r) continue et soit f une fonction définie
par :

f(x) = X1 —cos(2mz)] - 1jgq
_ { Al - c85(277x)] st e [0,1]

1. Déterminer « A » afin que la fonction f soit une fonction de densité.
2. Calculer 'espérance mathématique E(X)

3. Déterminer la fonction de répartition F, en déduire P(X > 2/3).

4 Exercice N°4

Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité :
f(@)=a-e "l ou a est une constante

1. Déterminer la constante «.

2. Déterminer la fonction de répartition Fx, en déduire P(X > —2),
P(-1<z<2)

3. Pour tout k£ € N*, calculer les moments d’ordre k. En déduire V(X).



5.1

Solutions

Solution exercice N 1

. Ona

Px(k)=k-a pour tout k € {1,2,3,4,5,6}

ou bien

k 112 |3 (4]5 |6
Px(k)=P(X=k) |a|2a|3a|4a| ba | 6a

P(X=k)»0 Vk
Px une fonction de masse ssi 0
X Y P(X=k)=1
k=1

la 1 ére condition

PX = k>0=k-a=00rke{l,23,4,56}
= a>0

la 2éme condition

Y P(X = k=1« a+2+3a+4a+5a+6a=1

6
k=1

= 2la=1

1 ., .
— a= 1 positif donc accepté

Px ainsi définie est bien une fonction de masse:

F i [2]3]4]5]6
Px(k)=P(X=k) |5 |57 [sr [ ar [ o7 [ o

ainsi

0 st T < T

Py st X1 < T < To

P1+P2 st 1‘2§1’<£L‘3

F(SC): Po+Py+P; si z3<zx<14
1 st T > T,




ceux qui jouent le role des x; dans notre exercice ce sont les k, donc notre
fonction sera:

0 St r =<1
i st 1<zx=<2
%—1-22*1 st 2<x <3
F(z) = g+ &+ st 3<x =<4
mtEta -t si 4<z <5
At Et e tatay si 5<a<6
1 Si z>06
conclusion
0 st r<1
£ si 1<z<2
% si 2<x<3
Flz)=4 o si 3<z<4
% si 4<x <5
57 st 5<x <6
1 st x> 6

3. calculons P(2 < X < 4), P(X > 6), on sait que

P(A) =) P(X =k)

keA

P2 < X<4)= > P(X=k

ke[2,4]
— P(X=2)+P(X=3) =24+
a B — YT o1 T
_ 5
21
6
P > = = = — e —
(X>6)=> P(X=k)=P(X=6)=
k>6
4. Calculons I'espérance et la variance de X:
k 1721347 5 6 [ >
Px(k) = P(X = k) ﬁ 221 % % %g% % T
k- P(X = k) o1 | 21 | 21 | 21 | 21 | 21 | 21
K’ 1[4 [9[16]2 |36 /
k2-P(X: ) % 2% % % % % 42411
n 6
i=1 k=1
= i+ +§
o212
91 13
21 3



| V(X) = B(X?) - B¥(X) = B(X?) — [B(X)]?

calculons E(X?)

B(X?) = Y a}- Px(x) Zk2 Px (k

1 216
o210 T2t
441
= — =21
21
ainsi, la variance
V(X) = B(X?)-I[BX)?
2
- |4
3
20
9
conclusion, ’écat type est:
gx = V(X)
20 _ v20
9 3

. OnposeY =1/X = p(X) , détermiener la loi de Y (ie sa fonction de
masse)

Définissons son support Dy = ¢(Dx) = {%, %, %, %, %, 1} on constate que

Y définit bien une variable aléatoire discréte, selon propositionl (vu en
cours), sa fonction de masse Py sera:

2 1
Py(k)=P(Y =k) | &

Repor—
S{EEIS
] i
Rl
SE

2

=

ainsi 'espérance de Y est facile a calculer

EY) = Zyz Py (y:) Zk Py (k
= Zk~P(Y:
k=1

B 11+12++16
- 21 2 21 6 21
6 2

21 7



Attention!
on remarque bien que E(Y) # 1/E(X) donc

siY =1/X # E(Y)=1/E(X)

. Onpose Z = X — 4 = ¢(Z), déterminer la loi de Z

Définissons son support Dz = ¢(Dx) = {—3,—2,—1,0,1,2} on constate
que Z définit bien une variable aléatoire discréte, selon propositionl (vu
en cours), sa fonction de masse Py sera:

F 321
Pr(k)=P(Z=Fk) | o7 | 5 | 51

Nl ©
Nloy =
B‘c: [\

Pour 'espérance de Z, on a deux méthodes

méthode 1 (utilisant la linéarité de o) et donc les propriétés de l'espérance
(vu en cours) :

E(Z) = E(X-4)=EX)-4
B, 1
- 3 3

méthode 2 (utilisant la formule de l'espérance, vu qu’on a la fonction de
masse)

E(Z) = Zzl Py (z) Zk Py(k

= Zk.P(Z:k)

k=
1 2 6
- (_3.2>+<_2 21)+ +<2 21)
!

3

21

5.2 Solution exercice N 2

Dans cet exercice on utilisera un résultat bien connu en analyse sur la série
géométrique et ses dérivées ainsi, on sait que, pour tout |g| < 1, on a:

Zk Pl —— Zk 22 3

(1-q)°

1. Pour que P soit une loi de probabilité ou une fonction de masse, il suffit

qu’elle vérifie 2 conditions:



Y P(X=k=1

{ P(X=k)>=0 VkeN*
k>1

lére condition
0<0<1+<=0<1-60=<1deplus0=<(1-6)"<1,¥neN*

conclusions Px (k) = 6 (1 — 6)" ' = 0 et ceci Vk € N*

2éme condition

NoP(X = k=) 001-0""

k>1 k>1
= GZ(l—G)k_1:GZ(q)n avecq=1—0etn=k—1
k>1 n>0
= 0 L _ 0 - en utilisant(1)
1—¢q 1-(1-9)
= 1 cq.fd

2. Calculons P(X > 3)
P(X > 2)=1-P(X <3)car P(A)=1- P(A)
1-P(X <2)
1-> P(X =k)

k<2
= 1-[P(X=1)+P(X =2)]
= 1-60-6(1-96)
= 0°-20+1=(0-1)2

3. Despérance

E(X) = Y k-Px(k)= fk-au — gt
k=1

k>1

—+o0
= 0> k-(1-0)""
k=1

oo
= 46 Zk (q)kI] avecq=1-—6
Lk=1

i 1
_ I
0



La variance, on utilise un astuce déja vu en cours, calculons d’abord
E(X(X-1))

E(X (X -1) = Zk(k—l)-PX(k):iok-(k—n.e(l—e)’“*l
k>1 k=1
= 9(1—9)+Zook-(k—1)~(1—9)k72 on pose ¢q=1—10
k=1
+oo
= 01-0)) k- (k=1 (9"
k=2

— 9(1-90)

1 aF en utilisant (3)
2(1—6)
92
Or :
E(X(X-1)=EX?-X)=E(X? - EX)

on en déduit que :

E(X?) = EX(X-1))+EX)
. 2(1-0) 1
- Te T
21
R

conclusion

V(X) = B(X?)-I[BX)?

2 1 [1],
02_0_[9}

B 10—29 cafd

5.3 Solution exercice N 3

1. Soit f telle que:

f(x) = X[ —cos(2mz)]-1jgq
B A1 — cos(2rz)] siz€[0,1]
o { 0 sinon
0 st x <0
= Al — cos(2rz)]  si € [0,1]
0 stz -1



fx)>0  VrzeR

+oo
f densité ssi /f(x)dx _1

lére condition:

f(z) > 0= X[l — cos(2mx)]
= A2>0

en effet [cosy| < 1 et ceci Vy ainsi (1 — cosy) > 0 et ceci Yy
2éme condition:

+oo 0 1

+oo
4f(3:)da:+0/f(x)dx—|— 1/f(ﬂc)dm

—
~
—
&

IS
8
I

1

= /)\ [1 — cos(2mx)] dx
0
1

- L anis)

A
0
A

donc

+oo
/f(m)dx =1<= X =1 positif donc accepté

conclusion pour A =1, f(z) est bien une fonction de densité.



2. I'espérance:

BE(X)

+00
= /a:f(x) dx

= /Ox~f(x)dx+/1x~f(x)dm+J]oow'f(x)dx
e 0 1

1
= /a: -[1 = cos(2mz)] dx car A=1
0

1 1
= /J: dx + /x - cos(2mx) dx intégration par partie
0 0

1,]" 1 b

= {:1:2} + [az — sin(27rm)] — /— -sin(27x) dx

2 2m 0 2m
0

1 1 !

= —_—— — 2 P p—

5 [(2#) 5 cos( mc)]o 5

3. La fonction de répartition:

Siz <0

Fx :R —[0,1]

v Fy(z) = P(X < 2) = /f(t).dt

10



Sio<zx<1

Fx(z) = /zf(t)-dt
)
_ 4f(t).dt+0/f(t).dt

x

/ 1 — cos(2nt)] .dt

0

{t - Qi sm(m)K

™

1
= 1z — —sin(2mz)
2m

Six>1
Fx(o) = [ f).
70; 1 T
— f@).dt+ [ f(t).dt+ [ f(t).dt
v fro |
1
_ / F(t).dt
0
1
= / [1—cos(2nt)] .dt =1
0
conclusion:
0 st z =<0
Fy(z) =X z— 4sin(2rz) si 0<z<1
1 £ =1

En déduire la probabilité de I’événement

P(z € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a)

11



remarque; on peut calculer cette probabilité en utilisant la fonction de

densité:
b

P(z € [a,b]) = /f(x) dx

a

s 1
3= [ @

2/3

/1f(q:) dx + 70f(ac) dx

2/3 1
1

/ [1 — cos(2m)] dx

2/3

- L ans)]

g
=
v

1

2/3
1 2 1 4
1 1 4
= 3 + o sin(gw) cqfd

5.4 Solution exercice N°4
Soit la densité :
a- el oll «v est une constante

B a-e % st x>0
- a-et® s <0

f(x)

x

1. La constante «.

12



+
est une densité donc on a:
f / 1@
— 00

fl@)>0

dr =1

fl@)y > 0=a-el® >

Vr e R

0

= a>0 car ¢ >0, Yy

+oo +oo
/f(a:)dz = 1<:>/OL'67|9:‘ de =1
0 “+o0o
= /oz-eg”dx—i—/ae””dx:l
—00 0
= |- e”}goo + [~a- e‘ﬂgoo =1
<= [oz eO—O]—i—[O—i—a-eo]:l
<— 2a=1
1
= a=-:
479

ou bien

+oo
= 1(:>/a-e_‘x|dac:1
—00

“+o0

— 2 / a-e *dr =1 car la fonction est paire
0

— 2[0—}—0&-60] =1

2. La fonction de répartition Fx.

Siz<0

_1
< Oé—§
Fx :R—[0,1]
x+— Fx(z) =
Fx(z) = /f(t).dt: /a-
= [a et]m =qa-e”
J— ew
)

P(X<z)=



Siz>0

Fx(z) / F(t).dt

= /Of(t).dt+]f(t).dt
—oo 0

= /a-et.dt—i—/a-e_t.dt

—o00 0
= [o- @]’ +[ra-e]g

= a+[-ac " +a] Ora=1/2

conclusion

< si <0
Fx(l‘)z 2e—z . _
1-% si x>0

calculons P(X > —2), P(-1 <z <2)
P(X > =2)=Fx(+00) - Fx(-2)

e T 6_2
= i 1— _c-
wiELD( 2 ) 2

. Pour tout k € N*, calculer les moments d’ordre k. En déduire V(X).
Les moments d’ordre k (ie E(X"))

—+oo

E(X*) = /xk-f(x) dx

Si k=2n+1 (ie k est impair,n € N*)
“+oo
E(X*) = B(X?th) = /x2"+1 f(z)dz =0

— 00

14



car z2"*1. f(z) sera une fonction impaire

Si k= 2n (ie k est pair,n € N*)

+oo +o0
E(X") = B(X*) = /x% - f(z) de = 2/z2”- (x) dzx
—0o 0

car x2" - f(x) sera une fonction paire
+oo
B(X*™) = 2/1‘2" ca-ePdr Or a=1/2

0
+oo

= /:EZ" -e~ " dx intégration par partie

+oo
; _ o 71+t0o0 _ —x
— [_erL.e uL] =+ /277,'372n 1'6 ldl,

0

= 2n / 22" e dg intégration par partie
0

—+o0
= 2n|[-2® ! e" ](4)-00 + / (2n —1)-2%" 2. 7% dx
0
—+o0
= 2n-(2n-—1) /:102’“2 e 7 dx
0
+oo
= (2n)! / e ¥ dx

0
= (2n)!

conclusions le moment d’ordre 1 (ie I'espérance) et le moment d’ordre 2

sont
BE(X)=0, BE(X*)=2'=2

conclusion la variance est

V(X) = B(X?) - [B(X))?
= 2-[0)?
2

15



6 Exercices supplémentaires (a faire)

6.1 Exercice N°1

I] Dans chaque cas, vérifier si Px est bien une fonction de masse et caluculer
I’espérance:

1. La loi de la variable aléatoire X est donnée par:

2. La loi de la variable aléatoire Y est donnée par

k—1
1
VkeN, Py(k)= <2) g

3. Laloi de probabilité d’une variable aléatoire Z définie sur le support Dz =
{3k,k} € N} de plus

VkeN, Py(3") =

3k+1

1] On pose U = p(X) = X2, déterminer la loi de U (X la v.a.r définie
précedemment)

ITI] On pose V = ¢(Y) = 3Y —1, déterminer l'espérance de V sans calculer
sa loi.

6.2 Exercice N°2

1. Déterminer le réel k tel que, la fonction

f(:c){ k-lz| si xze[-3,1]

0 atlleurs

soit une densité de probabilité

2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de densité f. Calculer :

e P0<z<1), P(-1<z<2)
e |’écart type

3. Déterminer sa fonction de répartition.
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