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Série d�exercices " Espaces tangents "
Exercice1
Parmi les sous-ensembles suivants, lesquels sont des surfaces de
R3 et déterminer leur espace tangent en chaque point:�

(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 � 3xyz = 1
	
;

T 2 =

�
(x; y; z) 2 R3 :

�p
x2 + y2 � 2

�2
+ z2 = 1;

�
Hc =

�
(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 � z2 = c

	
Exercice2
Soit f :Mn(R)! R de classe C1 dé�nie par f(A) = det(A).
1) Montrer que

lim
�!0

det (idn + �X)� 1
�

= trace(X)

(penser au polynôme caractéristique). En déduire Didnf(X).
2) En remarquant quedet(A+�X)�det(A)

�
est égal à det(A) det(idn+�A

�1X)�1
�

pour A inversible, calculer DAf(X) lorsque Aest inversible.
3) Montrer que Sln(R)=fM 2Mn(R) : det(M) = 1g est une sous-variété

deMn(R), de dimension n2�1, dont l�espace tangent en idn est fX 2Mn(R) : trace(X) = 0g.
Exercice3
Montrer que Sln (R)=fM 2Mn(R) : det(M) = 1g est une
hypesurface de classe C1 de Mn (R). Montrer que l�espace tangent à

Sln (R) en A est
TASln (R)=fM 2Mn(R) : det(A

�1M) = 0g :
Corrections
Exercice1

1) Posons

f(x; y; z) =
�p

x2 + y2 � 2
�2
+ z2 � 1

1



alors pour x2 + y2 6= 0, on a

Df(x; y; z) =

 
2
�p

x2 + y2 � 2
� xp

x2 + y2
; 2
�p

x2 + y2 � 2
� yp

x2 + y2
; 2z

!

si x2 + y2 6= 4, Df(x; y; z) est de rang 1 et si x2 + y2 = 4 alors z 6= 0 puisque
(x; y; z) 2 T 2 et Df(x; y; z) est encore de rang 1:
f est alors une submersion de classe C1 et T 2 est donc une surface lisse

de R3:
Maintenant si x2+y2 = 0 i.e. x = y = 0, T 2 est réduit à f(0; 0;+1); (0; 0;�1)g.
Notons par T(xo;yo;zo)T

2 l�espace tangent à T 2 au point (xo; yo; zo):
Nous savoons qu�il est donné par le noyau de Df(xo; yo; zo) i.e.

T(xo;yo;zo)T
2 = KerDf(xo; yo; zo) =

�
(x; y; z) 2 R3 : Df(xo; yo; zo)(x; y; z) = 0

	
=

(
(x; y; z) 2 R3 :

�p
x2o + y

2
o � 2

� xoxp
x2o + y

2
o

+
�p

x2o + y
2
o � 2

� y0yp
x2o + y

2
o

+ zoz = 0

)

2)
Cas c = 0
On obtient le cône d�équation cartésienne x2 + y2 � z2 = 0, qui n�est

pas une surface ( n�est pas une sous-variété de R3) à cause de son sommet
(0; 0; 0):
Cas c 6= 0
Posons f(x; y; z) = x2 + y2 � z2 � c, f est de classe C1 et que pour

(x; y; z) 2 Hc, on a

Df(x; y; z) = 2(x; y; z) 6= (0; 0; 0)

ce qui montre que le rang de Df(x; y; z) est maximal i.e. la restriction de f
à Hc est une submersion et par conséquent Hc est une surface lisse de R3.
Pour (xo; yo; zo) 2 Hc avec c 6= 0, notons par T(xo;yo;zo)Hc le plan tangent

à Hc au point (xo; yo; zo) encore une fois , il est donné par

T(xo;yo;zo)Hc = KerDf(xo; yo; zo) =
�
(x; y; z) 2 R3 : xxo + yyo + zzo = 0

	
.

Exercice2
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1) Supposons d�abord que la matriceX est diagonale i.e. X =

0@ a11 ::: 0
: : :
0 ::: ann

1A,
alors

det (idn + �X) = det

0@ 1 + �a11 ::: 0
: : :
0 ::: 1 + �ann

1A = (1 + �a11) ::: (1 + �ann)

= 1 + �(a11 + :::+ ann) + o(�):

Ce qui donne

lim
�!0

det (idn + �X)� 1
�

= lim
�!0

�(a11 + :::+ ann) + o(�)

�
= a11 + :::+ ann = trace(X).

Maintenant si X = (aij) est une matrice inversible, on peut écrire

det (idn + �X) =
X
�2Sn

(�1)�(�)
�
�1�(1) + �a1�(1)

�
:::
�
�n�(n) + �an�(n)

�
= 1 + �(a11 + :::+ ann) + o (�) = 1 + trace(X) + o(�)

et donc

lim
�!0

det (idn + �X)� 1
�

= lim
�!0

�(a11 + :::+ ann) + o(�)

�
= a11 + :::+ ann = trace(X).

Ce qui nous permet d�écrire

Didnf(X) = trace(X):

2) Calculons DAf(X) lorsque Aest inversible.
Nous avons

f(A+ �X) = det(A+ �X) = det(A) det(idn + �A
�1X)

d�où
DAf(X) = det(A)trace(A

�1X):

3) Montrer que Sln(R)=fM 2Mn(R) : det(M) = 1g est une sous-variété
de Mn(R):
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Considérons l�application f : Mn(R) ! R, f(A) = det(A) qui est de
classe C1:
Alors pour A 2 Sln (R) ; DAf : Mn(R) ! R donnée par DAf(X) =

trace(A�1X): L�image de DAf est un sous-espace vectoriel de R donc il est
soit R soit f0g et puisque DAf(A) = trace(idn) = n, Im (DAf) = R. Il suit
que DAf est de rang maximal et par suite Sln (R) est une sous-variété de
classe C1 et de dimension n2 � 1:
L�espace tangent en idn à Sln (R) est alors donné par

TidnSln (R) = KerDidnf = fX 2M(R) : trace(X) = 0g :

Exercice3.
D�après la question 2 de l�exercice2 nous avonsDAf(X) = det(A)trace(A

�1X).
Ce qui donne

TASln (R) = KerDAf =
�
X 2M(R) : trace(A�1X) = 0

	
:
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