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Exercicel
Parmi les sous-ensembles suivants, lesquels sont des surfaces de
R? et déterminer leur espace tangent en chaque point:

{(:zr,y,z) €R3:x2+y2+z2—3xyz:1},

TQZ{(:U,y,z)eR?’: (m—Q)z—{—zQ:l’}

H. ={(z,y,2) e R*:2* +y* — 2* = ¢}
Exercice2
Soit f : M, (R) — R de classe C* définie par f(A) = det(A).
1) Montrer que
det (id,, + A X) — 1

lim iy = trace(X)

(penser au polynéme caractéristique). En déduire D;q, f(X).

det(A+/\)§)—det(A) est égal A det(A) det(idn+,\/\A*1X)—1

2) En remarquant que
pour A inversible, calculer D4 f(X) lorsque Aest inversible.
3) Montrer que SI,,(R)={M € M,(R) : det(M) = 1} est une sous-variété
de M, (R), de dimension n?—1, dont 'espace tangent en id,, est {X € M, (R) : trace(X) = 0}.
Exercice3
Montrer que S, (R)={M € M, (R) : det(M) = 1} est une
hypesurface de classe C* de M, (R). Montrer que l'espace tangent a
Sl, (R) en A est
TaSl, (R)={M € M,(R) : det(A~'M) = 0} .
Corrections

Exercicel

1) Posons

flx,y,2) = (\/x2+y2 —2>2+z2 —1

1



alors pour 22 + 4% # 0, on a

Df(x,y,z2) = (2 (x/m2+y2 —2> ﬁ,? (x/x2+y2 — 2) ﬁﬂz)

siz?+y?#4, Df(x,y,2) est de rang 1 et si 2% + y? = 4 alors z # 0 puisque
(z,y,2) € T? et Df(x,y,2) est encore de rang 1.
f est alors une submersion de classe O et T? est donc une surface lisse
de R3.
Maintenant si z2+y? = 0i.e. =y = 0, T? est réduit a {(0, 0, +1), (0,0, —1)}.
Notons par T, ,...,)T* l'espace tangent a 7% au point (o, Yo, 2o)-
Nous savoons qu'il est donné par le noyau de D f(x,, Yo, 2o) i.€.

T(xo,yo,zo)T2 - KeTDf(xoaymZo) = {(l'yya Z) € R3 Df(xoayoa ZO .I’ yY,2) = O}

Lol
= @y e B (Vi -2) (vxiﬂ/z—?) — 22
$o+yo .:C +yo

2)

Casc=0

On obtient le cone d’équation cartésienne 22 + y?> — 22 = 0, qui n’est
pas une surface ( n’est pas une sous-variété de R3) a cause de son sommet
(0,0,0).

Cas c#0

Posons f(x,y,z) = 22 +y*> — 22 — ¢, f est de classe C*™ et que pour
(x,y,2) € H., on a

Df(x,y,2) = 2(x,y,2) # (0,0,0)

ce qui montre que le rang de D f(z,y, z) est maximal i.e. la restriction de f
a H, est une submersion et par conséquent H, est une surface lisse de R3.

Pour (z,, Yo, 20) € H. avec ¢ # 0, notons par T24,y0,20)Hc le plan tangent
a H. au point (z,, Yo, z,) encore une fois , il est donné par

Twoyorze)He = KerD f (20, Yo, 20) = {(x, Y,2) € R®: 2y + yyo + 22 = O} .

Exercice?2



ayp ... 0
1) Supposons d’abord que la matrice X est diagonalei.e. X =
0 ... apn
alors

1 -+ )\(1,11 0
0 . 14+ dapy,

= 14+ XMa+ -+ ann) + 0(N).
Ce qui donne

det (id, + AX) — 1 AMair + oo + app) + 0o(N)
im = lim
A—0 )\ A—0 )\

= a1+ ... + app = trace(X).

Maintenant si X = (a;;) est une matrice inversible, on peut écrire

det (Zdn + )\X) = Z (_1>€(g) (510(1) + /\ala(l)) (5na(n) + )\ana(n))

O’ESn

= 1+ MNay+ ... +an,) +0(N) =1+ trace(X) + o(N)

et donc

lim det (id, + AX) — 1 — lim AMair + ...+ app) + 0(N)
A—0 A A—0 A

= a1+ ... + apy = trace(X).

Ce qui nous permet d’écrire
Diq, f(X) = trace(X).

2) Calculons D, f(X) lorsque Aest inversible.
Nous avons

f(A+AX) =det(A + AX) = det(A) det(id, + \A™'X)
d’ou
D4 f(X) = det(A)trace(A X).

3) Montrer que Sl,,(R)={M € M, (R) : det(M) = 1} est une sous-variété
de M, (R).



Considérons l'application f : M,(R) — R, f(A) = det(A) qui est de
classe C.

Alors pour A € S, (R), Daf : M,(R) — R donnée par Dof(X) =
trace(A™1X). L’image de D f est un sous-espace vectoriel de R donc il est
soit R soit {0} et puisque D4 f(A) = trace(id,) = n, Im (D4 f) = R. 1l suit
que D4 f est de rang maximal et par suite Sl, (R) est une sous-variété de
classe C* et de dimension n* — 1.

L’espace tangent en id,, a S, (R) est alors donné par

Tia,Sl, (R) = KerDyg, f ={X € M(R) : trace(X) =0} .

Exercice3.
D’apreés la question 2 de I'exercice2 nous avons D4 f(X) = det(A)trace(A™1X).
Ce qui donne

TaSl, (R) = KerDaf = {X € M(R) : trace(A™'X) = 0} .



