Master edp et applications
Module : Méthodes de résolution des pbs elliptiques
Mme Merzagui.

Corrigé des exercices 2 et 3

Rappel
Le lemme de Lax-Milgram
Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté ( ; ), de norme
associée notée ||.||, et a(;) une application bilinéaire de H x H dans R qui est:
- continue, ce qui équivalent & dire qu’il existec > 0 t.q., pour tout (u;v) €
H x H,on a

la(u; 0)] < ellul [0l

- coercive sur H (ou H—elliptique), c’est-a-dire
Ja > 0;Vu € H,a(u; u) > o|ul]®

et soit T' une forme linéaire continue sur H.
Alors il existe un unique u de H tel que ’équation a(u;v) = T'(v) soit vérifice
pour tout v de H :

Ju € H;Vv € H;a(u;v) = T(v)

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est 'unique élément
de H qui minimise la fonctionnelle

J : H — R définie par

pour tout v de H

Notons que dans le cas ou la forme bilinéaire a est symétrique, elle définit
un produit scalaire sur H équivalent au produit scalaire initial. Dans ce cas, le
lemme de Lax-Milgram est une conséquence directe du théoréme de représenta-
tion de Riesz dans un espace de Hilbert.

Exercice2

1. Soit 2 =10, 1[ pour f € L*(Q2); en considérant

H = H}]0;1]);a(u;v) == /Du(t)Dv(t)dt
0

T() = / F(tyo(b)dt;

0



a est symétrique a(u;v) = a(v;u) et a est continue,
1
ineg. de Schwartz
ool = | [Dutopea] " Dula Dol
0
< lullg [[ol] s

et, de l'inégalité de Poincaré, da > 0 tel que

1
atwiw) = [ 1Du(t)de = aull}s
0

Par application du th . de Lax-Milgram, on obtient
Ju € H(J0;1])

/Du(t)Dv(t)dt = /f(t)v(t)dt (1)
0 0
. Soit ¢ € C (). Pour z € 2 on pose
Y (x):= [ pt)dt —x [ p(t)dt.
[ron=e]

Donc, ¥ € C1(2), 1(0) = 1)(1) = 0 et la dérivée faible de 1 est égale p.p.
a sa dérivée classique, c.a.d.

1
Dy (z) = (z) = p(z) — /go(t)dt; pour presque tout z € ]0; 1]
0
On a donc ¢ € L? (Q) et Dy € L?(Q), et 1(0) = (1) = 0 ce qui prouve
queyy € Hi (©). On peut donc prendre v = 1 dans (1), on obtient
1 1 1 1

/Du(t)gp (£) dt — /gp ) dt/Du (t)dt = /f (1) (1) dt

0 0 0 0

Comme F est de classe C! et F7 = f, en utilisant 1(0) = ¢(1) = 0, et en
opérant une intégration par parties on a

1 1 1

[rwvwa = [Foema-

0 0

_ _/1F(t)s0(t)dt+ (/1F(t)dt /180(75)6“

0

F )y (t)dt



1 1
En posant ¢ = /Du(t)dt + /F (t)dt, on a donc,
0 0

/(Du(t) +F@)pt)dt= c/ga (t) dt, pour tout ¢ € C (Q)
0 0

Comme Du+ F —c € L*(2) et que C (£2) est dense dans L?(Q); , on en
déduit
Du=—-F+c¢ p.p.dans Q

On pose maintenant
w () :/(—F(t)+c)dt pour z € ()
0

Comme w est de classe C!(la fonction w est méme de classe C?) la dérivée
de w est une dérivée faible et est égale p.p. a la dérivée classique de w.
On a donc

Dw=w=—-F+¢ pp

On a donc
Dw=Du; pp

et on endéduit que w — u est une fonction presque partout égale & une
constante. En identifiant la (classe de) fonction(s) u a son représentant
continu, on a donc u de classe C?,

w=—-F+cet —u = F/

On a aussi u(0) = u(1) (car u € H}(]0;1[)) et par suite le représentant
continu de u vérifie u(0) = u(1) = 0).

Exercice 3
(cet exercice est en fait un cas particulier du théoréme de Nirenberg.)
Soit @ = R% = {(21,22),22 € R,z1 > 0} et f € L? (), et soit u € H (2)solution
du probléme suivant :

/Vu.Vvdx = /fvdx,Vv € H} (Q) (2)
Q Q

u vérifie alors

/Vu.Vvdm + /u.vdm = /gvda:,Vv EHy(Q) ong=u+fel*(Q) (3)
Q Q Q



On a donc

(o) = [ 90z < gl 0 9l o
Q

puisque, par définition,

P Pp—— / gud,v € HE(Q) o]l <15,
Q

ot, on confond ’application T, qui & v € H{ (Q) associe/gvda:, qui est donc

Q
un élement de H~1 (), avec la (classe de) fonction(s) g € L? (Q).
On prend v = u dans (3). On obtient

ull ) < Nlgllg-1(q)

Pour montrer que u € H? (Q) , on doit montrer que2% € H' (Q).i = 1,2
On commence par la régularité de %7 et pour cela on utilise les idées dévelopées

dans le cours notions de régularité elliptique (régularité H?page2 ).on introduit
alors la fonction

1
Upu = 7 (up, — )
ol up, € Hy (Q) est défini par
up(x) = u(xy, 29 + h).
Comme wu vérifie (2), up, vérifie

/Vuh.Vvdx = /fhvd:c,Vv € H} (Q)
Q Q

ou fi,(z) = f(x1,22+h), et donc¥yu = + (u, — u) appartient a H} (Q) et vérifie

/V\Ilhu.Vvdx = /\Ilhfvdx,Vv € Hy ()
Q Q

On en déduit que (Upu,v) = /\Ilhgvdm et donc

Q
||‘I’hu||H1(Q) = H\Ijhg“H*l(Q) (4)
D’autre part on a
1Vrgll 10y < 91120 ()

4



Prouvons tout d’abord (5)

def
gl o100 50§ [Wnguds,o € HE (). ol e < 1
Q

et donc par densité de D (Q) = C° () dans H} (Q),
gy = w0 d [ngude,v € D). ol ey <1
Q
Soit v € D (Q2), ||”HH(}(Q) <1

1
/\Ifhgvda; = E//g (1,22 + h) — g (x1,22) v (21, 22) dx1dT2
Q Ry R

= %//g(m,t)v(xht—h)daﬁdtf//g(ajl,xg)v(xl,zQ)dzld;EQ

R, R R, R
_ B —
= *//9(%,962)”(“’1:2 —)h v(xl’m)dxldxz
R, R

Donc par I'inégalité de Cauchy Schwartz,

v(,.—h)—v(,.)
/‘I’hgvdw < lgllze) ~h (
L2(Q)
Q
< ||9||L2(Q) HUHHg(m < ||9||L2(Q)
On en déduit que [[Vngll;-1q) < 9llr2(0) -
Maintenant de (4) et (5) ,on obtient
||‘I’hUHH5(Q) < ||9||L2(Q) (6)

Prenons maintenant h = % et considérons n — +o00. D'apres (6) (\Il 1 u) est
n>1

bornée dans H} (Q2);il existe donc une sous-suite encore notée (\I/;u , et
n

w € Hi (Q)telle que

U1y — w dans H) (Q)
(c’est-a-dire S(¥1u) — S(w) pour tout S € H-(Q)).
Donc ¥1u — w dans D’ (). Mais par définition de 1, on a U1y — g—;‘gdans

D’ (). Donc 887’2 = w € H} (), et par conséquent, a% (3‘9—;‘2) € L?(Q) et



o (o 2
o2 (22) e 2@,
Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer que 8(71 Do
on utilisele fait que u est solution de (2), ¢’est donc une solution de

—Au = f dans D' (Q),

O (Du_ 0 (ou
8$1 83:1 o 8.732 8.1‘2

ce qui prouve que % = 3ac (071) € L?(Q).

et donc,

5 (ﬂ) € L?(Q). Pour cela,



