
Master edp et applications
Module : Méthodes de résolution des pbs elliptiques
Mme Merzagui.

Corrigé des exercices 2 et 3
Rappel

Le lemme de Lax-Milgram
Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté ( ; ), de norme
associée notée k:k, et a(; ) une application bilinéaire de H �H dans R qui est:
- continue, ce qui équivalent à dire qu�il existec > 0 t.q., pour tout (u; v) 2
H �H, on a

ja(u; v)j � c kuk kvk ;

- coercive sur H (ou H�elliptique), c�est-à-dire

9� > 0;8u 2 H; a(u;u) � � kuk2

et soit T une forme linéaire continue sur H.
Alors il existe un unique u de H tel que l�équation a(u; v) = T (v) soit véri�ée

pour tout v de H :

9u 2 H;8v 2 H; a(u; v) = T (v)

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l�unique élément
de H qui minimise la fonctionnelle

J : H ! R dé�nie par

J(v) =
1

2
a(v; v)� T (v)

pour tout v de H
Notons que dans le cas où la forme bilinéaire a est symétrique, elle dé�nit

un produit scalaire sur H équivalent au produit scalaire initial. Dans ce cas, le
lemme de Lax-Milgram est une conséquence directe du théorème de représenta-
tion de Riesz dans un espace de Hilbert.
___________________________________________
Exercice2

1. Soit 
 = ]0; 1[ pour f 2 L2(
); en considérant

H = H1
0 (]0; 1[); a(u; v) :=

1Z
0

Du(t)Dv(t)dt

T (v) =

1Z
0

f(t)v(t)dt;
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a est symétrique a(u; v) = a(v;u) et a est continue,

ja(u; v)j : =

������
1Z
0

Du(t)Dv(t)dt

������ ineg. de Schwartz� kDukL2 kDvkL2

� kukH1 kvkH1

et, de l�inégalité de Poincaré, 9� > 0 tel que

a(u;u) =

1Z
0

jDu(t)j2 dt � � kuk2H1

Par application du th . de Lax-Milgram, on obtient

9!u 2 H1
0 (]0; 1[)

1Z
0

Du(t)Dv(t)dt =

1Z
0

f(t)v(t)dt (1)

2. Soit ' 2 C
�
�

�
. Pour x 2 �
 on pose

 (x) :=

xZ
0

'(t)dt� x
1Z
0

'(t)dt:

Donc,  2 C1(�
),  (0) =  (1) = 0 et la dérivée faible de  est égale p.p.
à sa dérivée classique, c.à.d.

D (x) =  0 (x) = '(x)�
1Z
0

'(t)dt; pour presque tout x 2 ]0; 1[

On a donc  2 L2 (
) et D 2 L2 (
), et  (0) =  (1) = 0 ce qui prouve
que 2 H1

0 (
). On peut donc prendre v =  dans (1), on obtient

1Z
0

Du(t)' (t) dt�
1Z
0

' (t) dt

1Z
0

Du (t) dt =

1Z
0

f (t) (t) dt

Comme F est de classe C1 et F 0 = f , en utilisant  (0) =  (1) = 0; et en
opérant une intégration par parties on a

1Z
0

f (t) (t) dt =

1Z
0

F 0 (t) (t) dt = �
1Z
0

F (t) 0 (t) dt

= �
1Z
0

F (t)' (t) dt+

0@ 1Z
0

F (t) dt

1A0@ 1Z
0

' (t) dt

1A
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En posant c =

1Z
0

Du(t)dt+

1Z
0

F (t) dt; on a donc,

1Z
0

(Du(t) + F (t))' (t) dt = c

1Z
0

' (t) dt; pour tout ' 2 C
�
�

�

Comme Du+ F � c 2 L2(
) et que C
�
�

�
est dense dans L2(
); , on en

déduit
Du = �F + c p.p.dans 


On pose maintenant

w (x) =

xZ
0

(�F (t) + c) dt pour x 2 �


Comme w est de classe C1(la fonction w est même de classe C2) la dérivée
de w est une dérivée faible et est égale p.p. à la dérivée classique de w.
On a donc

Dw = w0 = �F + c; p.p

On a donc
Dw = Du ; p.p

et on endéduit que w � u est une fonction presque partout égale à une
constante. En identi�ant la (classe de) fonction(s) u a son représentant
continu, on a donc u de classe C2,

u0 = �F + c et � u" = F 0

On a aussi u(0) = u(1) (car u 2 H1
0 (]0; 1[)) et par suite le représentant

continu de u véri�e u(0) = u(1) = 0).

Exercice 3
(cet exercice est en fait un cas particulier du théorème de Nirenberg.)
Soit 
 = R2+ = f(x1; x2) ; x2 2 R; x1 > 0g et f 2 L2 (
), et soit u 2 H1

0 (
)solution
du problème suivant :Z




ru:rvdx =
Z



fvdx;8v 2 H1
0 (
) (2)

u véri�e alorsZ



ru:rvdx+
Z



u:vdx =

Z



gvdx; 8v 2 H1
0 (
) où g = u+ f 2 L2 (
) (3)
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On a donc

hu; viH1
0 (
)

=

Z



gvdx � kgkH�1(
) kvkH1(
)

puisque, par dé�nition,

kgkH�1(
) = sup

8<:
Z



gvdx; v 2 H1
0 (
) ; kvk � 1

9=; ;

où, on confond l�application Tg qui à v 2 H1
0 (
) associe

Z



gvdx, qui est donc

un élement de H�1 (
), avec la (classe de) fonction(s) g 2 L2 (
).
On prend v = u dans (3). On obtient

kukH1(
) � kgkH�1(
)

Pour montrer que u 2 H2 (
) , on doit montrer que @u@xi 2 H
1 (
) :i = 1; 2

On commence par la régularité de @u
@x2
, et pour cela on utilise les idées dévelopées

dans le cours notions de régularité elliptique (régularité H2page2 ).on introduit
alors la fonction

	hu =
1

h
(uh � u)

où uh 2 H1
0 (
) est dé�ni par

uh(x) = u(x1; x2 + h):

Comme u véri�e (2), uh véri�eZ



ruh:rvdx =
Z



fhvdx;8v 2 H1
0 (
)

où fh(x) = f(x1; x2+h), et donc	hu = 1
h (uh � u) appartient à H

1
0 (
) et véri�eZ




r	hu:rvdx =
Z



	hfvdx;8v 2 H1
0 (
)

On en déduit que h	hu; vi =
Z



	hgvdx et donc

k	hukH1(
) � k	hgkH�1(
) (4)

D�autre part on a
k	hgkH�1(
) � kgkL2(
) (5)
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Prouvons tout d�abord (5)

k	hgkH�1(
)

def
= sup

8<:
Z



	hgvdx; v 2 H1
0 (
) ; kvkH1

0 (
)
� 1

9=;
et donc par densité de D (
) = C1c (
) dans H1

0 (
) ;

k	hgkH�1(
) = sup

8<:
Z



	hgvdx; v 2 D (
) ; kvkH1
0 (
)

� 1

9=;
Soit v 2 D (
) ; kvkH1

0 (
)
� 1Z




	hgvdx =
1

h

Z
R+

Z
R

g (x1; x2 + h)� g (x1; x2) v (x1; x2) dx1dx2

=
1

h

Z
R+

Z
R

g (x1; t) v (x1; t� h) dx1dt�
Z
R+

Z
R

g (x1; x2) v (x1; x2) dx1dx2

= �
Z
R+

Z
R

g (x1; x2)
v (x1; x2 � h)� v (x1; x2)

�h dx1dx2

Donc par l�inégalité de Cauchy Schwartz,������
Z



	hgvdx

������ � kgkL2(
)




v (:; :� h)� v (:; :)�h






L2(
)

� kgkL2(
) kvkH1
0 (
)

� kgkL2(
)

On en déduit que k	hgkH�1(
) � kgkL2(
) :
Maintenant de (4) et (5) ;on obtient

k	hukH1
0 (
)

� kgkL2(
) (6)

Prenons maintenant h = 1
n et considérons n! +1: D0après (6)

�
	 1

n
u
�
n�1

est

bornée dans H1
0 (
) ;il existe donc une sous-suite encore notée

�
	 1

n
u
�
n�1

, et

w 2 H1
0 (
)telle que

	 1
n
u * w dans H1

0 (
)

(c�est-à-dire S(	 1
n
u)! S(w) pour tout S 2 H�1(
)).

Donc 	 1
n
u! w dans D0 (
) : Mais par dé�nition de  h, on a 	 1

n
u! @u

@x2
dans

D0 (
). Donc @u
@x2

= w 2 H1
0 (
), et par conséquent,

@
@x1

�
@u
@x2

�
2 L2 (
) et
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@
@x2

�
@u
@x2

�
2 L2 (
) :

Pour conclure, il ne reste plus qu�à montrer que @
@x1

�
@u
@x1

�
2 L2 (
). Pour cela,

on utilisele fait que u est solution de (2), c�est donc une solution de

��u = f dans D0 (
) ;

et donc,
@

@x1

�
@u

@x1

�
= �f � @

@x2

�
@u

@x2

�
ce qui prouve que @2u

@x21
= @

@x1

�
@u
@x1

�
2 L2 (
).

6


