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Solution Devoir n°1

Analyse Numérique

Exercicel
On considére la fonction f(x) définie sur R par f(x) = x* —4x3 — 1
1- Monter que I’équation f(x)=0 admet une racine unique dans [-1, 0]
2- Calculer cette racine avec la méthode de Newton, Justifier le choix de x,. (une
condition suffisante que doit vérifier x, est f(x)f"(xy) =0
3- Calculer cette racine avec méthode du point fixe en choisissant une fonction g(x)

vérifiant le critére de convergence

Solution
1- f(x) est une fonction continue sur [a, b] admet une racine unique dans [-1, 0] si :

- f(x) est continue [-1, 0]. Cette condition est bien vérifiée car f(x) est un polyndme

et tout polyndme est continue dans R.
- f(=1DFf(0) < 0. Eneffet f(—1) = 4 et f(0) = —1,dou f(-=1)f(0) = -4 <0
- f est strictement monotone sur [—1,0]. En effet :
f(x) = 4x® — 12x% = 4x*(x — 3) < 0 Vx € [-1,0]

2- Calcul de la racine par la méthode de Newton :
Une condition suffisante que doit vérifier x, est f(xy)f"(xy) =0

f'(x) = 12x% — 24x. La x, = —1 vérifie cette condition :

Algorithme de la méthode de Newton :

Xg = -1
J _ f () _ xn4 B 4xn3 -1
T T Gy T T — 12,2
k Critére d arret: 4 Chiffres aprs la vrigule

x; = —0.7500
x, = —0.6310
x3 = —0.6012

xy = —0.6012



La racine de I’équation est r = —0.6012

3- La méthode du point fixe consiste a remplacer 1’équation f(x) = 0 par une équation de la
forme x = g(x), pour assurer la convergence on doit avoir |g (x)| < 0 Vx € [—1,0]
Il existe une infinité de fonctions g(x), par exemple :

Xpp1 = Xp —4x3 +x, — 1

1
xn+1 = (xn _ 4)1/3

Xn+1 :F+4
n

La 2°™ fonction vérifie la condition de convergence :
En effet :
1 , -1
g(x)=m: g (x) BRI LE
La fonction g’ (x) est décroissante dans I’intervalle [-1,0] et sa valeur est comprise entre -0.2

et -0.25 (voir graphe) donc |g' (x)| < 1

g'(x)
02 | | : :

-0.205 .

-0.21 .

-0.215 .

-0.22 .

0225} .

-0.23 .

-0.235 .

-0.24 4

0245} .

-0.25 : : ' '
-1 0.8 06 -04 -0.2 0

Calcul de la racine :

Pour la méthode du point fixe, la convergence est assurée Vx, € [—1,0], on choisit x, = —1



Xog = -1
_ 1
Xn+1 = (xn _ 4)1/3

Critére d arret: 4 Chiffres aprs la vrigule

x; = —0.5848

x, = —0.6019

x3 = —0.6012

x4 = —0.6012
La racine de I’équation est r = —0.6012

Exercice2
Soient les deux fonctions suivantes :

f(x)=xetg(x) =In(1+ 2x)
Onnote h(x) = f(x) — g(x).

1- Etudier la fonction h(x). Montrer qu’il existe deux valeurs pour lesquelles h s’annule :
une valeur évidente (laquelle ?) et une valeur que I’note a. Localiser @ dans un
intervalle I = [i,i + 1]ou i est un entier naturel.

2- Pour approcher a on definit la suite suivante :

3
{ Xy € [I,E]
Xnt+1 = g (%n)
Montrer que cette suite converge bien vers a. Calculer ¢ a partir de x, = 1.

3- Calculer a par la méthode de Newton. Prendre x, = 1

Solution Exercice 2
1I- h(x) =f(x) —gx) =x—In(1+2x); Yx)=1-2/1+2x)=2x—-1)/2x+ 1)

X -1/2 1/2 Lo




D’aprés le tableau de variation, la fonction h(x) s’annule en deux valeurs, une comprise dans
I’intervalle [—oo, 1/2] qui est 0 (valeur évidente), I’autre racine a est comprise dans
I’intervalle [1/2,+]. Onaa € [1,2] carona h(1) h(2) < 0.

2- Pour approcher la racine a, on définit la suite suivante :
|1 3]
{ xO | 2
Xn+1 = g(xn)

3
gx)=2/2x+1) = |gx)|<1Vvxe [1,5]
Et par conséquent cette suite converge vers la racine a.
x; = In(3) = 1.0986; x, = 1.1623
3- Algorithme de Newton pour le calcul de a.

Xog = 1
J h(xn)

Xn+1 = Xn — m
kC. A: 4 chif fres apres la virgule

x; = 1.2958; x, = 1.2570; x3 = 1.2564; x, = 1.2564

a = 1.2564

Exercice 3

Résoudre par les deux méthodes (Gauss et LU) le systéme suivant :

10 5 5 0 X1 25
0 4 6 4 Yo _ | —4
0 2 -1 4 X3 2
0 -1 2 -3 X4 -5
Solution
Méthode de Gauss

1% étape 1 k=1

a- on ne touche pas a la ligne L,

1
b- pour les autres, on remplace chaque ligne L; par L; — %Ll (i=234)
1
- POUI’i == 2 on I’emp|ace LZ pal’ LZ - %Ll == L2 - 10_0L1 = LZ
11

1
. 0
- Pouri = 3 onremplace L par L — —Zil Li=L3—;L1=Ls
11



1
. 0
- Pouri = 4 onremplace L, par L, — —Z‘{l Ly=Ly— ;L1 =1Ly
11

On écrit la nouvelle matrice

10 5 5 0 25

2 _ 0 4 6 4 2 _ | —4
A% = o 2 -1 4 b® = 2
0 -1 2 -3 -5

Pour k=1, rien ne change :

2éme

étape : k =2

a- on ne touche pas aux lignes L, et L,

2
b- pour les autres, on remplace chaque ligne L; par L; — ZL}LZ (i=34)
22

2
- Pouri = 3 on remplace L; par L; — Z%Lz =L;— %Lz =L;—051L,
22

2 _
- Pouri =4 onremplace L, par Ly — a%LZ =L, — TlLl =L,+025L,
22

a

10 5 5 0 25

3_| 0 4 6 4 3_ | —4
A% = 0O 0 —4 2 b* = 4
0 0 35 -2 —6

3°™ étape : k = 3

a- on ne touche pas aux lignes Ly , L, et L3.

3
b- on remplace ligne L, par Ly — %L3 =1L, — %L3 =L, + 0.875 L3
33 -

10 5 5 0 25
4_| 0 4 6 4 s _| —4
AT = 0 0 —4 2 b= 4
0 0 0 -0.25 -2.5

La triangularisation est achevée car le systeme (S’) est triangulaire. Pour la résolution, on

commence par le bas :

_o25 o
X =025

4 — 2x
X3 = _44=4

—4 — (6X3 + 4X4) .
2 =

-17




=9

25 — (SXZ + 5X3)
10

X1 =

Meéthode LU

0875 1

10
0
0

0

Résolution
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