Université A. Belkaid - Tlemcen Méthode des éléments finis (GV841)
Faculté de Technologie Filiere : Travaux publics
Département de Génie Civil Master1 voies et ouvrages d’art

Chapitre 4 : Eléments finis barres

Exercice 1:

Soit la poutre ci-dessous de longueur « 3L », avec « L=1,00 m » et de section « A=900 cm? ». Elle est
soumise a une charge concentrée « F=2MN », appliquée au noeud « 2 ». Cette poutre est de rigidité
variable : les troncons entre les nceuds « 1 » et « 3 » ont une rigidité E;=10 000 MPa. Alors que le
trongon « 3-4 » a une rigidité E,=30 000 MPa.

1/ Ecrire la matrice de rigidité de cette poutre.

2/ Déterminer les déplacements aux nceuds.

Discrétisation de cette poutre en des éléments et des nceuds.

Noeuds Eléments
N° X Y N° NO NE Longueur | Module de Young
1 0 0 1 1 2 L E;
2 L 0 2 2 3 L E;
3 2L 0 3 3 4 L E;
4 3L 0

1/ La matrice de rigidité de la poutre :

a/ Matrices de rigidité locales :

La poutre est soumise a un effort de traction-compression dont la forme de la matrice de rigidité est :

EAr1 -1
Ki=—|7 7
Elément 1 [MN/ml] Elément 2 [MN/ml] Elément 3 [MN/ml]
e P B R L ==Y 7]
[KI]=900[_11 _11] [KH]=900[_11 _11] [Km]=2700[_11 _11]
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b/ Assemblage:

Uz uz us Uy Uz uz us Uy
E, -E;,{ 0 | 0 u; 99! 0! o0 us
~Ey | 2E; | —E; | 0 uz 918 -9 o0 uz
= Al S =102 | b
0 _El El + EZ _EZ us 0 -9 : 36 -27 us
0 0 _EZ EZ 77} 0 0 -27 E 27 Uy
2/ Déplacements aux nceuds :
Uz uz us Uy
9 -9 E 0 0 [/} F; F; 0
918 | -9 0 u; | dF Avec F, | - | F=2mN
1 I
0 -9 36  -27 usz F;3 F3 0
0 0 -27 27 Uy F4 F4 0

Conditions aux limites

Nous avons un appui double au noeud 1 et un appui simple au nosud 4 alors les 2 DDL sont nuls :

(u1=0 et us=0). On élimine alors les 1°° et 4°™° lignes et colonnes, on obtient alors le systéme suivant :
[ |

102

—Y U uq ‘.
18 —9 uy | EJ
o 36 7|t (= 1of =l
[h) _2"7 7 Uy 0]

18 -9
-9 36

{

Uy
U3

-2
}={2x30
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Exercice 2 :

1/ Matrices de rigidité locales :

ci-contre).

Soit le systéme treillis constitué de 3 barres de mémes rigidités
« E=200 KN/mm? » et de sections égales « A=3000 mm? », (figure

1/ Déterminer la matrice de rigidité de chaque barre de ce
systeme dans le repére local ;

2/Exprimer la rigidité de chaque barre dans un repére global
(X,Y) placé au nceud « 1 »
3/ Ecrire la matrice de rigidité du systeme (Assemblage).
4/ Déterminer les déplacements aux nceuds.

5/ Calculer les efforts dans les barres.

Définitions des nceuds et les éléments :

Noeuds Eléments
N° X Longueur
N° NO NE
(m)
1 0 1 1 2 3V2 = 4,24
2 3 2 2 3 3V2 = 4,24
3 6 3 1 3 6

La poutre est soumise a un effort de traction-compression dont la forme de la matrice de rigidité est :

[K;] = L =1

EA[ 1 —1]

1

Elément 1 [KN/ml]

Elément 2 [KN/ml]

Elément 3 [KN/ml]

k=g Y ]

EA[ 1 —1]

[KII 1

Kul =g

=10z, ]

[Ky] = 105V2 [_11

i

[Ki] = 10° [_11 _11]

2/La matrice de rigidité globale élémentaire :

Les 3 éléments du systeme sont orientés d’'une maniere différente, pour pouvoir calculer les

déplacements au niveau des nceuds, on doit considérer un repere commun (X,Y).

Avant de faire I'assemblage, on doit écrire la matrice de chaque élément dans le repére global (X,Y), ce

qu’on appelle « matrice de rigidité globale élémentaire ».

La matrice de rigidité de chaque élément transformée dans le repére (X,Y) est donnée par la relation :

[Kc]=[A1KA]
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Avec [A] étant la matrice de transformation :

l 0
Dans le plan (X,Y), elle est égale a: [A] = | ¥ Mox ce qui nous donne :
0 0 Lox 0x
l%x loxmox _lcz)x _loxmox
[K,] = ﬁ LoxM oy mgx —loxMgy _m%x
¢ L _lgx _loxmox llzjx loxmox
_loxmox _mczwx loxmox m%x
Xj—X; Yi-Y; . . e . , ;s .
Etlox, = et myy,, =~ —etiet]étant les nceuds n’origine et d’extrémité des éléments.
1
Elément 1 [KN/mi] Elément 2 [KN/ml] Elément 3 [KN/mI]
3-0 6—3 6-0
loxl = m = 0,707 = Mox, 0x5 4'7 =0,707 = —Mpy, lox3 = o =1cet Moy, = 0
[Kel] [Kell] 1 0 -1 0
1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 [K.n] = 10 0O 0 O O
o521 1 -1 1| L s¥2-1 1 1 et 10 1 0
B 2 (-1 -1 1 1] 2(-1 1 1 -1 0 0 0 O
-1 -1 1 1 1 -1 -1 1

On peut écrire les matrices sous la forme :

[Kia'] (K] vzl 1
K] = [Ki’] [Kzl]l;avec (K] = [K22'] = —[Kiz'] = —[Kan'] = 10572[1 .
De méme :
KT Tk Gr1 -1
[Kenr] = HKZ”% {K:”} ; avec [KZZII] = [](3311] — _[Kzgu] — —[K32”] — 10572[_1 ) ]
K 111 K 111
Et [Kop] = [ 11 ] [ 13 ] - avec [K11m] _ [K33I"] _ —[K13”I] _ —[K311”] — 105 (1) 8]

[K31”I] [K33III]

3/ Matrice de rigidité su systéme (Assemblage) :

La matrice de rigidité su systéeme est obtenue par la somme des différentes matrices de rigidité
élémentaires. Sa taille est de 2x nombre de nosuds (6x6) :

[K]

(K1) + [Kia™] [K1,']
(K12 [K22] + [Kz,"]
[Kys"] [Ks2"]
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2t 3 [T 72 1o
2ozl Lz 2 0 o

B 2 2 2 2
R VI Z
| et A R T
m=1l 5 A [y m |4
2 2 2 2
V2 V2 V2 2
R 2t —%
0 0 yzoo_vz| | vz 2
2 2 2 2

4/Les déplacements aux noe

uds :

Les conditions aux limites :

=10°

1,
0,
-0
-0

707 0,707 -0,707 -0,707 -1 0
707 0,707 -0,707 -0,707 0 0
,707 —-0,707 1,414 0 -0,707 0,707
,707 —-0,707 0 1,414 0,707 -0,707
-1 0 -0,707 0,707 1,707 -0,707
0 0 0,707 -0,707 -0,707 0,707

Nous avons un appui double au nceud 1 (Ux=0 et Uy=0) et un appui simple au nceud 3 (Uy=0), alors les

3 DDL correspondent aux
supprimées, telles que :

1ére 2éme
7

et 6 lignes et colonnes. Ces 3 lignes et colonnes seront

| T, JU7/ U, J07 -—U,70/7 —U,707 =1 Hrr
U, U/ U, U/ —\1) /1) / —\4) /\)/ 1)
[K]—105 -04707 -0,4707 | 1,414 0 —-0,707| 0,707 (|U2.
- —-0Jf707 -o0,J707 0 1,414 0,707 | —0,07||U2y
11 f —0,707 0,707 1,707 | —0,07||U,,
5 o T ST ™
fF1x7 0
ol (o]
F.
Le vecteur forces est donné par: {F} = < sz > 1001wy
2y 200
F3x 0 )
\F3yJ 0
On obtient alors le systéme a résoudre suivant :
1,414 0 —0,7077 (U2 100 Usx 0,457 mm
10° 0 1,414 0,707 | {Uzy} = ;200} = RUzyp = {1, 664 mm]
-0,707 0,707 1,707 | (U3, 0 Us, —0,5mm

5/ Les efforts dans les barres :

Pour calculer les efforts dans les barres, il faut revenir sur les axes locaux (x,y) :

L'effort local dans une barre quelconq
En fonction des coordonnées globales

_ Ei4p

Ce quidonne : N;; = ;
1

llox mox]{

ue estdonnépar: N

:{

Ujx — Uix

Uy, —U

ij
U = Uplox + Uiymox
u] = ijlox + ijmox

}

iy

EA

L

(uj_ui)

Elément 1 [KN]

Elément 2 [KN]

Elément 3 [KN]

EA Uy, — U EA Uz, — U EA Us;, — U
N, = L_I [Loxi  Moxi] {UZ _ Uii} Ny = L_” Loxir  Moxi] {U:; _ UZ;C,} Ny = m oxir  Moxinl {Uj; _ Ui;}
N1=212,06 KN N”=—120,68 KN N1”=—50 KN
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Exercice 3 :

Soit le systéme montré en figure ci-contre. Celui-ci est composé d’une
poutre de caractéristiques « E et A » et d’un ressort de rigidité « k ». Une
charge d’intensité « P=2 KN » est appliquée au noeud « 2 ».

1/Quel est le nombre de degrés de liberté pour ce systeme ?

2/ Ecrire la matrice de rigidité locale de chaque élément de cette
structure.

3/ Ecrire la matrice globale élémentaire pour chaque élément.

4/ Donner la matrice de rigidité globale de la structure

5/ Déterminer le déplacement au nceud 2.

6/ Calculer les efforts normaux dans les éléments.

Données : E = 10 000 MPa, A= 25 mm?, L=1,00 m et k = 100 KN/ml.

1/ Le nombre de degrés de liberté pour ce systéme :

Localement, nous avons un 1DDL par nceud, ce qui nous fait 2DDL par élément.
Les éléments ne sont pas orientés dans le méme repére, donc on doit se référer
par rapport un repere global (X,Y) gu’on placera n’‘importe ou, par exemple :

Dans le repere global, nous avons 2DDL par noeud ce qui nous fait 6DDL pour tout
le systeme.

2/ La matrice de rigidité locale de chaque élément de cette structure :
Elément 1-2 [KN/mI] Elément 2-3 [KN/ml]

R s I N S S

[K,]=100[_11 _11] [Kn]=176»77[_11 _11]

3/ La matrice globale élémentaire pour chaque élément :

Elément 1 [KN/mI] Elément 2 [KN/ml]
1-0
lox, = 05 Moy, = —1 lox, = =7 = 0707 = —moy,
0 [ 1 -1 | -1 1
0
[Kerl =k = = —1 1 1 —1
0 [Ken] = 88,39
0 [—1 1 | 1 -1
1 -1l-1 1

4/ La matrice de rigidité globale de la structure

[Ki4'] (K12 [0]
(K] [K22'] + [Ka2"]  [Kas"]
[0] [Ks2"] [Kas"]

Avec: [Kq] = Hzﬁ [KZ’]] avec [Ky,'| = [K2o'] = —[Ki2'] = —[K21] = 100 [8
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K 11 K 11 _
Et [Ken] = HKZH% Ki”ﬂ ;avec [Ko,''| = [Kas"'] = —[Kz5"'] = —[Kz,"' | = 88,39 [_11 11]
0 0
[0 100] [o —100] 0]
0 8839 —8839] [—8839 8839
(K] = [0 —1oo] . 8839 188,39 [ 88,39 —88,39]
o0 ¥ 8839 88,39 | 88.39 —88,39]
8839 -8839] |-8839 8839 |l

5/ Le déplacement au nceud 2 :

Les 2DDL des noeuds 1 et 3 sont bloqués, donc on supprime les lignes et colonnes suivantes : (1ére, 28me.
5°M¢ et 6°™°) ce qui reste comme systéme :

88,39 —88,39 {UZx} _ { Fpy =0 }: {UZX =2 cm}
—88,39 188,39 Uzy - FZy =—-—P=-20 U2y =-2cm

6/ Les efforts normaux dans les éléments :

Pour calculer les efforts dans les barres, il faut revenir sur les axes locaux (x,y) :

EIAI ij - Uix
Nij - L_I [lox mox] {ij _ Uiy}

Elément 1 [KN] Elément 2 [KN]

Uy, — U EA U, — U
N =k l m { 2x 1x} = { 3x 2x}
I [ ox1 oxl] U2 — Uly NII L” [ ox2 moxz] U3y — U2y

N, =2KN N, =0KN
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Exercice 4 :

Soit le systeme treillis 3D montré en figure. Il est soumis a
une charge concentrée au nceud 5 d’intensité 4KN. Les barres
de la structure ont la méme section « A = 25 mm? ». La barre

« 1-5 » a une rigidité égale a « 2E » alors que les autres barres 3m
possedent la méme rigidité « E=10 000 MPa ». Ce systéme est
encastré a sa base.
1/ Quel est le nombre de degrés de liberté de ce systeme ?
Qu’elle serait alors la taille des matrices de rigidités (locales et globales) ?
2/ Ecrire les matrices de rigidités locales.
3/ Exprimer la rigidité élémentaire dans le repere global (X,Y,Z).
4/ Ecrire la matrice de rigidité de la structure.
5/ Déterminer le déplacement au nceud 5.
1/ Le nombre de degrés de liberté de ce systéeme et la taille des matrices de rigidités (locales et
globales) :
Le systeme étant globalement dans le repere (X, Y, Z), alors chaque nceud possede 3DDL (Ux, Uy et Uz).
Nous avons 5 nceuds ce qui donne 15 DDL au total. Maintenant, localement, il s’agit d’'un systeme
treillis, alors les barres sont soumises a I'effort de traction-compression, ce qui veut dire 1DDL pour
chaque nceud.
La taille des matrices de rigidités locales est toujours (2x2) alors que la taille de la matrice globale est
de (15x15).
2/ Les matrices de rigidités locales :
Avant de définir les matrices de rigidités, nous allons définir les connectivités des éléments :
Nceuds Eléments
N° X|Y| Z N° NO NE Rigidité Longueur (m)
1 0|0 0 | 1 5 2EA 5
2 4 101 I 2 5 EA V10 = 3,16
3 4 10| -1 I 3 5 EA V10 = 3,16
4 6 |0 0 v 4 5 EA V13 = 3,61
5 4 13 0
Elément 1-5 [KN/ml] Elément 2-5 [KN/ml] Elément 3-5 [KN/ml] Elément 4-5 [KN/ml]
2EAr1 1 EAr1 -1 1 - EA1 -1
K] =— Kyl =— K
il =10 1] mal=o [ T Kl L,,,[ | el = ol 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
[K,] = 100 [_1 ) | | ul=79,11 [_1 ) | | K] =7911 [_1 ) | | Kl [_1 1 ]
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La matrice de rigidité de chaque élément transformee dans le repére (X,Y,Z) est toujours donnée par la

relation :

Avec [A] étant la matrice de transformation :

[Ke]=[A1[K][A]

l m n 0 0
Dans le repére (X,Y,Z), elle est égalea : [A] = | 2F — 9* 9% ce qui nous donne :
0 O O lox mox ox
[ lgx loxmox loxnox _l% _loxmox _loxnox 1
loxmox mlzjx My Ny, _loxmox _m%x My, Moy
[K ] _ ﬁ loxnox MyxNoy ngx _loxnox TMoxNox _ntzwx
el =
L _l%x loxmox _loxnox l%x loxmox loxnox
_loxmox _mtzvc —My Ny loxmox mzz)x My, Ny,
L _loxnox My, Npy _n%x loxnox My, Moy n%x e
Elément | [KN/mlI] Elément 11 [KN/mI]
lox, = =2 = 0,8;myy, =22=0,6;nyy, = ZSL;lzl =0 lox, = 05 Mgy, = 372 = 0,95 15y, = ZSL;ZZZ = g;z =—0,316
0,64 048 0 p—-064 -048 O 0 0 0 0 0 0
0,48 036 0 |—0,48 —-0,36 0 [0 09 -0,3 | 0 -09 03 l
_ 0 0 0 0 0 0 _ 0 —-03 0140 03 —-01
[Ket] = 1001 5048 0 J064 048 0 Kenl =79110~=—0""0 o0 0
-0,48 -0,36 0 |0,48 036 0 o -09 0330 09 -03
0 0 0 0 0 0 o 03 -0130 -03 01
Elément 111 [KN/mI] Elément 1V [KN/ml]
Lox, = 05 Moy, = 0,95 ;1,y, = ﬂ =0,316 lox, = % = —0,55; My, = % =0,83; 4y, =0
0 0 0 0 0 0 0,3 -046 0 |-0,3 046 O
0 09 0340 -09 -03 -046 069 0 J046 -0,69 O
003 0100 —-03 —041 _ 0 0 0 0 0 0
Kewl =791~ 0 o o0 o0 [Kew] = 69,25 =0=—T46 0 [ 03 046 0
0 -09 03§ 0 09 0,3 046 -069 0 046 069 O
0o -03 -0,11 0 0,3 0,1 0 0 0 0 0 0
4/ La matrice de rigidité de la structure :
[k | [0] [0] [0] [Kys']
[0] | [K:."] | [0] [0] [Kas"']
[K] =] [0] [0] |[kss™]| [0] [Ks5™|
[0] [0] [0] | [Kis'] [Kas™ ]
I 11 11 v I 11 11 v
-[K51 ] [Ksz ] K53 ] [K54 ] [Kss ] + [Kss ] + [Kss ] + [Kss ]
. [Klll] [K15 . ~ . 0,64 048 O
Avec : [Kqy] = K] [Ko])’ ;avec [Kyq '] = [Kss'] = —[Kis'] = —[Ksi'] = 100]0,48 0,36 0
| K51 55 0 0 0
0 0 0
KZZH K25”
[Ken] = [K ”] [K ,,] ;avec [Kop''| = [Kss''] = —[Kas"'] = —[Ks,''] = 79,11]10 09 —03
[ 52 ] [ 55 ] 0 -03 0.1
0 O 0
[K33m] [K35m] II 11 11 I
Kem] = (Ko 1] [Kest] ;avec [Kas''| = [Kss™'] = —[Kss™] = —[Kss™'] = 79,11|0 09 0,3
53 55 0 03 0.1
[K441V] [K451V] 1% ji% ji% ji% 0,5 —046 0
elvl = v w1l 44 = |55 = 7|45 = |54 = 09, -y, ,
[Kerv] javec [Ky,"] = [Kss™ | = —[Kas" ] = —[Kss'"] = 69,25|-0,46 0,69 0
[Kss""] [Kss'™] 0 0 0
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(K]

064 048 0 0 00 0 00 [0 0 O 064 048 0
100 [0,48 0,36 0] [0 0 0] [0 0 0] 0 00 —-100 [0,48 0,36 0]
0 0 0 0 00 0 00 0 0 O 0 0 0
0 0 0] 0 o 0 0 00 [0 0 0 0 0 0
0 00 79,11 [O 0,9 —0,3] [0 0 0] 0 00 -79,11 [0 0,9 —0,3]
0 0 ol 0 -03 01 0 00 0 0 0 0 =03 01
0 0 0] 0 00 0 0 0 [0 0 O 0 0 0
0 00 [0 0 0] 79,11 [0 0,9 0,3] 0 0O -79,11 [0 0,9 0,3]
0 o0 ol 0 00 0 03 01 0 0 Ol 0 03 01
0 0 0] 0 00 0 00 03 -046 0 03 -046 0
0 00 [0 0 0] [0 0 0] 69,25 [—0,46 0,69 0] —69,25 [—0,46 0,69 0]
0 0 ol 0 00 0 00 0 0 0 0 0
064 048 0 0 o 0 0 0 0 03 -046 0 064 048 0 0 0 0 0 O
—100]0,48 036 0 -7911 [O 0,9 —0,3] -79,11 [0 0,9 0,3] —69,25 [—0,46 0,69 O] 100 [0,48 0,36 0] +79,11 [0 0,9 —0,3] +79,11 [0 09 03
| 0 0 0 0 -03 01 0 03 01 0 0 0 0 0 0 -03 01 0 03 01
64 48 0 0 0 O [0 0 O] [0 0 O] —-64 —-48 0
48 36 O 0 0 O 0 0O 0 0 O —-48 -36 0
0 0 0 0 00 0 00 0 020 0 0 0
[0 0 O] 0 0 0 [0 0 O] [0 0 O] 0 0 0
0 0 0 0 712 -23,73 0 0 O 0 0 O 0 -71,2 23,73
10_0_0. 0 -—23,73 7,91 10_0_0. 000l 0 23,73 -7,91
[0 0 O] [0 0 O] 0 0 0 [0 0 O] [0 0 0 ]
[K] = 0 0 0 0 0 O 0 71,2 23,73 0 0 O 0 -71,2 -23,73
10 0_ 0. 100 0. 0 23,73 7,91 0 0 0. 0 —-23,73 —7,91 |
[0 0 O] [0 0 O] 0 0O 20,78 -31,86 0 [—20,78 31,86 0]
0 0 O 0 0 O 0 0O —-31,86 47,78 0 31,86 —47,78 0
0 00 0 00 0 00 0 0 0 0 0 0
-64 —-48 0 0 0 0 0 0 0 -20,78 31,86 0 111,78 16,15 0
[—4—8 -36 0] [0 -71,2 23, 73] [0 -71,2 —23,73] [ 31,86 —47,78 O] [ 16,15 146,54 0
0 0o o0 0 23,73 -7,91 0 -23,73 -7,91 0 0 0 0 0 15,82

5/ Déterminer le déplacement au nceud 5 :

+ 69,25[

|

0,3
—0,46
0

Le systéme est encastré a la base, c’est-a-dire les nceuds 1n 2, 3 et 4 sont bloqués ; ce qui permet d’éliminer les lignes et colonnes correspondantes :
Noeud 1 : Lignes et colonnes 1, 2 et 3 ; Noeud 2 : Lignes et colonnes 4,5 et 6 ;; Noeud 3 : Lignes et colonnes 7, 8 et 9 ; Noeud 4 : Lignes et colonnes 10, 11

et 12 ; Le systéme a résoudre est donc :

111,78 16,15 0 71(Uxs Fyxs = 4 KN
! 16,15 146,54 0 {Uys} = { Fys =0
0 0 15,82 UZS FZ5 = 0

=

Uxs
Uys; =
Uzs

3,6
-0,4
0

fem
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