Mme BENYELLES WAFAA
(suite du cours MI)

Part I
GENERALITE SUR LES LOIS
DE PROBABILITE

1 LOIS DE PROBABILITE DISCRETE

1.1 La variable aléatoire certaine

X est dite une loi certaine si son support est X (2) = Dx = {a} ainsi X= a,
a étant un réel fixé et sa fonction de masse est définie telle que:

Px(a) =1

On aura:

1.2 La loi uniforme

X est dite une loi uniforme (notée: X — U,), si son support est X(Q2) =
Dx ={1,2,3,...,n} et sa fonction de masse est définie telle que:

Px({F}) =1, VkeDx

On aura: )
n+1 n“—1
E(X)= 'X) =
=" v ="
Preuve
On sait que Zk = in(n+1) et Zk2 = ¢n(n+1)(2n+1) (résultats
k=1 k=1
d’analyse)
De plus



B(X?% = f:kQ.PX(k)
k=1

n 1 1 n
= ;k2~ﬁ:5;k2

— %-én(n—i—l)(?n—i—l)
(n+1)2n+1)
6
conclusion
V(X) = E(X?) - [EX)
(D@41 (n+1)
- ()
_ n?—1
12
Exemple

On jette un dé non truqué, soit X la v.a.r qui correspond au chiffre obtenu
ainsi X(Q) = Dx ={1,2,3,4,5,6} et sa fonction de masse est:

1 nombre de cas favorable
Px(k)=== vk e D
x (k) 6 nombre de cas possible ’ € Px

on constate bien que X ainsi définie suit bien une loi uniforme donc son espérance

est: B(X) =2 = % et sa variance est : V(X) = "2151 =3

1.3 La loi de Bernoulli

Soit une expérience (ou une épreuve) qui a deux résultats possibles.L’un sera
le succes (S) 'autre ’échec (E) ainsi notre espace échantillon(univers) est: Q =
{S,E},onpose P(S)=pet P(E)=1—-p=gq

Soit X la variable aléatoire associée a l’expérience précédente:

X:Q0—R

w; — X (w;)

avec X (S) =1 et X(E) = 0 ainsi notre variable a pour support Dx = {0,1} et
sa fonction de masse sera définie par:

z; 0] 1| somme
Px(xi) |a|p 1

Cette variable ainsi définie est dite une loi de Bernouilli et on note
X < B(p), de plus on a:

EX)=p e V(X)=pg



Preuve

2
— oiP(X=0)+1~P(X=1)=P

B(X?) = Z:p%P(X:zO

= 0*-P(X=0+1*>PX=1)=p

conclusion
V(X) = BEX?)-[EBX)?
= p-p’=p(l-p)
= pq cqfd
Exemples

Déterminer pour chaque cas le paramétre de la Loi de Bernoulli ainsi que
son espérance et sa variance.

1. Un joueur lance une piéce de monnaie truquée, telle que la probabilité
d’avoir le coté "face" est de 4/5. Notons que le succés est d’obtenir le coté
"face" donner la Loi.

Solution: X «— B(%) ainsi E(X) = % et V(X) = %

2. Un joueur lance une piéce de monnaie truquée, telle que la probabilité
d’avoir le coté "face" est de 4/5. Notons que le succés est d’obtenir le coté
"pile" donner la Loi

Solution: X — B(%) ainsi E(X) = % et V(X)= %

1.4 La loi binomiale

La loi binomiale est I'une des lois les plus fréquentes en statistique appliquée.
Elle est utilisée pour modéliser un “sondage avec remise“. La variable X décrira
une loi binomiale de parmetres (n,p), avec n € N*, p €]0, 1[ notée: X — B(n,p)
si X représentera le nombre de succés lorsqu’on renouvelle "n" fois, de maniére
identique et indépendante une épreuve de Bernoulli de paramétre "p".

On considére que :

X:Q—1R
W= (W1, wn) — X (w1, ..,wn) =x; =k

avec k = x; € Dx ={0,1,2,3,...,n}, k représente le nombre de succés parmi

les "n" épreuves.



Q=0 x...xQ, les Q; étant les éspaces échantillons de la loi de bernoulli
X; (8, ={S,E}) ainsi X la loi binomiale est la somme de "n" épreuves d’une
loi de Bernoulli:

X:X1+...+Xn:iXi
i=1

sa fonction de masse sera définie comme suit:
PX=k=CF.p".¢q"* | keDx=1{0,1,2,3,..,n}

1l est facile de démontrer que c’est bien une fonction de masse (une loi de
probabilité), en effet:

zn: P(X
k=0

k)y=> Ch-ptq"*
k=0

= (p+q)" formule du binome de Newton
= 1 carq=1—p

et
p €]0,1] = p>=0
Vn, k C’,’ij
De plus

EX)=np et V(X) =npq
Preuve

En utilisant les propriétés de I'espérance

E(X) = E(f:Xi):E(XH—...—FXn)
i=1

= E(X1)+..+E(X,)
= p+.+p (nfois)

car E(X;) = p, Vi c’est 'espérance d’une Berboulli
En utilisant la propriété d’indépendance entre les variables on obtient:
VX) = VO_Xi)=V(X1+ ..+ X,)
i=1

V(X1) + ... + V(X,)
= pg+..+pq (nfois)
= npg

car V(X;) = pq, Vi c’est la variance d’une Berboulli



Remarques

On peut démontrer ces résultats avec une autre méthode, en utilisant la
définition de l’espérance et de la variance (qu’on verra en TD)

si n=1 alors la binomiale au paramétre (1,p) est une Bernoulli, "n" étant le
nombre de répétitions ou du renouvellement de I’expérience d’une Bernoulli
pour avoir une binomiale.

Stabilité de la loi binomiale, en effet Soient deux v.a.r X et Y indépen-
dantes si X — B(n,p) et Y — B(m,p) alors

X +Y < B(n+m,p)

Exemples
Déterminer pour chaque cas les paramétres de la loi Binomiale ainsi que sa
fonction de masse, son espérance et sa variance.

1.

Un joueur lance une piéce de monnaie truquée, 3 fois, telle que la proba-
bilité d’avoir le coté "face" est de 4/5. Notons que la v.a.r X représente le
nombre de fois ou on obtient le coté "face" (ie nombre des succes sur les
3 lancés). Donner la Loi de X

Solution: X < B(3,%) ainsi sa loi est:

P(X =k)=C% <4)k <1)3k, ke Dx ={0,1,2,3}

5) \5
ou bien
k 03 1 2 22 33
ZE[ONEOIONEONOIG
E(X)=np=% e V(X)=npg=1

Un joueur lance une piéce de monnaie truquée, 2 fois, telle que la proba-
bilité d’avoir le coté "face" est de 4/5. Notons que la v.a.r X représente le
nombre de fois ou on obtient le coté "face" (ie nombre des succes sur les
2 lancés). Donner la Loi de X

Solution: X < B(2,1) ainsi sa loi est:

P(X =Fk)=C¥k (1>k <4>2k, ke Dx ={0,1,2}

) )
ou bien . 5 : - 5 2
roc=m] (5) 12() ()1 (G)
E(X) =2 et V(X) =5



1.5 La Loi géométrique ou loi de Pascal

La loi géométrique de parameétre p,p € [0, 1] est la loi du premier succes, notée
X < G(p), sa fonction de masse est

PX=k)=p( —p)k_1 =p-¢* !, avec k € N*

De plus:
1 ¢ _(-p
EX)y=- e VX)=-=5=
(X) , (X) o po
(preuve faite chapitre précédent sur les v.a.r)
Exemple

On lance une piéce truquée jusqu’a ce qu’on obtienne une fois "Pile". On
note p la probabilité de tomber sur “Pile”. On veut connaitre la probabilité
d’avoir “Pile” au premier lancer, au deuxiéme, . . ., au kiéme lancer, . . .. On
note X le nombre de lancers nécessaires pour avoir un succes.

1.6 La Loi de Poisson

Soit A un réel strictement positif (ie X € R ) et X une v.a.r telle que son support
Dx =N, On dit que X suit une loi de Poisson de paramétre A, notée X — P(A)
si sa fonction de masse est définie par:
)\k
P(X =k)= e—AF avec k € Dy =N

11 est facile de démontrer que c’est bien une fonction de masse (une loi de proba-
bilité), en effet (on utilisera pour cela un résultat d’analyse sur le développement
limité de la fonction exponentielle)

P(X =k) >0 évident

k
Y P(X = k)= Ze_)‘%

k>0 k>0
k
_ A _
= ¢ g T —e et
k!
k>0
xn
= 1 car e* = E —
n!

De plus
EX)=Xet V(X)=A



Preuve

k>0
AP AF
_ - _ —A
k>0 k>1
\ )\k—l
= e~ Z m car k! = (k — 1)']{7
k>1

_ ey Kk
= e Z i onaposé K=Fk—1
K>0

= e et =) qfd
Calculons d’abord E(X(X-1))
E(X(X-1) = > k-(k—1)-P(X=k)
k>0
= Y k-(k—1)-P(X =k)

k>2

= Zk-(k—l)-a“k

K
k>2

)\k—Q
= e S —carkl=(k-2)(k-1)k
1%:2 (k—2)!
2K
= )\26_’\2 = on a posé K =k — 2
=6 K

On en déduit que

E(X(X-1) = EX?-X)=EX?-EX)
— EBE(X?)=FEX(X-1)+ EX)
— EX?%) =X+

conclusion
V(X) = E(X?) - [EX)
= XNra-
= A cqfd



Exemple

Un réservoir d’eau de 2000 litres contient en moyenne 2 bactéries par litre.
On admet dangereux d’avaler au moins 8 bactéries. Un voyageur assoiffé boit 1
litre d’eau, si on pose X la v.a.r qui représente le nombre de bactéries par litre,
calculer la probabilité que son geste lui soit fatal (dangereux)?

Solution

Soit X la v.a.r qui représente le nombre de bactéries par litre donc son
support est: Dx = {0,1,2,...} = N, X ainsi défini suit une loi de poisson de
parameétre A = 2 car E(X) = 2 et F(X) = A dans le cas d’une loi de poisson
d’on le résultat : X — P(2)

la probabilité que son geste lui soit fatal (dangereux) est: P(X > 8)

P(X > 8) =1-P(X <38)

I
e
o
S
o

Remarques

e Stabilité de la loi de Poisson, en effet Soient deux v.a.r X et Y indépen-
dantes si X — P(\) et Y < P(u) alors

X+Y < PA+p)

e Souvent, la loi de Poisson est utilisée pour modéliser le comptage des
événements rares, c’est a dire des événements ayant une faible probabilité
de réalisation : maladies rares, accidents mortels rares, mutations géné-
tiques, pannes, radioactivité...

e Approximation: SiX est une binomiale de parametres (n,p) [X — B(n,p)]
, pour un "n" assez grand (en pratique n > 30) et un "p" assez petit (en
pratique p < 0.1) (ie une probabilité rare) on pourra approximer X par
une loi de poisson de paramétre A = np
exemple
X — B(n=120,p=0.05) onan>30etp<0.1,

alors X < P(6) car A\ =np =120 x 0.05 =6



2 LOIS DE PROBABILITE CONTINUE

2.1 La loi uniforme

On dit que X suit une loi uniforme sur l'intervalle [a,b], a < b (avec a,b des
réelles), notée X — Ul,y si sa fonction de densité est définie par:

1 .
_ = stz € [a,b]
f(@) { 0 ailleurs
1
= 1
b—a @Y
De plus
a+b (b—a)?
() =12 e v(x) =g
et sa fonction de répartition est:
0 st r=<a
Flz)=4 =+ si a<xz<b

i st T=b

2.2 La loi exponentielle

On dit que X suit une loi exponentielle de paramétre A,un réel strictement positif
(ie A € RY) , si sa fonction de densité est définie par:

Ae ™ si x>0

flz) = { 0 ailleurs

A-oe N 1[07_;'_00[

De plus

et sa fonction de répartition est:

0 si =<0
F(x)_{l—e_)‘” si x>0

Remarque

Cette densité de probabilité permet en général de modéliser des durées de
vie d’étres non soumis au vieillissement (par exemple, la durée de vie d’une
bactérie ou des composants électroniques) ou des temps d’attente (par exemple,
le temps d’attente entre deux signaux)



2.3 La loi normale ou la loi de Gauss

On dit que X suit une loi normale de paramétre (m, o) avec m € R et o > 0,
notée: X — N (m, o) si sa fonction de densité est définie par:
1 _ (z=m)?

flz) = e =, zeR
oV 2T

L, 1 <zm>2
= cexp | ——
oV 2 P17 o
avec m = E(X), V(X) = o>
Preuve

Vérifions que f(x) définie bien une fonction de densité (on utilisera pour cela

un résultat d’analyse connu sous le nom de
+o0

I'intégrale de Gauss /e*§ -dt = +/27) ainsi:

— 00

flx) >0 évident

+oo oo ,
/f(z)-dx = /alm'e’{p l_; (zo—m> ] e

—0o0 — 00

+oo
1 2 1
= —/e*7~dt onposet:m mainsidt:fdx
V2T o o
1

Remarques
e Sion pose Z = &%m , alors Z est dite variable aléatoire centrée-réduite
(car E(Z) =0 et V(Z)=1)

e Si X est une loi normale alors Z sera une loi normale centrée-réduite ou
simplement Loi de Gauss avec une densité définie par:

e La loi Normale est une loi centrale dans la théorie des probabilités. Elle
est notamment trés utilisée en statistique. Une grandeur influencée par
un grand nombre de paramétres indépendants est souvent modélisée par
une loi normale.

10



e Approximation d’une loi binomiale par une loi normale:

Si X est une binomiale de parameétres (n,p), pour un "n" assez grand (en

pratique n > 30) et pour

np>5 p=<0.1
et ou et
ng > >5 npq > 5

alors X peut etre approximé par une loi normale aux paramétres: X —

N(np, \/npq)
exemple: Si X < B(400,0.8) on a: n =400 > 30 de plus

np>5 320> 5
et = et
ng>>5 80>5

alors X — N(320,8)iem=E(X)=320et 0 =/V(X)=38

e Approximation d’une loi de Poisson par une loi normale

Si X est une loi de Poisson de paramétre A, pour un "n" assez grand (en

pratique n > 15) alors X peut etre approximé par une loi normale de
paramétres : X < N(X, V)

11



2.4 Lecture de la table de la loi normale centrée réduite

Z — N(0,1)

Dans tous les livres de probabilités, On aura la table de la loi normale centrée

réduite

Table donnant P(Z<t) pour une variable aléatoire suivant N(0,1)

1] t
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,08
0 0,5000| 05040 05080 0.5120)  0.5160 05139| 05233 05279 05319 05359
01 0,5398 0,5438 05478 0.5517 0.5957 10,5596 0,5636 05675 0,574 05753
0,2 05793 05832 056871 0.5910| 05948 05387 06026| 06064 06103 06141
0.3 0,6179 0,6217| 10,6255 06293 0,633 0.E368 06406 06443 06480 06517
0.4 06554 06591 06628 O06E64| 06700 06736 06772 06808 06844 0.6879
0,5 06915 06950 06385 07019 07054 07088 07123 0757 0.71590 0.7r24

[ 0.7257 0.7291 07324 07357 07383 07422 0,7454 07486 07517 0,7543
0.7 0.7580 0761 0.7642| 07673 O0.7704] 07734 07764 0.7794| 07823 07852

0.8 0.7881 07910 0,7933 07367 0.7395 0.8023 10,8051 08078 08106 0.8133
0.9 0.8159 08186 08212 08238 08264 08289 08315 068340 08365 08389
1 0.8413 0,8438 0,8461 10,8485 08508 08531 0,8554 08577 08533 0.8621

1.1 0.8643) 08665 08686 06708 08729 06743 08770| 06790 08810 08830
1,2 08843 0,8863) 0,8888 0.8307 08925 0.8344 0,8962 0.8380( 08337 0.9015
1.3 0.9032| 09049 09066 09082 09093 0915 09131 0.947| 09162 09177
1.4 0,9192 0.9207) 09222 10,9236 0.9251 0.9265 0,9279 09292 0.9306 0.9319
1.5 0.,9332| 09345 09357 09370 09382 059394 09406 09418 09429 0.9441
1,6 05452 09463 09474 09484 09495 09505 09515 09525 0.9535 09545
1,7 09554 0.9564 09573 0.9582 0.9591 09593 0,9608 09616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 09643 09656 09664 09671 09678 09686 096393 09693 0.9708

1,8 0.9713 0.9713) 09726 09732 0.9738 09744 0,9750 09756 09761 09767
2 05772 0.9778 09783 0.9788 0.9793 0.9798 09803 09808 09812 0.9a17
21 0.9821 0. 9826, 09830 09834 0.9838 03842 0,9B46 0.9850( 0.9854 09857

22 | 09861 09864] o0sees| 09871 09875 osers| o09sm| o09e84| 0.s887) 0.9e90)
25 | 05893 09896 05098 09901 09904 05906 09503 0991 05913 059
24 | o099m| 099200 o09922] 09925 09927 o08928) 099m| 09932 0993 0993
25 | 08938 09940 09941 09943 09945 05946 09548 09949 03951 09952
26 | 09953 09955 09956 09957 09953 09960 09961 099%2 0.9963] 0.99%4)
27 | 08965 09966 09967 09968 0993 08970 09971 089972 08973 0.9974
28 | 08974] 09975 09976| 09977 09977 08978 09573 09979 09980 0.8981
28 | 09981 0982 o09982] o09983| 09984| o0a9s4| o09s85| 0998s| 09985 0.9
Table pour les grandes valeurs
[t [ 3 X 32 33 a4 as| N a as
loy | osemr| 09se0] o03993) 09395 09997] 09938 0.9998] 0.999328] 0.993968] 0993997

qui représente les probabilités de la loi normale centrée réduite pour les P(Z < z2)
en d’autre termes c’est la table de la fonction de répartition de la loi de Gauss.
En effet:
P(Z <z)=P(Z<z)=Fx(z)

12



Rappel
Si z2<0 alors F(z)=1-F(-=z)

P(z € Jla,b)) =P(z € [a,b])
P(z €]a, b))
= P(z €]a,b])
= F()-F(a)

Exemples
calculer les probabiltés suivantes:

1. P(Z < 1.65) = F(1.65) = 0.9505

PROBABILITE = 95.05%

2. P(Z > 1.65)
P(Z>2z)=P(Z»>2)=1-P(Z<z)=1-Fx(z)
donc
P(Z > 165)=1-P(Z<165)
= 1- Fx(1.65)
= 1-0.9505
= 0.0495

13



3. P(Z » 1.07)

P(Z = 1.07)=1-P(Z <1.07)
= 1- Fx(1.07)

1—0.8577

= 0.1423

4. P(z < —0.55)

P(z < —0.55)= F(—0.55)
= 1- F(0.55)
= 1-0.7088
= 0.2912

5. P(—2<z<1)

P(-2 < z2<1)=F(1)- F(-2)
F(1) = [1-F(2)]
F()+ F(2)—1

= 0.841340.9772 -1

= 08185

6. Soit T une loi normale de parameétres (m = 3,0 = 3), T — N(5,3)
calculer les probabilités suivantes:

P(T=6), PA<T<6), P(—1<T<11)

T n’étant pas une loi de Gauss et n’ayant pas la table de T, on est obligé
de faire un changement de variable en posant

Z:T—m T-5

o 3

dans ce cas Z — N (0, 1) ainsi on aura:

P(T = 6) :P(B - E)

3 3
1 T—
= P(Z>-§) avecZ:T5
1
= 1-P(Z<3)=1-F(0.33)
= 1-0.6293
= 0.3707

14



4-5 T-5 _6-5
< <

- Fip-[1-r)

1
= 2F(3) - 1=2x06203 -1

= 0.2586
-1- T- 11—
P(-1 < T<iy= p(—2 <122 20,
3 3 3
= P(-2<Z<2)
~ Pz <2)
= 2F(2)—-1=2x09772—-1
= 0.9544
Remarque

Il existe plusieurs autres lois de probabilité, on ne peut pas les cités toutes,
on les verra au fur et a mesure en TD (exemples : Loi de Weibull, Loi de
Khi-deux, Loi de student, loi de Raygleigh,....... )
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