
Mme BENYELLES WAFAA
(suite du cours MI)

Part I

GENERALITE SUR LES LOIS
DE PROBABILITE
1 LOIS DE PROBABILITE DISCRETE

1.1 La variable aléatoire certaine

X est dite une loi certaine si son support est X(
) = DX = fag ainsi X� a;
a étant un réel �xé et sa fonction de masse est dé�nie telle que:

PX(a) = 1

On aura:
E(X) = a; V (X) = 0

1.2 La loi uniforme

X est dite une loi uniforme (notée: X ,! Un), si son support est X(
) =
DX = f1; 2; 3; :::; ng et sa fonction de masse est dé�nie telle que:

PX(fkg) =
1

n
; 8k 2 DX

On aura:

E(X) =
n+ 1

2
; V 0X) =

n2 � 1
12

Preuve

On sait que
nX
k=1

k = 1
2n (n+ 1) et

nX
k=1

k2 = 1
6n (n+ 1) (2n+ 1) (résultats

d�analyse)
De plus

E(X) =
nX
k=1

k � PX(k)

=
nX
k=1

k � 1
n
=
1

n

nX
k=1

k

=
1

n
� 1
2
n (n+ 1)

=
n+ 1

2
cqfd
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E(X2) =
nX
k=1

k2 � PX(k)

=
nX
k=1

k2 � 1
n
=
1

n

nX
k=1

k2

=
1

n
� 1
6
n (n+ 1) (2n+ 1)

=
(n+ 1) (2n+ 1)

6

conclusion

V (X) = E(X2)� [E(X)]2

=
(n+ 1) (2n+ 1)

6
�
�
n+ 1

2

�2
=

n2 � 1
12

Exemple
On jette un dé non truqué, soit X la v.a.r qui correspond au chi¤re obtenu

ainsi X(
) = DX = f1; 2; 3; 4; 5; 6g et sa fonction de masse est:

PX(k) =
1

6
=
nombre de cas favorable

nombre de cas possible
;8k 2 DX

on constate bien que X ainsi dé�nie suit bien une loi uniforme donc son espérance
est: E(X) = n+1

2 = 7
2 et sa variance est : V (X) = n2�1

12 = 35
12

1.3 La loi de Bernoulli

Soit une expérience (ou une épreuve) qui a deux résultats possibles.L�un sera
le succès (S) l�autre l�échec (E) ainsi notre espace échantillon(univers) est: 
 =
fS;Eg ; on pose P (S) = p et P (E) = 1� p = q
Soit X la variable aléatoire associée a l�expérience précédente:

X : 
 �! R

!i 7�! X(!i)

avec X(S) = 1 et X(E) = 0 ainsi notre variable a pour support DX = f0; 1g et
sa fonction de masse sera dé�nie par:

xi 0 1 somme
PX(xi) q p 1

Cette variable ainsi dé�nie est dite une loi de Bernouilli et on note
X ,! B(p), de plus on a:

E(X) = p et V (X) = pq
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Preuve

E(X) =
2X
i=1

xi � P (X = xi)

= 0 � P (X = 0) + 1 � P (X = 1) = p

E(X2) =
2X
i=1

x2i � P (X = xi)

= 02 � P (X = 0) + 12 � P (X = 1) = p

conclusion

V (X) = E(X2)� [E(X)]2

= p� p2 = p (1� p)
= pq cqfd

Exemples
Déterminer pour chaque cas le paramètre de la Loi de Bernoulli ainsi que

son espérance et sa variance.

1. Un joueur lance une piéce de monnaie truquée, telle que la probabilité
d�avoir le coté "face" est de 4/5. Notons que le succés est d�obtenir le coté
"face" donner la Loi.

Solution: X ,! B( 45 ) ainsi E(X) = 4
5 et V (X) = 4

25

2. Un joueur lance une piéce de monnaie truquée, telle que la probabilité
d�avoir le coté "face" est de 4/5. Notons que le succés est d�obtenir le coté
"pile" donner la Loi

Solution: X ,! B( 15 ) ainsi E(X) = 1
5 et V (X) = 4

25

1.4 La loi binomiale

La loi binomiale est l�une des lois les plus fréquentes en statistique appliquée.
Elle est utilisée pour modéliser un �sondage avec remise�. La variable X décrira
une loi binomiale de parmètres (n; p); avec n 2 N�; p 2]0; 1[ notée:X ,! B(n; p)
si X représentera le nombre de succès lorsqu�on renouvelle "n" fois, de manière
identique et indépendante une épreuve de Bernoulli de paramètre "p".
On considére que :

X : 
 �! R

! = (!1; :::; !n) 7�! X (!1; :::; !n) = xi = k

avec k = xi 2 DX = f0; 1; 2; 3; :::; ng ; k représente le nombre de succès parmi
les "n" épreuves.
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 = 
1 � :::� 
n les 
i étant les éspaces échantillons de la loi de bernoulli
Xi (
i = fS;Eg) ainsi X la loi binomiale est la somme de "n" épreuves d�une
loi de Bernoulli:

X = X1 + :::+Xn =
nX
i=1

Xi

sa fonction de masse sera dé�nie comme suit:

P (X = k) = Ckn � pk � qn�k ; k 2 DX = f0; 1; 2; 3; :::; ng

Il est facile de démontrer que c�est bien une fonction de masse (une loi de
probabilité), en e¤et:

nX
k=0

P (X = k) =
nX
k=0

Ckn � pk � qn�k

= (p+ q)
n
formule du binome de Newton

= 1 car q = 1� p

et
p 2]0; 1[ =) p � 0
q = 1� p =) 0 � q � 1
8n; k Ckn � 0

9=; =) P (X = k) � 0

De plus
E(X) = np et V (X) = npq

Preuve
En utilisant les propriètés de l�espérance

E(X) = E(
nX
i=1

Xi) = E(X1 + :::+Xn)

= E(X1) + :::+ E(Xn)

= p + ::+ p (nfois)

= np

car E(Xi) = p; 8i c�est l�espérance d�une Berboulli
En utilisant la propriété d�indépendance entre les variables on obtient:

V (X) = V (
nX
i=1

Xi) = V (X1 + :::+Xn)

= V (X1) + :::+ V (Xn)

= pq + ::+ pq (nfois)

= npq

car V (Xi) = pq; 8i c�est la variance d�une Berboulli
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Remarques

� On peut démontrer ces résultats avec une autre méthode, en utilisant la
dé�nition de l�espérance et de la variance (qu�on verra en TD)

� si n=1 alors la binomiale au paramétre (1,p) est une Bernoulli, "n" étant le
nombre de répétitions ou du renouvellement de l�expérience d�une Bernoulli
pour avoir une binomiale.

� Stabilité de la loi binomiale, en e¤et Soient deux v.a.r X et Y indépen-
dantes si X ,! B(n; p) et Y ,! B(m; p) alors

X + Y ,! B(n+m; p)

Exemples
Déterminer pour chaque cas les paramètres de la loi Binomiale ainsi que sa

fonction de masse, son espérance et sa variance.

1. Un joueur lance une pièce de monnaie truquée, 3 fois, telle que la proba-
bilité d�avoir le coté "face" est de 4/5. Notons que la v.a.r X représente le
nombre de fois ou on obtient le coté "face" (ie nombre des succès sur les
3 lancés). Donner la Loi de X

Solution: X ,! B(3; 45 ) ainsi sa loi est:

P (X = k) = Ck3

�
4

5

�k �
1

5

�3�k
; k 2 DX = f0; 1; 2; 3g

ou bien

k 0 1 2 3

P (X = k)

�
1

5

�3
3

�
4

5

��
1

5

�2
3

�
4

5

�2�
1

5

� �
4

5

�3
E(X) = np = 12

5 et V (X) = npq = 12
25

2. Un joueur lance une piéce de monnaie truquée, 2 fois, telle que la proba-
bilité d�avoir le coté "face" est de 4/5. Notons que la v.a.r X représente le
nombre de fois ou on obtient le coté "face" (ie nombre des succès sur les
2 lancés). Donner la Loi de X

Solution: X ,! B(2; 15 ) ainsi sa loi est:

P (X = k) = Ck2

�
1

5

�k �
4

5

�2�k
; k 2 DX = f0; 1; 2g

ou bien
k 0 1 2

P (X = k)

�
4

5

�2
2

�
1

5

��
4

5

� �
1

5

�2
E(X) = 2

5 et V (X) = 8
25
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1.5 La Loi géométrique ou loi de Pascal

La loi géométrique de paramètre p; p 2 [0; 1] est la loi du premier succès, notée
X ,! G(p); sa fonction de masse est

P (X = k) = p (1� p)k�1 = p � qk�1; avec k 2 N�

De plus:

E(X) =
1

p
et V (X) =

q

p2
=
(1� p)
p2

(preuve faite chapitre précédent sur les v.a.r)
Exemple
On lance une pièce truquée jusqu�à ce qu�on obtienne une fois "Pile". On

note p la probabilité de tomber sur �Pile�. On veut connaitre la probabilité
d�avoir �Pile�au premier lancer, au deuxième, . . ., au kième lancer, . . .. On
note X le nombre de lancers nécessaires pour avoir un succès.

1.6 La Loi de Poisson

Soit � un réel strictement positif (ie � 2 R�+) et X une v.a.r telle que son support
DX = N; On dit que X suit une loi de Poisson de paramétre �, notée X ,! P(�)
si sa fonction de masse est dé�nie par:

P (X = k) = e��
�k

k!
avec k 2 DX = N

Il est facile de démontrer que c�est bien une fonction de masse (une loi de proba-
bilité), en e¤et (on utilisera pour cela un résultat d�analyse sur le développement
limité de la fonction exponentielle)

P (X = k) � 0 �evident

X
k�0

P (X = k) =
X
k�0

e��
�k

k!

= e��
X
k�0

�k

k!
= e��e�

= 1 car ex =
X
n�0

xn

n!

De plus
E(X) = � et V (X) = �
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Preuve

E(X) =
X
k�0

k � P (X = k)

=
X
k�0

k � e���
k

k!
=
X
k�1

k � e���
k

k!

= �e��
X
k�1

�k�1

(k � 1)! car k! = (k � 1)!k

= �e��
X
K�0

�K

K!
on a pos�e K = k � 1

= �e��e� = � cqfd

Calculons d�abord E(X(X-1))

E(X (X � 1)) =
X
k�0

k � (k � 1) � P (X = k)

=
X
k�2

k � (k � 1) � P (X = k)

=
X
k�2

k � (k � 1) � e���
k

k!

= �2e��
X
k�2

�k�2

(k � 2)! car k! = (k � 2)! (k � 1) k

= �2e��
X
K�0

�K

K!
on a pos�e K = k � 2

= �2e��e� = �2

On en déduit que

E(X (X � 1)) = E(X2 �X) = E(X2)� E(X)
=) E(X2) = E(X (X � 1)) + E(X)
=) E(X2) = �2 + �

conclusion

V (X) = E(X2)� [E(X)]2

= �2 + �� [�]2

= � cqfd
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Exemple
Un réservoir d�eau de 2000 litres contient en moyenne 2 bactéries par litre.

On admet dangereux d�avaler au moins 8 bactéries. Un voyageur assoi¤é boit 1
litre d�eau, si on pose X la v.a.r qui représente le nombre de bactéries par litre,
calculer la probabilité que son geste lui soit fatal (dangereux)?
Solution
Soit X la v.a.r qui représente le nombre de bactéries par litre donc son

support est: DX = f0; 1; 2; :::g = N, X ainsi dé�ni suit une loi de poisson de
paramètre � = 2 car E(X) = 2 et E(X) = � dans le cas d�une loi de poisson
d�où le résultat : X ,! P(2)
la probabilité que son geste lui soit fatal (dangereux) est: P (X � 8)

P (X � 8) = 1� P (X � 8)

= 1�
7X

k=0

P (X = k)

= 1�
7X

k=0

e�2
2k

k!

= 1� e�2
�
1 + 2 +

22

2!
+ ::+

27

7!

�
= 0:002

Remarques

� Stabilité de la loi de Poisson, en e¤et Soient deux v.a.r X et Y indépen-
dantes si X ,! P(�) et Y ,! P(�) alors

X + Y ,! P(�+ �)

� Souvent, la loi de Poisson est utilisée pour modéliser le comptage des
événements rares, c�est à dire des événements ayant une faible probabilité
de réalisation : maladies rares, accidents mortels rares, mutations géné-
tiques, pannes, radioactivité...

� Approximation: Si X est une binomiale de paramètres (n; p) [X ,! B(n; p)]
, pour un "n" assez grand (en pratique n � 30) et un "p" assez petit (en
pratique p � 0:1) (ie une probabilité rare) on pourra approximer X par
une loi de poisson de paramétre � = np

exemple

X ,! B(n = 120; p = 0:05) on a n � 30 et p � 0:1;
alors X ,! P(6) car � = np = 120� 0:05 = 6
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2 LOIS DE PROBABILITE CONTINUE

2.1 La loi uniforme

On dit que X suit une loi uniforme sur l�intervalle [a; b] ; a � b (avec a,b des
réelles), notée X ,! U[a;b] si sa fonction de densité est dé�nie par:

f(x) =

�
1
b�a si x 2 [a; b]
0 ailleurs

=
1

b� a � 1[a;b]

De plus

E(X) =
a+ b

2
et V (X) =

(b� a) 2
12

et sa fonction de répartition est:

F (x) =

8<:
0 si x � a
x�a
b�a si a � x � b
1 si x � b

2.2 La loi exponentielle

On dit que X suit une loi exponentielle de paramétre �;un réel strictement positif
(ie � 2 R�+) , si sa fonction de densité est dé�nie par:

f(x) =

�
� � e��x si x � 0
0 ailleurs

= � � e��x � 1[0;+1[

De plus

E(X) =
1

�
et V (x) =

1

�2

et sa fonction de répartition est:

F (x) =

�
0 si x � 0

1� e��x si x � 0

Remarque
Cette densité de probabilité permet en général de modéliser des durées de

vie d�êtres non soumis au vieillissement (par exemple, la durée de vie d�une
bactérie ou des composants électroniques) ou des temps d�attente (par exemple,
le temps d�attente entre deux signaux)
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2.3 La loi normale ou la loi de Gauss

On dit que X suit une loi normale de paramétre (m;�) avec m 2 R et � � 0,
notée: X ,! N (m;�) si sa fonction de densité est dé�nie par:

f(x) =
1

�
p
2�
� e�

(x�m)2

2�2 ; x 2 R

=
1

�
p
2�
� exp

"
�1
2

�
x�m
�

�2#

avec m = E(X); V (X) = �2

Preuve
Véri�ons que f(x) dé�nie bien une fonction de densité (on utilisera pour cela

un résultat d�analyse connu sous le nom de

l�intégrale de Gauss

+1Z
�1

e�
t2

2 � dt =
p
2�) ainsi:

f(x) � 0 �evident

+1Z
�1

f(x) � dx =

+1Z
�1

1

�
p
2�
� exp

"
�1
2

�
x�m
�

�2#
� dx

=
1p
2�

+1Z
�1

e�
t2

2 � dt on pose t = x�m
�

ainsi dt =
1

�
dx

= 1

Remarques

� Si on pose Z = X�m
� , alors Z est dite variable aléatoire centrée-réduite

(car E(Z) = 0 et V (Z) = 1)

� Si X est une loi normale alors Z sera une loi normale centrée-réduite ou
simplement Loi de Gauss avec une densité dé�nie par:

f(x) =
1p
2�
� exp

�
�x

2

2

�
� La loi Normale est une loi centrale dans la théorie des probabilités. Elle
est notamment très utilisée en statistique. Une grandeur in�uencée par
un grand nombre de paramètres indépendants est souvent modélisée par
une loi normale.
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� Approximation d�une loi binomiale par une loi normale:
Si X est une binomiale de paramètres (n,p), pour un "n" assez grand (en
pratique n � 30) et pour8<: np � 5

et
nq � 5

ou

8<: p � 0:1
et

npq � 5

alors X peut etre approximé par une loi normale aux paramètres: X ,!
N(np;

p
npq)

exemple: Si X ,! B(400; 0:8) on a: n = 400 � 30 de plus8<: np � 5
et

nq � 5
()

8<: 320 � 5
et

80 � 5

alors X ,! N(320; 8) ie m = E(X) = 320 et � =
p
V (X) = 8

� Approximation d�une loi de Poisson par une loi normale
Si X est une loi de Poisson de paramétre �, pour un "n" assez grand (en
pratique n � 15) alors X peut etre approximé par une loi normale de
paramètres : X ,! N(�;

p
�)
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2.4 Lecture de la table de la loi normale centrée réduite

Z ,! N(0; 1)

Dans tous les livres de probabilités, On aura la table de la loi normale centrée

réduite

qui représente les probabilités de la loi normale centrée réduite pour les P (Z � z)
en d�autre termes c�est la table de la fonction de répartition de la loi de Gauss.
En e¤et:

P (Z � z) = P (Z � z) = FX(z)
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Rappel
Si z � 0 alors F (z) = 1� F (�z)

P (z 2 [a; b]) = P (z 2 [a; b[)
= P (z 2]a; b])
= P (z 2]a; b[)
= F (b)� F (a)

Exemples
calculer les probabiltés suivantes:

1. P (Z � 1:65) = F (1:65) = 0:9505

2. P (Z � 1:65)

P (Z � z) = P (Z � z) = 1� P (Z � z) = 1� FX(z)

donc

P (Z � 1:65) = 1� P (Z � 1:65)
= 1� FX(1:65)
= 1� 0:9505
= 0:0495
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3. P (Z � 1:07)

P (Z � 1:07) = 1� P (Z � 1:07)
= 1� FX(1:07)
= 1� 0:8577
= 0:1423

4. P (z � �0:55)

P (z � �0:55) = F (�0:55)
= 1� F (0:55)
= 1� 0:7088
= 0:2912

5. P (�2 � z � 1)

P (�2 � z � 1) = F (1)� F (�2)
= F (1)� [1� F (2)]
= F (1) + F (2)� 1
= 0:8413 + 0:9772� 1
= 0:8185

6. Soit T une loi normale de paramètres (m = 3; � = 3); T ,! N(5; 3)
calculer les probabilités suivantes:

P (T � 6); P (4 � T � 6); P (�1 � T � 11)
T n�étant pas une loi de Gauss et n�ayant pas la table de T, on est obligé
de faire un changement de variable en posant

Z =
T �m
�

=
T � 5
3

dans ce cas Z ,! N(0; 1) ainsi on aura:

P (T � 6) = P (
T � 5
3

� 6� 5
3
)

= P (Z � 1

3
) avec Z =

T � 5
3

= 1� P (Z � 1

3
) = 1� F (0:33)

= 1� 0:6293
= 0:3707
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P (4 � T � 6) = P (
4� 5
3

� T � 5
3

� 6� 5
3
)

= P (�1
3
� Z � 1

3
)

= F (
1

3
)� F (�1

3
)

= F (
1

3
)�

�
1� F (1

3
)

�
= 2F (

1

3
)� 1 = 2� 0:6293� 1

= 0:2586

P (�1 � T � 11) = P (
�1� 5
3

� T � 5
3

� 11� 5
3

)

= P (�2 � Z � 2)
= P (jZj � 2)
= 2F (2)� 1 = 2� 0:9772� 1
= 0:9544

Remarque
Il existe plusieurs autres lois de probabilité, on ne peut pas les cités toutes,

on les verra au fur et a mesure en TD (exemples : Loi de Weibull, Loi de
Khi-deux, Loi de student, loi de Raygleigh,.......)
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