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Chapitre4: Champs de vecteurs sur les sous-variétés
de Rn

Dé�nition: Soit M � Rn une sous-variété de Rn de dimension k et de
classe Cp (p � 2). Un champ de vecteurs de classe Cr (r � p � 1) sur M
est une application X de classe Cr qui à chaque point x 2 M associe un
vecteur X(x) 2 TxM: Cela revient à dire que pour toute carte ' : U ! Rk,
le champ de vecteurs ('�X) (y) = D'('�1(y)):X'�1(y) : '(U)! Rk est de
classe Cr:.
Exemple: Soit c : (��; �) ! M � Rn une courbe de classe C2 sur M ,

la dériveé c0(t) vue comme élément de Rn est un vecteur de Tc(t)M obtenu
comme c0(t) = dct:1:
Soit X un champ de vecteurs sur M et  : M ! N un di¤éomorphisme

on note par  �X le champ de vecteurs sur N tel dé�ni par

 �X(y) = D ( �1 (y)):X( �1 (y)):

La relation
Y =  �X

signi�e que
Y ( (x)) = D (x)X(x):

Proposition: Si Y =  �X et si c0(t) = X(c(t)) alors 
0(t) = Y (
(t))
avec 
(t) =  oc(t):
En e¤et: 
0(t) = ( oc)0 (t) = D (c(t)c0(t) = D (c(t)X(c(t)) = Y ( (c(t)) =

Y (
(t):
Espace tangent et crochet de Lie
Deux courbes 
1,
2 : I� = (��; �) !M telles que 
1(0) = 
2(0) = x sont

dites tangentes en 0 si et seulement si ('o
1)
0 (0) = ('o
2)

0 (0) pour toute
carte ' de M en x:
Exercice.
Montrer que la relation tangentielle � est une relation d�équivalence sur

l�ensemble C1x(I�;M)
des courbes de classe C1 sur M qui satisfont à 
(0) = x.
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Dé�nissons l�espace tangent comme l�ensemble des classes d�equivalences

TxM = C1x(I�;M):

Pour toute carte ' en x l�application 
 ! ('o
)0 (0) est une bijection
entre TxM et Rk (k = dim(M)). Alors 
 ! ('o
)0 (0) induit sur TxM une
structure d�espace vectoriel.
Toute application f : M ! N di¤érentiable dé�nie au voisinage de x

dé�nit une application dérivée dxf : TxM ! Tf(x)N; qui à v 2 TxM associe
le vecteur dé�ni par la courbe foc où c est une courbe sur M telle que
c(0) = x et c0(0) = v.
Exercice
Montrer que le vecteur dé�ni par foc ne dépend que de la classe de la

courbe c.
Dérivation
Notons par C1(M;R) l�ensemble des fonctions de classe C1 de M dans

R. On appelle dérivation en x l�application linéaire

L : C1(M;R)! R

véri�ant la règle de Leibnitz ( règle des dérivations)

L(fg) = g(x)L(f) + f(x)L(g):

Proposition
Si L est une dérivation en x sur M et f : M ! N est une application

de classe C1 dé�nie au voisinage de x , alors l�application

 �L : f ! L( of)

est une dérivation ponctuelle en f(x).
A tout vecteur v 2 TxM on associe la dérivation ponctuelle

Lv(f) = dxf:v = (fo
)
0(0)

où 
 x une courbe représentant le vecteur v
Notons l�ensemble des dérivations ponctuelles en x par Dx:
Proposition Dx est un espace vectoriel de dimension k = dim(M) et

l�application v ! Lv est un isomorphisme de TxM dans Dx.
Crochet de Lie
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Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M . On note par �X et
�Y les solutions des équations �

0
X(t) = X(�X(t)) et �

0
Y (t) = Y (�Y (t)) et

�X(0) = �y(0) = 0:
Pour chaque x 2M , on pose 'x(s; t) = �sY o�

t
Xo�

�s
Y o�

�t
X (x):

Nous avons 'x(0; t) = 'x(s; 0) = x et donc @'x
@t
(0) = @'x

@s
(0) = 0 dans

TxM . La dérivée seconde
@2'x
@s@t

(0) est bien dé�nie de R2 ! TxM comme

application bilinéaire telle que @2'x
@s@t

(0):(h; k) = hk @
2'x
@s@t

(0) avec @2'x
@s@t

(0) 2
TxM:
On pose par dé�nition

[X; Y ] (x) =
@2'x
@s@t

(0):

[X; Y ] est un champ de vecteurs de même classe que les champs X et Y
appelé le crochet de Lie de X et Y .
Si on considère la courbe cx(t) = 'x(t; t) on obtient

[X; Y ] (x) =
1

2
c00x(0).

Proposition
 :M ! N est une application di¤érentiable. Si  �X et  �Y existent et

sont di¤érentiables alors

 � [X; Y ] = [ �X; �Y ] :

Expression du crochet de Lie
On obtient une autre expression du crochet de Lie en écrivant

�sY o�
t
Xo�

�s
Y = �t(�sY )�X

et alors
'x (s; t) = �t(�sY )�X

o��tX

et
@'x (s; 0)

@t
= (�sY )�X (x)�X(x)

ce qui donne
Proposition

[X; Y ] (x) =
d

ds
js=0 (�sY )�X (x)
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Soient X et Y deux champs de vecteurs sur Rn alors

(�sY )�X (x) = (dx�
s
Y :X) o�

�s
Y (x)

et en dérivant par rapport à s en 0, on obtient

[X;Y ] (x) = dxY:X (x)� dxX:Y (x)

=

nX
j=1

nX
i=1

�
X i@Y

j

@xi
� Y i@X

j

@xi

�
@

xj
:

Proposition. L�application qui aux champs de vecteurs X et Y associe leur
crochet de Lie [X; Y ]
est bilinéaire et antisymétrique :

[X; Y ] = �[Y;X]
Elle véri�e de plus l�identité de Jacobi:

[[X; Y ]; Z] + [[Y; Z]; X] + [[Z;X]; Y ] = 0

L�antisymétrie implique notamment que

[X; Y ] (x) = � d

ds

����s=0 (�sX)� Y = d

ds

��
s=0

�
��sX
�
� Y = LXY:

LXY est appelé dérivée de Lie de Y par rapport à X. L�identité de Jacobi
est
équivalente à

[[X; Y ]; Z] = [X; [Y; Z]]� [Y; [X;Z]]
elle s�interpréte comme la relation

L[X;Y ] = LXoLY � LY oLX .
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