Equations différentielles ordinaires

Introduction :

Prenons I'exemple suivant sur la dynamique de la population de tourterelles turques en Angleterre

Accroissement annuel ot taille de ka population

Annéde  Nb Lieux .
1955 1 150

1956 2 ; *

1957 6 :

1958 15 2 1001

1959 29 + *

1960 58 z P,

1061 117 I

1062 204 Poe

1963 342 i A= AN
1964 501 B

On constate que la variation du nombre de lieux d’observation est proportionnelle au nombre de
lieux d’observation et au temps écoulé

AN =ANAt (1)

J Les lieux d’observation sont indépendants
& Chaque lieu engendre en moyenne A nouveaux lieux d’observation durant l'intervalle de
temps At

L’équation (1) nous donne :

AN
i =N,

AN . .

~ est le taux d’accroissement de N(t) relativement a t, lorsque At — 0, on obtient :
dN

a =AN; ©N’(t) =AN(t) (2)

(2) est une équation différentielle ordinaire dont la solution est :

N(t) =Nge™  on vérifie aisément que N’(t) =i Noe™

Dans ce qui va suivre on verra la résolution de ce type d’équation différentielle



1.Définition :

Soit x une fonction a variable t et n fois dérivable.On appelle équation différentielle ordinaire (EDO)
d’ordre n toute relation qui lie la fonction inconnue x(t) a ses dérivées soit : F(t,x,x’,x",....,x‘”’)=0

La notion d’équation différentielle apparait a la fin du 19 °™ siécle
Le calcul différentiel et intégral est introduit par Newton et Leibnitz en 1686

Les premiéres applications sont en mécanique et en géométrie

e e e e

Au 20°™ siecle apparaissent les applications en biologie
Exemples :

1/ X'+tx/2=e" est une EDOd’ordre 1

2/x% =0 est une EDO d’ordre 6

2.Equation différentielle a variables séparables

c’est une EDO du premier ordre facile a résoudre (intégrer), elle est de la forme :

f(x)x" =g(t)
Ou f et g sont des fonctions données et x est la fonction inconnue

Pour résoudre cette EDO, il suffit d’écrire :
X(t)= — (3)
L’équation (3) s’écrit alors :
f(x)dx = g(t) dt
Soit : [f)dx = [gt)dt +c
Ou c est une constante d’intégration
Exemple 1 : Modeéle de Malthus ou exponentiel(1792)
On considére I'équation : x’'(t) =Ax(t) (4)

Soit : dx =\ dt

X
D’ol par intégration :  Ln|x|=At+c
Soit : x(t) = e**=Kke™  KeR,

On peut appliguer ce modele a I'exemple de la dynamique de population des tourterelles
avec 'EDO d’ordre 1 : N’(t) = AN(t) (2)

# Résoudre (intégrer) : trouver toutes les solutions de I'équation différentielle (2) :
(2) =N(t)=Ke™ avec KER,



& Condition initiale : N(1955) =1
# Solution particuliére : la solution qui satisfait la condition initiale :
N(t) =e7\.(t-1955)

# La courbe intégrale : la représentation graphique d’une solutionexemple

Couples de tourterelles lurgues en Angleterrs

Annge  NMNb Lieux

1955 1 = gﬂiﬂ_\lufﬁlgi‘g;;;:g?sﬂ 2 .
1956 2 o
1957 A .
1958 15 200
1959 29 =
1960 58 200 .
1961 117 .
1962 204 100
1963 342 . e .
1964 501 o --T‘.T ..... e e S : .. .......
1955 1957 1959 19651 1953
t
Remarques :

1/ Le paramétre A est appelé :

¢+ Parametre Malthusien
++ Taux d’accroissement de la population
+* Taux intrinséque d’accroissement

+ Taux instantané de I’accroissement naturel
2/ Suivant le signe de A , on distingue 3 cas :

a) SiA >0 alors la population s’accroit exponentiellement
b) SiA <0 alors la population décroit exponentiellement
c) SiA=0alorsla population reste constante (égale a la population initiale Ng)

Exemple2 : modele logistique ou modeéle de Verhulst (1844)

P b _up2=yp—
dt—XP upP —uP(ﬂ P)
dp y) dp
i uP(ﬂ P) o P(;—t—P) =pndt
dp
= =uf dt 3
fp(,%"’) i) (3)

Pour intégrer le terme de gauche, on a recours a une décomposition en éléments simples



1 a b A
P(i'—P)_;-I_E @G(;—P)-f'bp =1
[ u

—
S Q
1

R SRS RN
——

L ‘équation (3) deviant alors:
dp dP
B) e fUF+ ) =n[dt
u
dp dp
(Tl )=r]dt
u
(:)LnP—Ln(;—t—P)=kt+C
P
@Ln(r ) =At+C
P
avec KE R,

Soit : %:Keﬂt & P= (%—P)Ke’“

At
& P (1+Ke™) =2

AKeAt
= PO T u(1+KeAt)
A
& P(t) =K+#e-ﬂt avec K € R+

Au temps t=0 on pose P(0) = Py on utilise la condition initiale pour calculer la valeur de la
constante K.

3. Equations différentielles ordinaires linéaires :

Une équation différentielle d’ordre 1 linéaire est du type :
y' +f(x) y =g(x) (4)
ou:

4+ fet gsontdes fonctions quelconques de x
+ sipourtoutx , g (x) =0 alors I’équation est dite « sans second membre » SSM



3.1 EDO1 linéaire sans second membre

dy

yH()y=0 & Z=—f(x)y

= Z—z =— f(x)dx

<:>f0;—y =— [ f(x)dx
S nly|l=-Fx)+C
evy(x)=K e FM
Ou : K est une constante réelle quelconque
F est une primitive de f

Exemple :

Soit I’équation linéaire avec second membre :

y Y _ 2
y — =X (5)

Yoy =[_1
e[ S 4y = [——dx
& Ln(y) = —Ln [x[+ C
Les solutions de I’équation (6) sont du type :

Yem (X)= K el™Xl =K x avec KER

3.2 EDO1 linéaire avec second membre :

+* On cherche d’abord les solutions yssmde I’équation sans second membre

y +(x)y=0



Elles sont du type : yesm =K e F®)  avecK €R

¢ On cherche ensuite les solutions générales de I’équation avec second membre :
+ Recherche d’une solution particuliére Ypart, l€S solutions générales sont
alors du type :

y (X) = Yssm (X) + Ypart (X)

4+ Ou méthode de la variation de la constante, on cherche les solutions du
type :

y(x) =K (x) e F® ou K est une fonction de x

APrincipe de la méthode de la solution particuliéere :

On cherche a trouver une solution particuliére de 'EASM (4),pour cela tout va dépendre de
la forme du second membre de I'’équation (5) g(x)et on va utiliser la méthode d’identification
avec le second membre g(x)

Forme de g(x) Forme de ypan
g(X)=Pn(X)=Mx"+Nx""+.... Yoart =Q(X)= AX+BX"+...
g(x)=Pa(x)e"* Vour=Q(x) 2%

sauf si yssm=R(x) eP*alors ypa-xQ(x) eP*

g(x)=M sin(D x)+N cos(D x) Ypart= A cos(D x)+B sin (D x)

Ou P,(x) et Qu(x) sont des polynomes de degré n et les coefficients de Q,(x) sont a
déterminer par la méthode d’identification des polynomes en remplagant yp,:par son
expression dans |'équation (4) vu que ypartest une solution particuliére de (4)

Remarques
La méthode d’identification n’est applicable que si :

+* Les coefficients sont constants

7

+* Le second membre est identifiable sous la forme d’une fonction polynomiale ou
exponentielle ou sinus/cosinus



Exemple :
Résoudre I'équation : y'+y =x? (7)

? Les coefficients sont constants égaux a 1 donc on peut appliquer la méthode de la
solution particuliere mais avant ,on va d’abord résoudre I'ESSM :

oo ® oy e® o _
V+V—0<:>dx— y@y— dx
@f‘i]—y——fdx

Syem=Ce™* avec C €R

# Recherche d’une solution particuliere de 'EASM :
Le second membre est un polynome de degre 2, y,art €st aussi un polynome
de degré 2, on pose :

Ypart =AX?+BX+D mmmp y' =2Ax+B

On remplace dans I'EDO (7),on a:
(2Ax+B)+(Ax*+Bx+D) = x? & Ax*+(2A+B)x+(B+D)= x>

Par identification de polynomes:
A=1

2A+B =0

B+D=0

A=1
S 1B =-2

D=2

D’0U : Ypart = X*-2x+2 est une solution particuliére de I'EDO (7)

La solution générale de 'EDO (7) est :

Y = Yssm+ Ypart = Ce™ +x2-2x+2 avec C €ER



APrincipe de la méthode de la variation de la constante :

# On cherche arésoudre : y +f(x) y =g(x)
d y(x)=K e F® est solution de I'équation SSM
P les solutions de I’équation ASM seront du type :
y(x) =K (x) e=F®
V=K () e e y= K () e+ K (- Fh)) e

e y=K (x) e F® — K(x) f(x) e F®
Sy =KX e W — fixy

ey +fx)y =K (x) e F&®

y est solution de ASM & K’ (x) e F®) =g(x)
& K(x) = [ g(x)ef® dx

Exemple :

On va revenir a I'exemple précédent I"'EDO(7) mais on utilise la méthode de la variation de la
constante, on connait déja la solution de I'ESSM associée a (7) :

yssmzce_x

D’ou : la solution générale de I'EDO(7) est de la forme :

X

y=C(x) e~
oy =C(x) e™ — Cx) e ™
On remplace y et y’ dans 'EDO(7) et on obtient :
C'(x)= x%e*
Pour trouver C(x) on va intégrer deux fois par parties :

{u=x2—>du=2x
v=e*->dv=e*

Clx)= x2e* =2 [xe*dx



{W=x—>dwzdx
v=e*->dv=e*

C(x) = e*(x*-2x+2)+ K
D’ou la solution générale de I'EDO(7) est :
Y = (e*(x*-2x+2)+ K) e ™*
On retrouve y sous la forme :

Y= Yssmt+Ypart = X2 - 2x+ 2 +Ke™*
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