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1 Changement de bases

1.1 Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel, et soient By = {vy, vg, ..., v, } et By = {wy, ws, ..., w, } deux bases
de E, chaque vecteur de la base By peut s’ecrire comme combinaison linéaire des vecteurs de
la base B;

Wj; = a1V + A2;V2 + ...+ ApjUn (1)
alors la matrice
wy Wy ... Wy
ayjp ai2 ... Qip U1
P = Qg1 G2 ... QA2q VU2
Ap1 Qp2 ... Qpp Un,

est appelée matrice de passage de B; a B, on la note
P - P81—>l32

Remarque .1
1. By est une base de E donc rgP = n = P est inversible.
2. Si A= P&%Bz alors PBzaBl = A1

Exemple .1 Dans R?, soient la base canonique & = {e; = (1,0),e5 = (0,1)} et la base
& ={e, =(2,1),¢y = (3,2)}. Cherchons la matrice de passage de € a &'
Il faut écrire les vecteurs de la base £ en fonction des vecteurs de la base canonique £ :

el = aey + Pesg N (2,1) = a(1,0) + 5(0,1) N a=20=1
ey, =a'e; + fley ( 1,0 of =3, =2

Alors

Si on fait [inverse, c’est a dire les vecteurs de la base canonique £ en fonction des vecteurs de
la base £ on trouve la matrice P~1.



1.2 Effet d’un changement de base sur les coordonnées d’un vecteur

Soit E un espace vectoriel, et soient By = {vy, va, ..., v, } et By = {wy, ws, ..., w, } deux bases
de FE.
Alors pour tout v € E, on a :

n n
§ : 2 : /

u = T;v; = l'jll)j
=1 j=1

En utilisant I’équation (1) on obtient

n n n

U= Zm}(Zaijvi) = Z (ix}azj)vi.

J=1 i=1 i=1  j=1

Ce qui implique que

. . . /
Vi=1,..,n:x;, = E Qi
Jj=1

Ce qui s’écrit sous forme matricielle

T ayy a2 ... Qip X
/
) ag1 A92 ... Q9p Ty
/
Tp Ap1 Ap2 ... Qpp Z,

c’est & dire Xp, = P.Xp , équivalent & P~'. X = Xp car P est inversible.

Exemple .2 Soit v = (—3,2) € R? dans la base canonique & = {e; = (1,0),e5 = (0,1)}.
Quelles sont ses coordonnées dans la base £ = {€],€,} ou

el = 2e; + e9
ey = 3ey + 2eq

On remarque que la matrice de passage de la base £ a £ est P = <? 2), donc
B / -3\ (2 3 @
X = PX @<2) (1 2)(y)
-3\  [(22'+3y
< ( 2 ) - (x’+2y’>'

En résolvant le systéme, on trouwve ¥’ = —12 et y' = 7. Donc les coordonnées de v dans la
nouvelle base est (—12,7).

1.3 Effet d’'un changement de base sur la matrice associée a une
application linéaire

Soient E et I’ deux espaces vectoriels donnés, tels que dimFE = p et dimF = k, et soit
f + E — F une application linéaire, avec By = {v1,vq,...,0,} et B = {v{,vé,...,v;} deux
bases de E, et By = {wy, wa, ..., wy} et By = {w,wh, ..., w},} deux bases de F. Si I'on pose

A:M(f761a82)

2



la matrice associée a f par rapport aux bases By, By et
A'= M (f, B}, B3)
la matrice associée a f par rapport aux bases B'y, B’y et si I'on pose
P = Pg, p,

la matrice de passage de By a B/ et
Q = Ps, 5,

la matrice de passage de By a B’y alors on a la relation dite de changement de base
A =Q AP

A et A’ sont appelées matrices équivalentes.

Remarque .2 Dans le cas particulier ou f est un endomorphisme alors By = By et B’y = B,
A =P AP

A et A" sont dites semblables.

Exemple .3 Dans R?* muni de la base canonique & = {e; = (1,0),e3 = (0,1)}, on considére
Uapplication linéaire f définie par sa matrice :

Déterminons la matrice de f par rapport a la base &' = {€}, €4} oi

V3 1

] = 5 A +\?_€2
1 3
6/2 = —561 + 762

Donc la matrice de passage de € a E' est

€
1
PR
1 \/3 €9
2 2
Maintenant, on a besoin de la matrice P!, pour I'obtenir il suffit d’écrire les vecteurs e; et ey
en fonction de €] et €),. On obtiendra

€1 = 7 Il \/262
1 3
€y = 56’1 4+ 76’2



Ce qui nous donne que

€1 €39
V3 o1
—_— — /
p-1— 2 2 €
IRRVE] e
2 2
La matrice associée a f par rapport a la base £ est donnée par la formule
V3 1 1 V3 V31
A=prtApP=| 2 2. 2 2 || 2 2
1 3 V31 1 V3
2 2 2 2 2 2

Apres un calcul de produit de 3 matrices carrées d’ordre 2, on trouve
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