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1 Rappel sur les différentielles

L’étude des surfaces paramétrées est une généralisation de celle des
arcs paramétrées. Nous nous intéressons ici aux propriétés affines
des surfaces paramétrées et nous introduisons la notion de surface
géométrique.

On rappelle dans cette partie les notions différentielles utiles pour
les surfaces.

Soit D un domaine de R? (ouvert connexe de R?).
f:D— RS

(1, v) —> F(u, ) est dite de classe

Définition 1.0.1 Une fonction

0 0
Cl si f et ses dérivées partielles —f et —f existent et sont continues.

ou  Ov
Définition 1.0.2 La fonction f est dite de classe C* si les dérivées

partielles jusqu’a ['ordre k existent et soient continues.
f est dite de classe C*™ si f est de classe C*,Vk.

*f _ 0*f
: 5 . B
St f est de classe C*, alors: 5090~ oo
Notations: On note par:
_of . _of ., _ &f 0%
fu - 8’&7 v T avafuv - m;fvu - 8v8u

2 Représentation paramétrique des surfaces régulieres

Définition 2.0.1 (Surfaces paramétrées)
Une représentation paramétrique de classe C* d’un sous ensemble
des points M dans R? est une application de classe C*:
f:DcCR?> — RS
(u,v) —> f(u,v)
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L’image M = f(D) = {f(u,v),u,v € D} est appelée la surface
géométrique ou le support géométrique de la surface paramétrée.
(une surface lisse de classe au moins C')

* (o, Vo)

— /

Exemple 2.0.2 La sphére S?(0,a) est définie par Iapplication

f00,27] x [-5,5] — B3
f(v,u) = (acosucosv,asinucosv,asinv)

2.1 Reparamétrisation

On peut reparamétrer les surfaces paramétrées par les difféomorphismes.
Soient f : D C R? — R3 une surface paramétrée de classe C et
g: X CR? — D un C' difféomorphisme. Alors: fog: X — R3 est
une surface paramétrée qui a exactement le méme support géométrique
de f. On dit que f o g est une reparamétrisation de la surface.

Définition 2.1.1 On dit qu’une surface paramétrée est simple si et
seulement si l'application f est injective.

Définition 2.1.2 On dit qu’une surface pammétfée est cartésienne st
et seulement si, il existe un repére (O, i, 7, k) de R? tel que l'on
ait:

V(u,v) € D: f(u,v) = O+ui +v7 + h(u,v)z>
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Définition 2.1.3 Soit f : (u,v) — f(u,v) = (fi(u,v), fo(u,v), f3(u,v))
une nappe paramétrée de R®. La matrice jacobienne de la nappe est
la fonction matricielle

ofi of

S(u,v) — uv:%gjg2
S (u,v) = I (u,v) %ﬁ%ﬁ

du v
Définition 2.1.4 Une surface paramétrée: f : D — R3 est dite

réguliére au point p = f(u,v) si et seulement si la matrice jacobienne
est de rang 2. Ce-ci est équivalent a: f, A f, #0, Yu,v € D

Définition 2.1.5 Un sous ensemble M de R? conneze est appelé une
surface si chaque point de M admet un voisinage qui soit réqulierement
parametre.

2.2 Exemples
1) Le graphe d’une fonction de classe C?

g:DCR?— R3
(u,v) — g(u,v) =z

définie par: Gy = {(u, v, g(u,v)) € R3,u,v € D}.
La paramétrisation f(u,v) = (u,v, g(u,v)) de G, est réguliere. En
effet:

fu = (1707.gu)7 fv = <07 17911) et fu/\fv = <_gu; — G, 1) 7é 0 Vu,v €D
2) La représentation paramétrique:
flu,v) = (u+v,u—v,u*+ 0%

est réguliere: f, = (1,1,2u), f, = (1,—1,2v) et fu A f, = 20+
2u, 2u — 2v,—2) # 0 Vu,v € R?

3) L’hélicoide:

f(u,v) = (ucosv,usinv,bv) ©>0, veER b>0
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On a: f, = (cosv,sinv,0), f, = (—usinv,ucosv,b) et f, A f, =
(bsinv, —bcosv,u) # 0

4) Le tore:
f(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv, bsinu)
u>0,v<2m,R>r>0,0On a:

fuN fo = —=b(R 4+ rcosu)(cosucosv,cosusinv, sinu) # 0, Vu, v
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5) La sphere unité:
f(u,v) = (sinucosv,sinusinv, cosu), (u,v) €]0, w[x]0, 27|

On a: f, A fu = (sinu) f(u,v) # 0,Vu,v

3 Plan tangent a une surface réguliere
3.1 Courbe tracée sur une surface de R?

Soit f(u,v) une représentation paramétrique d'une surface M de classe
C'. Soit

a: ] CR— D CR?

t— a(t) = (u(t), v(t)

une courbe paramétrée réguliere plane de classe C'. Considérons
I'image de cette courbe dans la surface M. Alors ’application f o« :



Courbes et Surfaces Paramétrées H.BENALLAL

I — R3 est une courbe paramétrée de classe C'!, dont le support est
inclus dans le support: M = f(D).

/’ / _f/“’ M

[a,b] D

¢ ={f(a®),t € [a,b]}

Considérons la courbe oy : u € I — ai(u) = f(u,vp). Si ag est
réguliere ; alors le vecteur o (ug) est tangent a la courbe oy au point
aq(ug).

De méme si la courbe: ag : v € J — as(v) = f(ug,v) est réguliere,
alors le vecteur o (vg) est tangent a la courbe as au point as(vg). Ou
I et J sont deux intervalles de R tels que: (ug,vg) € I x J C D. Et
ay(uo) = fulto, vo), avy(ve) = fu(uo, vo)-

Et comme f, A f, # 0 par hypothese, alors les vecteurs f, et f, sont
linéairement indépendants et ils engendrent un plan.

3.2 Plan tangent a une surface

Définition 3.2.1 L’espace tangent a une surface paramétrée f : D —
R3 au point py = f(ug,vg) est l'espace vectoriel de dimension 2, noté
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Ty, M, passant par py est engendré par les vecteurs f,(ug, vo) et f,(uo, vo).

- (g, vp)

D c R?

Définition 3.2.2 Soit T),,M le plan tangent passant par le point py,
JuN o

Il£u A Foll
Exemple 3.2.3 L’hélicoide:

le vecteur N = s’appelle le vecteur unitaire normal.

flu,v) = (ucosv,usinv,bv) ©v>0, veER b>0

On a: f, = (cosv,sinv,0), f, = (—usinv,ucosv,b), fu A f, =
(bsinwv, —bcosv,u) # 0 et ||fu A fol| = VB2 +u? # 0, d’ou:

1
N = ——=(bsinv, —bcosv, u)

N

3.3 Equation du plan tangent

e
Soit (O, i, j, k) un repere de R? dans lequel f : D — R3 s’écrit:

— — —
(u,v) — f(u v) = fi(u,v) i + folu,v) j + fs(u,v) k.
po = f(ug,vp) étant un point réguliere de la surface M. Le plan

- =
tangent 7, M est I’ensemble des points m = (z,y,2) =x i +y j +2 k
de R? tel que le systeme (pom, fuluo, vo), fo(ug, vo)) soit lié, admet pour
équation cartésienne:

x—fl(UO,’UO) fl,u(u07UO) fl,v(uO>UO)
y — foluo,vo) fou(uo,v0) fou(uo,vo) | =0
f3,v

&= f3(U0, vp) f3,u(U0, Uo) (UO; Uo)
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c-a-d: Ja,b € R tels que pors = afy+0fy.

Exemple 3.3.1 Soit f : R — R? telle que:
flu,v) = (bu—3v*+3, —u-+v?, 3u+4v?) I’équation de I’espace tangent
a M au point mg = f(0,0) = (3,0,0). On a: f, = (5,—1,3), f, =
(—6v, 2v,8v). Soit m = (z,y,2) € T,,,M, Ja,b € R tel que :

mom = af, 4+ bf, = (5a, —a, 3a) + (—6bv, 2bv, 8bv)

r—3 = ba— 6bv

— y = —a-+2bv
z = 3a+ 8bv
xr = ba—6bv+3
— y = —a-+2bv L’équation paramétrique
z = 3a+ 8w
[’équation cartésienne:
r—3 5 0 r = da+3
y —-10|=0= y = —a
z 3 0 z = 3a
xr = —dy+3
f— a = —y
z = =3y

— r—2=—-2y+3 = rv+2y—2—-3=0

4 les deux formes fondamentales

4.1 Premiere forme quadratique fondamentale
Soit f : (u,v) — f(u,v) une surface réguliere de classe C* k > 2.

Définition 4.1.1 On appelle la différentielle de f(u,v), noté df, une
application bijective du vecteur (du,dv) associe le vecteur:df = f,du+
fodv dans le plan tangent.

Définition 4.1.2 La premiére forme quadratique fondamentale I, (
une forme bilinéaire symétrique) est la restriction de la forme quadra-
tique X — || X||* au plant tangent & M au point p = f(u,v):

YV, W € T,M : L,(V,W) = V.W
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ou V.W est le produit scalaire des vecteurs V,w dans R3.

Le plan vectoriel tangent a M est engendré par les deux vecteurs: f,
et f,. Un vecteur du plan tangent est donc de la forme V = \f, + uf,
est on a:

LV.V) = X\ full® + 2\ fufo + 12l £l
Elle s’exprime dans la base { fu, fu} de T,M par:
L(df, df) = df-df = (fudu + fudv) . (fudu + fudv)
= fu.fudu® + 2f,. fodu.dv + f,.fodv®
= Edu® + 2Fdu.dv + Gdv®

En désignant par: E = f,.fu, F = fu.f, et G = f,.f, des applications
de classe C*~1 de D dans R.

Les coefficients E, F et G s’appellent coefficients de la premiere
forme fondamentale.

Théoreme 4.1.3 La forme T}, est une forme définie positive.

Preuve
I, = df.df = Edu* + 2Fdu.dv + Gdv®

B Edu+ Fdv
= ((du d“)<qu+de)

— (du dv)(? g)(;ﬁj)

Alors la forme I, est définie par la matrice symétrique < ? g)

Pour qu’elle soit définie positive il faut et il suffit que: E > 0 et
EG—F?>0. Onabien: E=|f,[>>0 et

EG = F* = (fu-fu) (forfo) = (fufo) = (fu A f)* >0
( On utilisera la formule : (a Ab)(.c Ad) = (a.c)(b.d) — (a.d)(b.c)).
Exemple 4.1.4 Considérons la surface définie par:
flu,v) = (u+v,u—v,uv) : fu(u,v) = (1,1,v) et fy(u,v) = (1,—1,u)

Les coefficients de la premiere forme fondamentale sont: E = f,.f, =
240G = fo.fy =240 et F = f,.f, = w. Dou I, = (2 +
v?)du? + 2uvdu.dv + (2 + u?)dv?, cette forme est définies positive, car
E=24+1v">0¢et EG—F?>=2u>4+20%+4>0.
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4.2 Longueur et Aire

4.2.1 longueur d’un arc tracé sur une surface

Prenons une surface paramétrée: f : D C R?> — R? de classe C! et
a: [a,b] C R — D une courbe paramétrée plane. Alors foa = 7 est
une courbe paramétrée dont le support est inclus dans f(D).

a:t— (u(t), v(t)) — f(u(t),v(t)) = ()

Le vecteur tangent ay en a(t) = (u(t),v(t)) est v/ () = fu(u(t),v(t))u' (t)+
Jolu(t), v(t))v'(2).

v est ainsi rectifiable , sa longueur est donnée par:

b b
Lix(t) = / I/ (6)l1dt = / ), o) (8) + foau(t), o()) ()t

(SIS

=/ [(/ ()| fulu(t), v + W' ()1 folult), o) + 20/ (0)0'(8) fu- fu] * dt

N|—

b
:/ (W' () E(u(t), v(t) + (v/(t))*G (u(t), v(t)) + 2F (u(t), v(t))u' ()0 (1)]* dt

N[

b
:/ (W' () E(u(t), v(t) + (v'(t))*G (u(t), v(t)) + 2F (u(t), v(t))u' ()0’ ()] * dt

Donc

o) = | INCTORTOL.

4.2.2 Daire d’une surface

La norme du produit vectoriel est égale a la surface du parallélogramme
construit sur (7, 7) c-a-d: | A 7| = || 7| 7| sin(T, 7.

Considérons A s = du.dv une petite surface encadrée par du et dv
du point (u,v). Soit AS, I'image de A s par f:

AS = |df Ndf| = |fu N fo| dudv =/ EG — F?dudv

Définition 4.2.3  L’aire de la surface paramétrée M = f(D) ou
f:D — R3 est égale a

Aire(M) = / /D VFG = Fldudy

D est le domaine de la paramétrisation.

10
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Exemple 4.2.4  Soit M la surface d’un tore
f(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+ rcosu)sinv, bsinu)
u>0v<2r,R>r >0, On a:
fulu,v) = —r(sinucosv, —rsinusin v, r cosu), f,(u,v) = (R+r cosu)(— sin v, cos-
Ainsi
E=fofo=1" F=f.f,=0 G=f,.f,=(R+rcosu).

L’aire de cette surface est donc

2T 2T 2 2
A= / / vV EG — F2dudv = / / (r(R + rcosu))dudv
0o Jo o Jo
2

27
= / [r(Ru + 7sinu)]." dv = r/ 2Rmdv = 2Rrr[v]3" = 4n°rR.
0 0

4.3 Application de Gauss

Soient f : D — R? une surface réguliere en tout point et N (u,v) =

Ju N fo

1 fu N Jol
Soit 5% = {(z,y,2) € R® tel que : 2? + y? + 2* = 1} la sphere unité
de R3.
L’application N : M — s* qui associe & chaque point p = f(u,v),

le vecteur normal unitaire au point p = f(u,v) de M.

le vecteur unitaire normal en f(u,v) est appelée application de Gauss
de la surface:
N:pe M+ N(p) € S?

On montre qu’elle est de classe C> . Sa différentielle d,/N est une
application linéaire de T, M dans TN(p)SQ. Comme ces deux espaces
sont paralleles , d, /N peut étre interprétée comme un endomorphisme
de I'espace vectoriel T,M.

N(p)

11
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4.4 Dérivée directionnelle

Soit F': M — R une fonction a valeurs réelles , p un point de M et
V un vecteur tangent a M au point p (V € T,M).

On donne 3 : ]—e,6[ — M une courbe de classe C! telle que
B(0)=pet §/(0)=V . Alors :

Fof:|-ee—R
t— (Fop)(t)

Définition 4.4.1 (F o) (t) est appelée la dérivée directionnelle de la
fonction F' dans la direction du vecteur V.

Dy F(p) = i (FoB)(t) = lim Ft+svV) - F(t)

dt|,_, 50 S

4.5 Opérateur de forme

Soit M une surface réguliere paramétrée par f: D C R2 — R3 et V
un vecteur tangent a M au point p € M: V =af, + bf,.

Soit N(p) le vecteur unitaire normal & M au point p : c-a-d : V V €
T,M : V.N(p) = 0.

Soit maintenant o : I — M une courbe paramétrée par la longueur
d’arc (I étant un intervalle de R contenant l'origine) et telle que:
a(0) =pet o’(0) = v (& (t) = u/(t) fu(u(t), v(t)+0'(t) fo(ult) +v(t))).

Comme (N o«)(t). T(t) =0 Vt proche de 0, ou T le vecteur
tangent a «. Alors T'(t).(No«a)(t) = —(N o) (t).T(¢)

Au point t =0, on a :

—T(0).(N oa)'(0) = T"(0).N(a(0)) = T'(0).N(p)
c-a-d =Dy N(p).V =T'(0).N(p) (T(0) = /(0) = V).
Proposition 4.5.1
Pour tout V€ T,M, la dérivée directionnelle Dy N(p) appartient a
T,M.
De plus, Uapplication définie par
Sy Ty,M — T,M
V= 5,(V)=—DyN(p)

est une application linéaire symétrique. c-a-d : ¥ U,V € T,(M) :
Sp(U).V =U.S,(V) . S, est appelé l'opérateur de forme de la surface
M.

12
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Preuve
1) Montrons que Dy N(p) € T,,M.
Soit o : [ = ]—&,e[ — M une courbe paramétrée par la longueur

d’arc avec a(0) =p et o/(0) = V.
Ona: [|[(Noa)t)]| =1 = (Noa)(t).Noa)(t) =0. Donc en
d
t=20: EN(a(t))| N(a(0)) = 0. C-a-d: DyN(p).N(p) = 0. Ce
t=0

qui montre que D, N (p) est orthogonal & N(p), ainsi Dy N(p) € T,M.
2) Montrons la linéarité de V +— D, N
on considere la courbe « passant par p et telle que /(0) =V + W.
d’apres la définition :

Dy N(p) = SN(@®)| (v +77)
t=0
d d
= GOV ZN@m)| W

= Dy N(p) + DwN(p)
3)Montrons que S, est symétrique:

Considérons (fy, fy) = g—i,%
T,M ou f(u,v) est la paramétrisation de la surface M.

a) Montrons que S,(fu).fo = Sp(fo)-fu, c-a-d: Dy N(p).f, = Dy, N(p). fu
Soit t — «a(t) = f(u(t),v(t)) une courbe tracée sur M telle que
a(0) =p. On a

Doy N(p) = Do) fuv0),N(p) = ' (0)Dy,N(p) + v'(0) Dy, N(p)

D’autre part:

) (p) une base du palan tangent

d
— N (u(t),v(t)) = N,u'(0) + N,'(0)
d
Bt comme Do N(p) = (N oa)(t)] . Alors Dy, N(p) = N, et
t=0

Dy N(p) = N,.
Par ailleurs , comme N est perpendiculaire au plan T,M, alors
N.f,.N.f, = 0. En dérivant respectivement par rapport a v et u on

aura: Ny fu+N.fou=0 et N,f,+N.fou=0. Ainsi N,.f, =
—N. fuw = Ny. fo

13
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On en déduit
Sp(fu)'fv = _(DfuN(p))'fv = _Nu-fv - _Nv-fu
= (=D, N®))-fu= Sp(fo)-fu

b) Prenons maintenant, V, W deux vecteurs quelconques dans 7, M.
Montrons que: S,(V).W = S,(W).V
V et W sont deux combinaisons linéaires de f, et f,, c-a-d:

V=af,+bf, et W =cf, +df,
Alors

Sp(V).W = Spafu+bfo)(cfutdfs) = (aSp(fu) +bSp(f0))-(cfu+dfv)

= acSy(fu)-fu + adSy(fu)-fo + bcSp(fo).fu + bASy(fo)- fo
= acSy(fu)-fu+ adSy(fy)-fu + bcSp(fu)-fo + bdSy(fo)- fo
= afu-(cSp(fu) +dSp(fo)) + bfo-(cSp(fu) + dSp(fv))
= (afu+bfy)-(cSp(fu) + dSp(fo)) = V.Sp(W)

Proposition 4.5.2
Si Uopérateur S, est partout nul, alors la surface M est un sous en-
semble du plan.

Preuve
Sy T,M — T,M

U~ Sp(U) = —DUNp

Si VYU € T,M : S,(U) =0 pour tout p € M. Alors N, = N, =0
donc N(p) = cste et par suite M est un sous ensemble d'un plan.

Exemple 4.5.3
Soit S?(0,a) la sphére centrée & origine de rayon a. f(u,v) une
paramétrisation de la sphére S*(0,a).

flu,v) = (asinucosv,asinusinv,acosu), 0<v<2m,0<u<m

fu = (acosucosv,acosusinv, —asinu), f, = (—asinusinv,asinwucosv,0)
et
fu N fs = (acosvsin®u, asin vsin® u, a cos u sin )

= asinu(sin u cos v, sinusin v, cosu) = asinuf(u,v)

14
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le vecteur normal unitaire:
fuNfo  asinuf(u,v)  asinu 1

N: - . — - T
|fu N foll  alsinul ||f(u,v)|| asinu a

) =~ f(u,0)

1
L’application de Gauss est: N, = —f(u,v)
a
Soit { fu, fo} une base de T,S* l’espace tangent a S* au point p

1 1
vp € 81 5p(fu) = =DpN = —Nu=—_fu et S(fu) = = fo

et par suite YV € T,5? : V = cf, + df,, on a

Sp(V) = eSy(fa) + dS,(f,) = — <§f N gfu) _ —%v

1 1 1
Donc YV €T,5%:8,(V) = —gV = —5cfu — adfv.

1
Sp() — —aIdTPSQ — a

4.6 Deuxiéme forme fondamentale

La deuxieme forme fondamentale mesure en quelque sorte 1’écart que
fait une courbe tracée sur la surface avec la plan tangent au point

S (uo(t), vo(t))
On munit l'espace vectoriel T,M du produit scalaire induit par
celui de R? qu’on notera (,),. La collection {(, ) p} varie de fagon

peM
différentiable en fonction de p; c’est précisément ce qu’on appelle la

métrique riemannienne induite sur M.

Définition 4.6.1
Soit p un point de la surface M. La forme bilinéaire symétrique 11,
T,M x T,M — R définie par: YWV,W € T,M : I1,(V,W) = S,(V).W
est dite la deuxieme forme fondamentale de la surface M en p.

Dans la base { fy, fu} de T,M, on note par:

[ = I]p(fua fu) = _(DfuN)-fu = fuuN
m = IL(fu, o) = —(Ds.N).fo = fur.N = fou.N

15
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q=11,(fs, fo) = —(Dy,N).fo = foo.N
De plus, si V =af,+bf, et W = cf, + df,. Alors

IT,(V,W) = I (afu+ bfo, cfu+ dfy)

= aclL,(fu, fu) + bdIL,(fs, fo) + bl L(fo, fu) + adIL(fu, fo)

lc+dm
cm + dq

el d),, ()

\ : o [
D’ou la matrice associée a 11, : ( . T; )

[,m et q sont appelés les coefficients de la deuxieme forme fonda-
mentale.

= acl + (ad + bc) + bdg = (a b)(

4.7 Courbure normale

Soit M une surface de classe > 2 paramétrée par f(u,v) contenant le
point p = f(ug, vg). Soit T,M le plan tangent a la surface M au point
p et N la normale unitaire a 7,M au point p.

Considérons la courbe v : I — M paramétrée par la longueur
de l'arc ( I étant un intervalle de R contenant 'origine ) donné par:
v(t) = f(u(t),v(t)) et p = v(0). La courbure de v au point p est:
k=T

Notons n et N les vecteurs normaux en p respectivement a la courbe

16
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v et a la surface M, 0 I'angle entre n et V.

A

N
N \/

Nn

Définition 4.7.1
On appelle courbure normale de v en p le scalaire:

k, =k.N = k(cos0).n

On montre en fait que: k,(p) = I1,(7'(0)).
On a

I1,(7'(0)) = Sp(7'(0))-7(0)
= —D.N(p)'(0) = —(N 04)/(0).4/(0)

Comme N (t) est orthogonal a+/(t), la relation N(¢).7'(¢t) = 0 implique

que: N'(t).5'(t) = =N (t)."(t)
Par conséquent

I1,(7(0)) = N(0)-7"(0) = N(0).T'(0) = N(0).k
On obtient : I1,(7'(0)) = ku(p) -

Exemple 4.7.2
Pour une sphére S? de rayon a , dans les coordonnées sphériques :

flu,v) = (asinucosv,asinusinv,acosu), 0<v<2m,0<u<m

fu = (acosucosv,acosusinv, —asinu), f, = (—asinusinv,asinwucosv,0)

et N = éf(u,v).

17
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A chaque point p sur cette sphére on peut faire passer un cercle de
rayon a, considéré comme l’équateur de S?. Au point p les vecteurs

n et N coincident, donc la courbure du cercle k = — est égale a la

courbure normale de la surface k,. Ou encore, comme 0 = 0, alors

1 1 1
cosf =1 cetk,=kN=—f(uv). Dot lk,|=—.a=-.
a a a

4.8 Courbures principales de la surfaces

Comme la différentielle DN (p) de 'application de Gauss est symétrique,
c-a-d I'opérateur S, est symétrique donc diagonalisable.

Il existe une base notée {e1, ea} de T,M telle que S,(e1) = kie; et
Sp(e2) = kees. En plus les nombres k; et ke ( on suppose k; > ko )
sont les valeurs propres de la matrice de S,(.).

Définition 4.8.1 La courbure normale mazximale ki et la courbure
normale minimale ko ( les valeurs propres ki et ky ) sont appelées
courbures principales de M au point p. Les directions des vecteurs e;
et ey sont appelées directions principales de M au point p.

Définition 4.8.2 Le déterminant K de l'opérateur S,: K = kiks est

appelée courbure de Gauss de M en p. La moitié H de la trace de Sp:
- ki 4+ ko

est appelée courbure moyenne de M en p.

Exemple 4.8.3
1) dans la cas d’un plan affine Uapplication de Gauss est constante,
donc de dérivée nulle, ainsi ki1 = ko = K = H

2) Dans le cas de la sphére S%: On rappelle que la sphére S? est définie
par U'équation: 2>4+y>+2% = 1. Et donc le champ de vecteur normal est
donné au point p = (x,y,2) sur la courbe v tracée sur S* par N(p) =

(=2(t), —y(t), —=(t)). par suite :DN(p) = (='(t), =¢'(t), =#'(1)).

18
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Donc Dy N(p) = =V pour tout V € T,5?
( On a déja montrer que S, = —DN = —Idr, 2, donc —k; = —ky =
—-H=K=1).

4.9 Calculs explicites de K en fonction des deux formes fondamentales

Soient [, m et q les coefficients de la seconde forme fondamentale dans
la base {fu; fv} Ll = fuuNa m = fuv-N7 q = fvv-N .

Notons la matrice de I'opérateur S, relativement a la base

a ¢
b d
{fw fv} C-a-d Sp(fu) - afu + bfva Sp(fv) - Cfu + dfv

En faisant le produit scalaire de ces deux égalités par f, puis f,, on
obtient quatre égalités:

Sp(fu)fu = afy-fu+bfo.-fu=1=alk +bF

Sp(fu)-fv:afu-fv+bfv-fv:m:aF+bG
Sp(fu)-fuchu-fu+dfv-fu:m:CE+dF
Sp(fv)-fv :Cfu-fv+dfv-fv :q:CF+dG

Ces égalités peuvent s’écrire matriciellement sous la forme:

(o) =(ra) (0a)=(00) (F )

Ce qui donne

1
a c\ (FEF I mY\ 4
(a)=(re) (uy)=smm
la courbure de Gauss est le det Sy:

K =det(I;'.11,) =

det I,

La courbure moyenne H = §tmceSp, or

g _ 1 G —-F [ m\ 1 Gl—Fm Gm— Fq
P EG-F2\ -F E m q ) EG—-F?\ Em—Fl Eq—Fm
Gl —2Fm + Eq

Dot H =
o 2(EG — F?)

19
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Remarque 4.9.1

1l est facile de calculer les courbures principales qui sont racines du
polynéome X?> —2HX + K. On trowve K; = H+ VH? — K, et on a

1
bien H?> — K = Z(kl — ]432)2 > 0.

On définie ainsi le polynome X? —2HX + K = 0.

Exemple 4.9.2 Nappe d’Enneper

1 1
Soit f(u,v) = | u— §u3 + uv?, v — §v3 +vu?, u? — 112> la paramétrisation

de la surface d’Enneper (1Figure 1).

1. Déterminons le vecteur unitaire normal en chaque point: Soit
p = f(u,v) un point de la surface, le plan tangent au point p
est engendré par {fu, fu} ot fu = (1 — (u? — v?),2uv,2u) et f, =
(2uv, 1 + (u? — v?), —20v) donc

fu N fo= (14w + 03 (—2u, 20,1 — u? — v?)
de norme || fu A fo|| = (1 + u? + v?)?

On obtient, le vecteur normal

Ju N fo 1

N p— p—
(1, ) A foll ~ 1+ u2 102

(—Qu, 20,1 —u? — UQ)

2. Calculons, en un point p de la surface, la deuxiéme forme fonda-
mentale:

La deuzieme forme fondamentale 11, est définie par la matrice

e I m _— 0 f B o0 f
symétrique (m ‘ ) Oul = <N,%>, m = <N,m> et
o0 f
Q—<N,w>

On calcule

0% f 0% f 02 f

92 (—2u,2v,2), e (2v,2u,0), 90z = (2u, —2v, —2)
1

Or N = m(—Qu,2v,1—u2—v2), doncl = 2, m =

Oetg=—-2 c-a-d ]Ip:<§ _02>
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3. Montrons que la surface d’Enneper est de courbure moyenne nulle
en chaque point

Rappelons Les dérivées premieres du paramétrage:

fu= (1= (u* =%, 2uv,2u) et f, = (2uv,1+ (u® —v?), —20)
D’ou ['on tire les coefficients de la premiere forme fondamen-
tale I,: E = (fu, fu) = (1+u2+0))°, F = (fu, f,) = 0, G =
<fv7 fv> — (1 +u? + U2)2

Et maintenant, l'opérateur de forme S, a pour matrice B = Iglllp.

Or

1
[p—l _ (14u2+v?)? ? ) d’ott B = 1 5 ( 2 0 >
O Ty I+u?+o?) D =2

Par conséquent, les courbures principales sont: ki = 5
(1+u?+v?)
—2

et ky = Qs 02)27 ce-ct tmplique que la courbure moyenne

1
H est nulle (H = —§(k1 + ko) = O).

4. Le calcul de la courbure de Gauss K est immédiat

det11, —4

K =detB = = ,
detI,  (1+u?+02)*

Proposition 4.9.3 Soient e, et ey deux vecteurs unitaires dans les
directions principales en un point p de courbures principales corre-
spondantes ky et ky. Supposons que V = (cosf)e; + (sinf)es pour
6 € [0,2r[, alors:

I1,(V,V) = ky cos® 0 + kysin® 0

Preuve
On a: Sy(e;) = kie; pour ¢ = 1,2. Alors:

IT,(V.V) = 5,(V).V = S,((cosf)e; + (sinf)ez).((cosf)e; + (sinf)es)
= (k1(cos B)e; + ky(sin)ey).((cos B)er + (sin 0)eg) = ky cos® O+ ky sin® 6
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Figure 1: Surface d’Enneper

4.10 Interprétation géométrique

Fixons un point p de M.

Pour tout vecteur V' € T,M , I1,(V) est la courbure de la surface
au point p dans la direction V. en particulier, k; est la courbure de la
surface M dans la direction e; et ko est la courbure de la surface M
dans la direction es.

Pour tout point de toute surface réguliere de classe C?, la direction
dans laquelle la surface est la plus courbée et la direction dans laquelle
la surface est la moins courbée sont orthogonales .

Il est clair que I'allure de la surface au voisinage du point p dépens
du signe de k; et de ks :

1) Si ky et ky ont une valeur commune k (k1 = ky = k ): c’est le
cas ou on peut représenter S, et I, par une matrice de la forme klds,
c-a-d le cas ou il existe & € R tel que 11, = kI, égalité qui s’écrit:
(l=kE) et (m=EkF) et (¢ =kG).

la surface représente localement une forme soit sphérique soit plane
(cas de ky = ky = 0).

2) Si K =0 (k; = 0 ou ky = 0), p est un point parabolique (un
cylindrique).

3) Si K = kiks > 0, p est un point elliptique .
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4) Si K = k1ky < 0, p est un point hyperbolique.

€2 €1

ki=0eth, 20 Kok >0 N e kpks <0

4.11 Etude d’un exemple: nappe de révolution

Définition 4.11.1

Une surface géométrique orienté M de classe C* (k > 1), est
dite surface de révolution si et_> seulement st , on peut lui associer un
repére orthonormal direct (O, i j k) de R?’, tel que M admette_)un
représentant de la forme (I X R, f) avec:  f(u,v) = O+g(u)cosv i +

. . .

g(u)sinv j +h(u) k, I est un intervalle ouvert de R et ot g et h sont
des applications de classe C* de I dansR, g ne prenant que des valeurs

positives: f(u,v) = (g(u)cosv, g(u)sinv, h(u)).

1) la régularité

On a  fy(u,v) = (¢'(u)cosv, ¢ (u)sinv, h'(uv)) et fo(u,v) =
(—g(u) sinv, g(u) cos v, O) g(u)(sinv, cos v, 0).

Dot fu A fo = (—H/(w)g(w) cos v, —/(u)g(u) sin o, ¢ (u)g(w)) de
norme || fu A foll = g(u)\/h2( )—l—g’2 (u), (g(u)>0,Yu € I). Donc
(¢',h') ne prend pas la valeur (0,0), et par suite la surface M est
réguliere (||fu, A fo]| > 0). On déduit

h'( ) h'(u) g’(u) )
(u)

COS v, — sm v,

( \/ h'2 _|_ g/2( ) \/ h/2 _|_ g/2 \/ h/2 _|_ g/2

2) les formes fondamentales
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Ona: E=f,.fu=9¢?+h?* F=f,.f,=0, G=f,.f, =g> Dou
la premiere forme fondamentale:

I, = (fudu + fudv).(fudu+ fodv) = (g% + h*)du® + g°dv®

On calcule en suite  f,, = (¢"(u)cosv,¢"(u)sinv, h'(u)), fu =
(—g'(u)sinv, g'(u) cosv,0),  foo = (—g(u) cosv, —g(u) sinv, 0), d’ol
/h// //h/ h/
l:fuu m:fuv-NZO, = g

\/ h’2 _|_ g/2 ) \/m
et la seconde forme fondamentale
I[p — /g/2 + A2 ((g/h// o g”h/)dUQ + gh'dv2)

3) Les courbures
Notons k, et k, les courbures principales de directions principales
fu et f,. Un calcul simple donne

Syl == M dino,cos,0) = — e f
v) = — = — sSinv, Cos v, = “Ju
p ov g/2 + h'2 g g/2 + h'2
h/
et donc ku = — .
g g/2 + h/2

La courbure de Gauss

B lq—m2 _ lq B gh'(g’h"—g”h’)
EG—-F? EG  g¢%(g?%+ h?)?
hl glh// _ g//h/ g/h// . g//h/
- g\/g’2+h’2'\/(g’2—|—h’2)3 - (g2 + h?)3
AN/ AN
Dot k, = L9
(g/2 + h/2)3

Finalement la courbure moyenne

h/ lh//_ //h/
H = (k: t k) = ( J )

3
1 1 2
— 5 (g,2 + h/2> (h/g/2 + h/3 + gg/h// . gg//h/)
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5 Equation de Codazzi et Gauss
5.1 Symboles de Christoffel

Soit f: D C R? — R? une surface réguliere. p = f(u,v) un point de
M.

Considérons la base {f., fo, N} de R3. 1l existent des fonctions :
Iows Taw =Ty, I, =1%v, Ly etI?  telles que:

uu? v v vV

fuu - FZufu + FZufv + le

Juw = Ui fu + Ty fo + MmN,
Joo =T fu + Thp fo + PN

Le fait que f,, = fu implique que I';,, = I';,,. Les fonctions I sont
appelées symboles de Christoffel.

F’U,

uu?

Exemple 5.1.1
Calculer les symboles de Christoffel de la sphere:

f(u,v) = (sinucosv,sinusinv,cosv), 0 <u<m, 0<wv<2m.

fulu,v) = (cosucosv, cosusinv, —sinu) et f,(u,v) = (—sinusinwv, sinu cos v, 0).
Par suite  fuAf, =sinv.f(u,v) et |[fu A fo|| =sinu. Dou N(p) =

fu,v).
On calcule en suite

fuw = (—sinu cosv, —sinusin v, cosu) = — f(u,v) = —N(p)

fow = (=sinucos v, sinusinv, 0), fu, = (— cosusinv, cosu cos v, 0)

Calculons les T on a fuu = —N(p), doncT! =T" =0.

D’autre part: fu, = (— cotusinusinv, cot usinucosv,0) = cot u. f,.
Donc I, =0et I, = cotu.

Maintenant : fy, = TV fu + TV fo + qN(p). En faisant le produit
scalaire avec f, puis f,, on obtient

fovfu=T4, = —sinucosu = I, = —sinucosu

v c 2 : c 2 : v
fov-fo =1, =sin“usinvcosv —sin“usinvcosv =0 = '), =0

y . u — v P u P v I v _ (% —
Conclusion: 1V, = IV, =Tu =1y =0, I'l, = cotu, Iy, =

— SIn U CcoS U.
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5.2 Le calcul des symboles de Christoffel

p = f(u,v) un point de la surface M {f,, f,} une base de l'espace
tangent 7, M au point p et {f,, fo, N(p)} une base de R?, donc

Juu = FZufu + FZufv + le
fuv — ngfu + szwfv + mNp
f’UU - F;L)L'Ufu + ngfv +pr

En faisant le produit scalaire de ces trois égalités par f, puis f,, on
obtient

Juufu = Tou B+ U3 F et fuufo = T F +10,G
furefu =Tl B +T0F et fuofo = T4 F +15,G
foofu =TUE +T0F ¢t fo.fy = TUF + T0,G
D’autre part
1 1

1 1
1 1 1 1
fuv-fv - §(fva)u - §GU7 fvv-fv - §(fv-fv)v - §Gu
1 1

fuu-fv — (fu-fv)u_fu-fuv — Fu_EEva fvv-fu — (fv-fu)v_fv-fuv — Fv_éGu
D’ou
2
reF+1%G= F,—3E,

rvE+IYF= 1FE,
FZUF+FZUG - %Gu

r“E+TyF= F,— 3G,
r« F+I5,G= iG,

E F\ (T4 \ sE,
F G re, ) \F,—3E,
E F e\ _ [ iE,
F G re, )\ 4G,
E F\ (T4 _(F-1iG,
F G re ) :G,

26
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On peut donc calculer les symboles de Christoffel en déterminant la
premiere forme fondamentale.

Exemple 5.2.1 La sphere unité
f(u,v) = (sinucosv,sinusinv,cosv), 0 <u<m, 0<uv<2mT.

fu(u,v) = (cosu cosv, cosusinv, —sinu) et f,(u,v) = (—sinusinv, sinwu cos v, 0).

On a
(E=fyfu=1 = E,=E,=0), (F=/fu.[r=0—= F,=F,=0)
G = f,.f,=sin’u = G, =0,G, =sin2u

La matrice de la premiere forme fondamentale

1 0
_(1 0 1 _
]p_(() Sinzu):lp (0 12 )

sin“ u
D’ou
re \ (1 (1) 0\ [0
rv,) 0 — 0/) \0
sin” u
mN_ (!t Y 0 (0
rv,) \0 — cosusinu /  \ cotu
sin” u
o\ 1 (1) —sinucosu \ [ —sinucosu
re, ) \ 0 — 0 B 0
sin” u

5.3 Equations de Codazzi et équations de Gauss

La matrice de 'opérateur de forme S, dans la base {f,, f,} est donnée
par:

a c\ (EF 1l om B 1 IG —mF mG —qF
bd) \F G m q )] EG-—F2\ mE—IF qF —mF
Notons que les coefficients a, b, ¢, d sont les composantes des dérivées
N, et N, dans la base { fu, fu,}:
Ny = Dy, N = =Sp(fu) = —(afutbfo), No =Dy N ==5,(f) = —(cfutdfy)
Dérivons maintenant les équations suivantes

fuu - FZufu + FZufv + le
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Juw = Uypfu + Ui fo +mN,
Joo = Topfu+ Topfo + DNy
On obtient
fuuv — (qu)vfu + Fgufuv + (qu)ufv + qufvu + lvN + le
= (I ofu + Tau (Ui fu + Loy fo +mN) + (I5,) 0 fo
+I (T fu+ 1o fo+aN) + 1,N — l(cf, + dfy)
De méme
f’U/U’LL — (FZ’U)UfU + ngfuu + (F,Z'U)Uf'l) + FZ’Uf'U’U + mUN + ZNU
+(my +mI,, + 1%, )N

Et comme f, ., = fuou €t en comparant ces deux dernieres équations,
on obtient:

(fu): (D), + T4 T + T T —cl = (T ), + T T% +T0 T —am

(N) : 1, +mly, +ql,, = my +ml:, + 1T,
De meéeme: fu = foou, ON trouve

(fu): Ty + T, O+ T —em = (To),+ o Ty, +T0 T —ag

(fv> : FZUFZU + (FZU)'U —md = (sz)u + FZUFZU - bq

(N) : qu+ 115, +mI'y, =m, +ml, + 4T,

Les deux équations obtenues pour la composante normale, nous donne
les équations de Codazzi:

lv — My = ZFZU + m(FZU _ qu) _ qFZu

My — quy = lrgv + m(sz - FZ’U) - QFZU

la — 2
En utilisant le fait que K = % , on aura les équations de Gauss:
(fv) ld —mb = FZuFZU + (FZu)U + FZuFZU - FZUFZu - (FZU)U + (FZU)Q
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Or
ld— b—;(l( E—mF)—m( E—zF))—;E(z —m?) = EK
T pa — e T EG_p V=

Donc

BI =T8I0, + (T, )o + T, Th, =TT, — (Th,)y + (T4,

uu— uv uu— Vv uvT uUu

De la méme maniere on obtient le reste des équations

FK = (I%,), — (T},), + TV, L0, — T, I

uvT uv uu— Vv

GK = (T},)u — (T)o + T, I, + T T, — TR, — (T5,)°

VU Uv VT Uu uv— vv
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