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1. Principe de la Coupe

2.1 Forces internes. Action-réaction

% Si on considéere un milieu de section constante et on lui applique une
coupe glq pour le diviser en 02 parties « A » et « B ».

=) (=
w ) A )t Y =

L’action de « A » sur « B » est notée F(A/B)
L’action de « B » sur « A » est notée F(B/A)
Alors:

F(A/B) = - F(B/A) 21)

La résultante des forces internes est toujours nulle.
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Principe de la coupe (suite)

2.2 Forces internes. Répartition homogeéne

“* Le milieu est divisé en 02 parties et I’effort interne est supposé
uniforme

Le vecteur «o » représente la résultante des efforts internes.
On peut I'exprimer par unité de surface. C’est une contrainte

o =F/S (2.2)

Il est indépendant du point de la surface
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Principe de la coupe (suite)

2.3 Forces internes. Répartition non homogeéne

* Le milieu est divisé en 02 parties et I'effort interne est supposé non
uniforme

(1)
F
———

La répartition n’étant pas homogeéne, Le vecteur contrainte dépend
du point M de la section droite.

F = ﬂ o (M)dS (2:3)
S
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Principe de la coupe (suite)

2.4 Vecteur contrainte

“ Le milieu est divisé en 02 parties et I'effort interne est supposé non
uniforme

La répartition n’étant pas homogeéne, Le vecteur contrainte dépend
du point M de la section droite.

Le vecteur contrainte dépend du point M de la surface et de I’orientation
de la section de coupe définie par sa normale.

F = f f o (M, 7)dS (24)
S
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Principe de la coupe (suite)

Dans un cas général, considérons le milieu que I’on a divisé en 02
parties (I) et (ll).

AA
F4 n
e ,
N
F
Fz Fz

La contrainte au point « P », appartenant au plan est définie par:

Gn=limAA_,0 % (2'5)

Appelée vecteur contrainte de Cauchy

Si on consideére 'action de « | » sur « ll » par principe de I’action et
de la réaction, on aura:

(2.6)
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Principe de la coupe (suite)

Si « S » est une surface (au lieu d’un plan) passant par « P », alors le
vecteur contrainte de Cauchy sera défini par:

La contrainte de Cauchy au point « P », est définie par:

(4] =limAS_,0 % (2'7)

Ou: AF: force résultante sur I’élément de surface AS
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Principe de la coupe (suite)

Principe de la contrainte de Cauchy

La grandeur des forces intérieures réparties sur la surface de la
coupe est définie par leur intensité.

L’intensité représente la quantité des forces agissant sur I'unité de
surface.

Lorsqu’il s’agit d’efforts internes (comme I'effort normal, I’effort
tranchant, le moment flechissant,...) (par surface) cette intensité

s’appelle Contrainte.

Par définition:

Une contrainte est une distribution
d’efforts internes par unite de
surface.
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Principe de la coupe (suite)

Contrainte normale et tangentielle

Le vecteur contrainte peut étre décomposé en deux parties: une
normale et une tangentielle.

]/’
Facette de centre M

Tha et de normale « n »

~ %o O'(M,Il)

n, r et t sont coplanaires .y .
P Triédre local direct n, r, §

o.n= 06 . n Traction >0 Compression <0 Contrainte normale
T o+ =0. I Cisaillement 1¢re Contrainte tangentielle
Tns=06.5=0 2¢me Contrainte tangentielle

L= 6 (Mn).n
o o (Mn).n (2.8)

T, =AM, n)An=06 (M, n) - 6,1
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2. Notations et Conventions de signes Seuxde

Timoshenko
Forces extérieures

1 sollicitations appliquées sur la frontiére

“ Appelées forces de surface (E) : forces réparties par unité de surface
qui s’appliquent sur tout ou partie de la surface extérieure du milieu.
Elles ont pour composantes (X,Y, Z) exprimées par unité de surface.

< Elle a un module constant ou variable. Ex: la pression d’un liquide.

< Il peut arriver que sur une surface dS, tres petite s’applique une force

F - [ras
dS

de valeur finie. C’est la force concentrée

2 sollicitations appliquées au volume

< Appelées forces de volume it ) : appliquées en tout point du volume
”, .ns A
« dv » occupé par le milieu.

% Ces forces sont réparties par unité de volume. Exemple: la
pesanteur, les forces d’accélération...Elle est notée par (X, Y et Z)

<* De méme on peut parler de force concentrée -~ ~
F =|fdv
v \%
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2. Notations et Conventions de signes

Contraintes A5

Conventions de signes

|
I
« o » désigne contrainte normale. : 1
L’indice représente la direction . yz
|
|
I
|
|

de la normale. Ty L, Gy
Ex: Oy : contrainte normale . T
suivant « y » /._(.)._;__x S S = 12 ') I >
Traction: « o » >0 al
Compression: « o » <0 . al
k

T;j- contrainte tangentielle.

« i »: direction de la normale de la face « j » directionde « T »

1;; >0 dans la direction positive de I’axe, si I'effort normale de
traction est dans le sens positif de I’axe de la face.

Sinon, on inverse
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2. Notations et Conventions de signes

Avec toutes ces composantes, on aura dans un méme point la distribution
des contraintes suivantes (toutes sont positives)

On peut représenter es
composantes sur une matrice:

Oy  Tyx Tz

Txz 1yz Oy

o]

Tenseur des
contraintes
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3. Reciprocité des contraintes tangentielles

On veut démontrer que le tenseur de contraintes est symétrique.
Considérons un plan quelconque. Exemple le plan « x,y »

Jdo
i ] 4 Oy + —L dy
Déterminons le moment de toutes 9T, oy y
les forces autour de I’axe passant Tyx T 3y dy ‘
par le centre et // a z. — .
do
dx ot X
Tyydy. dz.7 + (Txy + a;y dx) G, 4 s ox dx
d d dxxdy
dy.dz il T, dx.dz e
y. " yx - ) Txy aTxyd
0Ty, Tyy T X
y dx
— | Tyx 3 dy
y ——
dy T
dx. dz.? 0 yx
v Oy

Toutes les autres composantes n’ont pas de moment suivant I’'axe « z », y
compris les composantes de la force de volume qui sont appliquées au centre.

|
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3. Réciprocité des contraintes tangentielles
Ainsi

dx 0Ty dx dy 0Ty dy
Txydy. dz.T +( Tey + de dy.dz. -5 " Tydx.dz. > (T + W dy |dx.dz. > = 0

Or les dimensions de I’éléments « dx, dy et dz » sont trés petits, donc leurs
carrés sont encore plus petits. On va négliger les carrés.

On aura 0 0

ot
T,ydx.dy.dz. + ( a"y ; )dy. dz) — 1y,dx. dy.dz — (

=0

0Tyy
ay

Aprés simplification, on aura
Tydx.dy.dz — ty,dx.dy.dz = 0

Par simplification de

[ - = ‘ou: Txy =T 2.10
I’élément de volume, on aura Ty ~Tyx =0 D’ou Xy yx | )
De facon similaire on peut Txz = Tzx (2.11)
démontrer : -

Ty, =T

yz zy
E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



3. Réciprocité des contraintes tangentielles

Avec ces égalités, le tenseur des contraintes devient

Oy Txy Tyxz
o]=|Txy Oy Tys| em
Txz Tyz Oy

Tenseur des contraintes symeétrique
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4. Equations du mouvement (Eq. Déquilibre)

AZ A2
| |
I O 1
T ‘ vz
= B
| = L |
4 asz d I v Tx o 'xy | aO'y d
T [ x y EEEEN .. I G + e
XZ ax —— e === > < g //_____ #; ay y
/// 0t ¥ v 7 y
, Txy + ~dx Eyz ot
// ao_ // Txy + y dy
Z z
s 0, +—dx 9o, A Z X
0x 6, +—dz
0z 1 4
i aTyZ d
Ty z
97,4 P ' > 0z
Taz 9z !
|
- - >
7/
C?mposzntes Ides _ ; . 2% y Ces 03 cubes
orces de volume: 0 e doivent représenter
/7 . .
X,YetZ 7 : un seul point
Xk/ ; .
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4. Equations du mouvement (Eq. Déquilibre)

Pour un petit élément on consideére I’équilibre des forces suivant les 03
axes:

La force est obtenue en multipliant la contrainte avec la surface
correspondante

Posons la force de volume (X,Y,Z).

Considérons comme exemple, I’équilibre suivant I'axe « x ». On aura:

ar xy
—dx dydz— Oy xy T dy dxdz
/Az +}/ . dz dxdy /43: + X.dxdydz = 0 (2.13)

Tt
a;z dzdxdy + X.dxdydz = 0 (2.14)

9% 1xdydz + 22 dydxdz +
Ox xdydz B ydxdz
L’élément de volume « dxdydz » est différent de zéro, on peut simplifier
pour obtenir la 1¢re équation d’équilibre

do, 0Ty, 01,
Z X =0 (2.15)
ox T ay T 0z T

dellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen
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4. Equations du mouvement (Eq. Déquilibre)

De facon similaire, on peut obtenir les 02 autres équations en considérant
I’équilibre suivant « y » et suivant « z ». On obtient:

do, 0Ty, 0Ty,
X =0

dx * ay * 0z *

0T,y N doy, N aty, AT e

dx ay 0z 225

0t,, 0Ty, OJo, (2.25)

dx ay 0z

Soit

6/ 0z

Les équations (2.25) ou (2.26) sont appelées équations d’équilibre et doivent
étre satisfaites quelque soit le point considéré du volume. Les contraintes

varient a I’'intérieur du volume mais a la surface elles doivent équilibrer les

forces extérieures de surface.
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5. Conditions aux limites d’un tenseur de
contraintes

Pour un point appartenant a la surface du milieu, le tenseur des contraintes
doit équilibrer les forces de surface.

Ce sont les conditions aux limites de chargement.

Les forces de surface sont notées (par unité de surface):

fs=XY, et2)
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5. Conditions aux limites d’un tenseur de contraintes

Considérons un petit tétraédre coupé de la frontiére ou sa face inclinées
coincide avec la frontiére. Les forces de volume de ce tétraédre sont

négligées

« N » est la normale de la face inclinée
« BCD ».

fs: est la force de surface appliquée
sur la face inclinée « BCD ».

fs= XY etZ)

Le tenseur des contraintes est

appliqué sur les faces d’origine
« OBC », « OBD » et « OCD ».
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5. Conditions aux limites d’un tenseur de contraintes

En faisant I’équilibre statique suivant les 03 axes, o obtient les équations de
conditions aux limites.
Suivant « x, y et z », on aura

La force = La contrainte x La surface

X(BCD) — 6,(0CD) — ,,(0BD) — 7,,(0BC) = 0
Y(BCD) — 6,(0BD) — 1,,(0CD) — 7,,(0BC) = 0
Z(BCD) - 0,(0BC) — 1,,(0CD) — 7,,(0BD) = 0

Si on note la surface (BCD)=dA; on aura:

(BCD) = dA

(OCD) = dA Cos(N,x) = l.dA
(OBD) = dA Cos(N,y) = m.dA
(OBC) = dA Cos(N,z) = n.dA

I, m et n sont appelés cosinus directeurs de la face BCD.

Avec: I +m?+n%*=1
E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



5. Conditions aux limites d’un tenseur de contraintes

- ~ (BCD) = dA
X(BCD) — 0,(0CD) — 7,,(0BD) — 7,,(0OBC) = 0 (OCD) = dA Cos(N,x) = .dA

(BCD) [Ez@ECIEGZ(GCOIE Tz (G D)= (OBC) = dA Cos(N,z) = n.dA

En remplagant, on aura:
XdA—o0,l.dA—1,,m.dA—1,,ndA=0
YdA - oym.dA—1,)l.dA—1,,n.dA=0
ZdA-o,n.dA—-1,,l.dA—1,mdA=0
L’élément de surface est différent de zéro, on peut le simplifier
X =0yl + Tym+ Tyyn e U Uy |
Y=1,l+o,m+1,n (2.27) (7) = |Txy Oy Tyz‘ (m) (2.28)
Z=1,l+1t,m+o,n Z n

Z
Equations de conditions aux limites de chargement

Txz Tyz Og

Ainsi, pour déterminer un état de contraintes d’un corps soumis a I’action de
forces extérieures, il est nécessaire de résoudre les équations d’équilibre
(2.25) ou (2.26) et que les solutions trouvées doivent satisfaire aux équations

E.de limites (2.27) ou (2.28)



6. Composantes de Contraintes en un point

Le vecteur contrainte ne suffit pas a lui seul pour caractériser I’état de
contrainte en un point. Puisqu’il dépend de la normale « N », il faut donc
une autre représentation.

Considérons un tétraédre petit représentantun ¢, q,, N, 2
point du milieu « P ».

Il est tellement petit, que le volume est presque
zéro et que sa surface inclinée passe par « P »

En posant les cosinus directeurs :
| = cos (N,x)
m = cos (N,y)
n = cos (N,z)
Les composantes (q, , q, , q, ) du vecteur

contrainte sur une facette inclinée
quelconques s’écrivent:

<

q, =l.o,+m. 1,,

qy =17, +tm. 6, +n. T, (2.29)

q; =1 7,, + m. 7, t n. o,
E © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen
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Composantes du tenseur des Contraintes (suite)

02 contraintes tangentielles sur chaque face. On peut calculer leur
résultante. Ex. selon « e; »

(2.30)
Ty = TyyM+ Tyn
Dont la magnitude sera:
(2.31)
1T, | = \[tyxz + tzxz
De méme suivant e, et e;
T, = Txyl + szn et T3 = szl + ‘tyzm (232)
Ainsi, les composantes de «o » sont reliéesa « T » et « n » par
i = 1yn ou [t] = [T][n] (2.33)

« T » est un tenseur de second 4 Gy Tyy Ty (1
ordre de contraintes. { }_ [ryx o, tyz] {m}

qz Tzx Tzy Oy

Par réciprocite : 7,,= T),;
txz = tZ.X" et tyZ= tZV
Le tenseur est alors symétrique © Abdeliatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Composantes du tenseur des Contraintes (suite)

Exemple

Dans un systéme d’axes (X, y, z) la matrice d’un état de contrainte a un
certain point d’un milieu est donnée par:

o]

W s N

SO s

—1.

MPa

Déterminer le vecteur contrainte et I'intensité de la contrainte normale dans
un plan passant par le point et // au plan x+2y+2z-6=0
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Composantes du tenseur des Contraintes (suite)

Solution

a) La normale du plan x+ 2y + 2z -6=0 est donnée par:

N=1/3 (I+2m+2n)

Le vecteur contrainte sera alors:

1 2 4 3|1 1 16
[ =[T)m}=3(4 0 0} 2) =34 6 =1/3 (16.1+4m+n) MPa
30 —-1(12 1
La contrainte normale sera:
L 1 1(1
o, ={t1 tz t3}im o,=={16 4 1}—{2}
n 3 3 2

G, = tn= %(16+8+2) —2.89 MPa
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7. Contraintes principales

Lorsque le vecteur contrainte est dans la direction de la contrainte
normale, les contraintes tangentielles sont nulles. Dans ce cas, les

normales des 03 plans définissent les directions principales et les valeurs
ont les contraintes principales.

On a vu que les composantes d’une contrainte sur une face quelconque
sont données par (éq. 2.29):

dx = Loy + m. 7y, + n. 74,
qy = LTy + m.o, + n. 1y,
q, = l.txz+m.tyz+n.az

Comme les contraintes tangentielles sont nulles et que la contrainte est
principale, on aura les composantes de la contrainte principale:

q, = l.o; qy =m.o; q, =n.o (2.34)
Par équilibre, on doit avoir:

lLo=1lLo,+m.t,, +nr1,,
mo=1Lt,+moao,+nrt,

no=1Lt,+mrt,+no,
E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen
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7. Contraintes principales

Lo=lLo,+m.1,, +n1,,
m.o =1Lt +mo,+nrt,
no=1Lt,+mrt,+no,

| e systeme (3.35) admet 03 équations et 04 inconnues « I, m, n et o ».
C’est un probleme propre.

Il ne donne des solutions différentes de zéro que si son déterminant est
nul. Les 03 solutions obtenues seront les contraintes principales.

Supposons que « ¢ » est connue, on aura:

l.(0x—0) + M. Ty, + N.Ty, =0
[ tmlo TR R T N 236) (g, [1])-( l ) =0

LTy, +m.ty, +n(0,—0)=0 7::
D’ou:
0,— 0O Txy Tyy
det = | Txy 0y — 0 Tyz | =0 (237)
Tyy Tyz 0,— 0O

E det([a] — 0. [I]) — 0 (238) © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



7. Contraintes principales

Oy — 0 Ty Tyy
Tyy Ty, 0,—0

La résolution de ce déterminant nous donne I’équation caractéristique du
probléme propre suivante:

a3 — (ax + 0oy + az). g% + (axay + 0,0, + 0,0, — tJ%y — t,zcz — ‘L'JZ,Z). ()
2 2 2 ) —
— (axaycrz + 2. TyyTy;Ty; — OxTy; — OyTiz — O'Z‘L'xy) =0 (2.39)

On peut écrire I’équation (3.39) sous la forme:

0'3—11.0'2+12.0'—13=0 (240)

Avec:

I; = (6,0, + 0.0, + 0,0, — 1%, — 1%, — T2,)
2 xYy xYz yYz xy Xz yz)-

_ 2 2 2
I; = (axayaz + 2. Ty TyyTy; — OxTyy — OyTyy — azrxy)

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



7. Contraintes principales

3 (ax t+ oy + az). % + (axay +0,0, + 0,0, — 1:,20, — rjzrz — 1:)2,2). ()
2 2 2\ —

Les trois solutions de I’équation (3.38) donnent les valeurs des 03
contraintes principales o4, g, eto;. En portant des valeurs successivement
dans les équations (3.36) et en faisant usage de la relation I*> + m? + n? =1,
on trouvera 03 groupes de cosinus directeurs pour les 03 plans principaux

Les contraintes principales dont indépendantes de I’orientation du triédre de
référence Oxyz.

Alors les valeurs de I, I, et I; restent constantes quand on modifie les axes
de coordonnées. On les appelle les Invariants du tenseur des contraintes

Iy =(ox+0y,+0,)=(01+0+03) =Cte Invariantlinéaire

Tl = (axay + 0,0, + 0,0, —'r%y — 1%, — 1:)2,2) = 0,0, + 0,03 + 0,03 = Cte

o T

Ox Txy Txz y Tyz
+ ‘ + Invariant Quadratique _
Txy Txz Oy Tyz Oy ¢ 9 (3.40)
Ox Tyuy txz
_ _ 2 2 2
I3 =|Txy Oy Tyz| = (axayaz + 2. TyyTys Ty, — OxTy; — OyTy; — O'Z‘l'xy)
Txz Tyz 0,

E = 010,03 = Cte. Invariant Cubique © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



8. Tenseurs sphérique et Déviatorique

Chaque tenseur peut étre décomposé en partie sphérique et déviatorique

lo] = [os] + [o4] (2.41)

Tenseur sphérique

Ou o, est la contrainte normale moyenne:

Om O 0 _0++0y.0, _0,10,,03 _I4
o] = [ 0 o, 0 ] Ow="3  T7 3 3 (2.42)
0 0 o,
T Déviatori 0,.0,, txy Ty,
enseur veviatorique B
loa] = [ :xy cy‘; Om O"iy:l' (2.43)
Rem:

La trace (somme des éléments de la diagonale) du déviatorique est nulle.

lo4] et [6,4] ont les mémes directions principales

Les valeurs propres de [g,;] sont définies par g, = 0; — 0.,
© Abdellatif MEGNOUNIF FT Tlemcen



9. Représentation des contraintes

9.1 Contrainte de cisaillement maximale.

Soient e,, e, et e; les directions principales et 04, 0, et 65 les contraintes
principales. Si N=l.e;+m.e,+n.e; est la normale au plan, les

composantes du vecteur contrainte sur le plan seront:

Qx 61 O 0 l l 0'1
qZ 0 0 0-3 n n. 0-3

q = l 0'1.61 +m 0'2.82+ n. G3.€3

La contrainte normale sera:

6, = n.6=l>.6;+ m*. 6, +n%.063 (2.5

© Abdellatif MEGNOUNIF FT Tlemcen



Représentation des contraintes (Suite) Contrainte de cisaillement maximale.

o est la résultante de o, et 75 (75: la contrainte de cisaillement totale sur
le plan), on aura

0|2 = o7, + 75
. (2.46)

D’ou
75 = |o|* — o},

T2 = 6%.1%°+ 65.m? +065.n° - (I°. 6, + m?. 6, + n?.63)*

(2.47)

Pour des valeurs connues de ¢ 4, 6, et 6 3, on remarque que 7 ¢(l,m,n)
T2 = f(l,m,n) (2.48)

On peut donc déterminer les valeurs maximales de « f » tout en sachant
que:

[’+m? +n? =1

Il faut dériver I’équation (2.47).

12 = 06%.1%+ 65.m? +065%.n% - (I1*>. 6, + m?.6, + n%.63)?
E © Abdellatif MEGNOUNIF FT Tlemcen



Représentation des contraintes (Suite) Contrainte de cisaillement maximale.

La dérivée totale de la fonction sera:

2\ a2 at? a2 _ 2.49
d(zs) =— dl+-—dm+—dn=0 (2.49)
Soit , ,
0TS oT> ot
- 0 y S — et S —
ol o

En remplacant I’expression de «z; », on aura:

2 l[o.% - 2([2 0'1 - mz. 0'2 + n2.0'3) 0'1] =0
2.m[02 — 2(12.6, + m?.6, + n%.63) 6,] =0  (2-30)

2.n[65 — 2(l1*>.6, + m?.6, + n.063) 65] =0

Sachant que [2+ m?2 4+n2 =1 on aura 06 solutions:

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

1 1 1 1 1 1
[75, 75 0), (75 0, 175), (0, 72 tvg)

© Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Représentation des contraintes (Suite) Contrainte de cisaillement maximale.

Les 03 premiéres solutions donnent «7 =0 » valeur minimale. Ce sont
les plans principaux.

Les 03 derniéres valeurs donnent dans valeurs maximales de «t ¢ ».

1 1 (01 — 03)°
Pour =—e; +—e, ; T:=
n 261 T 262 ) TS 4
1 1 (o4 — 03)?
Pour n=—e;t+t—e; ; T1¢=
vZ 1Tz s 4 (2.51)
1 1 (o, —03)2
Et pour - —e, +— - z2 —
P n \/Eez _\/263 ) Tg 4

Ainsi la contrainte tangentielle maximale est donnée par le max des 03
contraintes T obtenues.

oy — 0;| |6y — 03| |0, — 0'3|)

= : - 2.52
Tg = max ( = (2.52)

Ou bien Ts, = — (2.53)

Onhmaxs Onmin- CoOntrainte normale max et Min _
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Représentation des contraintes (Suite)

9.2 Contraintes octaédriques.

Considérons un plan dont la normale fait des angles égaux avec les

directions principales.

Le plan ABC est un plan octaédrique ou
PA=PB=PC.

Dans ce cas, on: (2.54)

_ V3
N=—(e;+e1+ey) l=m=n=—

V3 3

Le vecteur contrainte « t, » dans le repeére
local de la face sera:

i 0.6, + 0,6, +0; e3
t, =T .n=
V3

Dont la composante suivant la normale sera:

0, — tn.n = %[61 +0'2 +0'3] :§ 11

(2.55)

(2.56)
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Représentation des contraintes (Suite) Contraintes octaédriques

Or de la géométrie, on a:
|61? = o5, + 75

(2.57)
7 = |o]® — o7,

or Oc1 :O'l.l Opo2 — 0. M Oe,3 — 03.N
D’ol , 1., 2 2 (2.58)
g —5(01 + 0-2 +0'3)
Ainsi, la contrainte tangentielle dans le plan principal sera:

1 1
75 = gct=§(0%+U%+0§)—§(01+02+03)2 (2.59)

Cette contrainte est appelée contrainte octaédrique, qui peut s’écrire:

1
toce = 5 V(01— 02)2 + (6, = 63) + (03— 6:)  (2.60)
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Représentation des contraintes (Suite)

9.3 Cercles de Mohr (Tricercle).

Considérons un point « P » du plan principal, ces contraintes
principales seront (o,), (0;) et (o;) rangées selon o, > 0, > 0;.
Alors on au:

6> =62+ 72 |0]? = 0%l% + o5m? + o3n? (2.61)

Avec: ]2

o, = n.6=l*.6, + m?.6, + n%. 0, (2.62)

De plus, [+ m? +n® =1

03 équations a 03 inconnues, nous donnent:

(6, —03)(0, — 03) + 7%

I? =
(61 —02)(01 —03)

2 _ (On—03)(0,—04) + TS (2.63)
(62 —03)(0, — 01)
2 _ (an B al)("n B 02) + T?

(603 —041)(03 —03)
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Représentation des contraintes (Suite) Cercles de Mohr (Tricercle).

On peut réécrire le numérateur sous une autre forme. Soit:

2 _ l(’n —%(02 + 03)]2 + 15 — l%(az - 03)]2

(61— 03)(01 —03)

2

0n-2(@r 0] +2 - [t -0

m- =

2

(02 —03)(02 — 0q)

on—L@1+ 0] +22-[hoi-an)|

" (603 —04)(03 —0;)

v

v

IA

(2.64)

IA

v

2

On remarque que les numérateurs représentent les équations de cercles
dans le plan (o, Ts). Puisque ¢, >0, >0,.,0n aura

: 2
an_E(GZ +03)| +12>

i 2
Un—i(ﬁ +03)| +12<

1 2
Un—i(%'*‘az) + 12 >

1

_2(02 - 03):
1 ]
_5(01 — 03)_
1 ]
_5(01 —07)

2

(2.65)
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Représentation des contraintes (Suite) Cercles de Mohr (Tricercle).

Représentation:

TS max

Les cercles ont pour centres et rayons respectivement:
1 1 11

> @2+ 03)| 3|50 05

1 1 1

@1 +03)| ilzE-0n|  (266)
1 ] 1

_2(014‘02)_ ; _5(01—02)]
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Exemples

Uniaxiale Biaxiale Triaxiale Hydrostatique
.00 0,00 1,00 -p0 0
000 00,0 00,0 0-p 0
000 000 00 o3 0 0 -p

ﬁ\

61 =02=T 01 =02 =03 =-p




Représentation des contraintes (Suite)

9.4 Ellipsoide des contraintes

Considérons un point « P » du plan principal, ses contraintes principales
seront (o)), (0, ) et (o3) Alors on a:

qdx = all ;qy = 0m ;q; = 03N (267)
Or 2+m?+n%=1
P 2 2 2
el (‘I_x) n (q_Y) n (ﬁ) 1 (2.68)
01 02 03

C’est I’équation d’une ellipsoide de demi axes les contraintes principales

o, 4x

N
%ga ! <
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9.4 Ellipsoide des contraintes

() + (&) + (&) =1

Etats de Contraintes Particuliers
i) Une des contraintes principales est nulle . (exemple. 6,=0)

L’ellipsoide devient une ellipse.
C’est un état de contrainte plane.
if) Si les 03 contraintes principales sont numériquement égales
01 =09 =03
L’ellipsoide devient une Sphére.

C’est un état de contrainte Uniforme ou Sphérique.

Dans ce cas 03 directions quelconques mais perpendiculaires entre elles
sont les axes principaux
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9.4 Ellipsoide des contraintes

2 2 2
)+ () (3 -
01 ) 03
Etats de Contraintes Particuliers

iii) Si 02 des 03 contraintes principales ont la méme valeur.
(exemple. o, = 7,)

L’ellipsoide devient une ellipsoide de révolution.

iv) Si 02 des 03 contraintes principales sont nulles (exemple. 6, = g, = 0)

L’ellipsoide devient une droite.

C’est un état de Traction/Compression
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9.5 Cisaillement simple
0t 0
o=|-7T00
a TS
X2
—> X,
» O'n

Le cisaillement est maximal sur les facettes orientées 2 45° des facettes
E principales

|
oo
oq ©
=




Merci. Fin du chapitre 2
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