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|. Formulation des caractéristiques élémentaires

P
v

[ Barre soumise a la flexion ] —

) 0. ;
Chaque nceud possede 2 ddl : Vi) A~ J/’\

une translation « V » et une{Uk} = < IH/i \
rotation « @ » J Vi L

Ce qui donne un vecteur 0;) V.
déplacement {u} de (4x1) J

La variation entre les deux nceuds (origine et extrémité) n’est pas linéaire, elle est de la
forme: v(x) = a; + ayx + azx? + a,x3

4
V@) = ) MUy
k=1

Les fonctions de forme N, (x) sont déterminées a partir des conditions aux nceuds, a savoir :

dv ( a, = v;
% Aunceudorigine: v(0) =v;; 68(0) = Ix = 0, a, = 6;
3] _ oy o
g x=0 ‘ Jay = - (2912— 9]) B B(ULLZ vj)
o
o dv 6, +6;,) 2(v;—v
‘=1 Aunceud extrémité : v(L) =v;; 0(L) = Ix = 0, | % = o 12 ), 2 E )
‘%’ Xly=L
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|. Formulation des caractéristiques élémentaires...

4 Ny(x) = (2x3 — 3Lx% + 13) /L3
v(x) = z Nk(x)Uk Ny(x) = (x3 — 2Lx? + L*x) /L?
=1 N3(x) = —(2x3 — 3Lx?) /L3
Ny(x) = (x* — Lx?)/L?

[B].{u.} = {€}

du(x) _ d?v(x)
Exx = dx - Exx = 7Y dxz
V1
d? 0,
Exx = —J’W[Nﬂx) Na(x)  N3(x) Ny(x)]4y,
)
[B] = —y d’N;(x) d?N,(x) d?*N3(x) d*N,(x)
C dx? dx? dx? dx?
Y
o [M]
E M = l12x—6l 6x—4l —12x+ 6l 6x—21] [B]T = —y [M]T
o E 12 B 12
=
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h/2 b/z [
[K] = J_ " f_ " fo (=) [M]"E(~y)[M] dxdydz {@m) (K] =E

Il. Matrice de rigidité

K1 = || 18172118 av
V

12
6l
EI
[K] — zZ
I3
~12
61

6l

~
~
~

41>
— 6l

212

—12

— 6l

Matrice de rigidité d’un élément soumis a la flexion

Etant donné que chaque élément possede 4 ddl (2 pour chaque noeud), alors la
matrice de rigidité [K] est de (4x4).
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Il. Matrice de rigidite...

Pour la poutre ci-dessous, nous allons exprimer les différentes matrices rigidité pour une

sollicitation en flexion. On donne le méme module de Young « E » et deux sections
différentes « A, et A, »

A, A,
| X X
....................... > x x x-._._._._._>
1 zf 1 1 2 L 3
P <« 1 > 2
Ll I‘2
<€ —> < >
[i/ Matrices locales ]
12 6l1 —-12 6[1 ] - 12 612 —-12 612
e |6t -6l 21,7 g |6k 4L° -6hL  2L°
[k]; = —1 [kl =~ =2
L | —12 -6, 12 -6l 2 | -12 -6, 12 -6l
_611 2[12 - 6[1 4[12_ '612 2122 o 6l2 4122'
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Il. Matrice de rigidite...

[ ii/ Matrices globales élémentaires ]

Nous avons 2ddl par nceud et notre poutre possede 3 noceuds, ce qui donne une taille de

la matrice élémentaire de (6x6)

2019-2020
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Vi & V2 7)) V3 3 _ Vi I’] V; I’; V3 83
12EL,,, | GEL., |—12EL,; 651, ! 0o ! o0 0 0 i 0 0 Vi
! H A 0 ! 0 7 S [N I —— R R, i R o rrem P
l13 : £12 i 113 : 112 ) ' ‘
___________ oS RS I (SRR N 0 ! 0 0 0 0 0 8
6El,,, i 4El,, | 6El,,: 2EI : R
g i h-—g 2 0 [ ¥ | % : 12El,,, | 6El,, ' —12El,,: 6El,,
- . 1 : 0 i 0 3 3 3 2 V2
12EL,} 6El,,  12El,, | 6El,, U T Pe— S| W S SV 0. ... S
3 ' — o I 0 v ‘
O S L S T S . & | B U o B 6?;'2 4E,l"2 6?522 2511,22 8
""""" : 2 SRR P
5 6El;y | 2El,,, i 6El,,: 4El,, A N (- LA | ... I e .- —
z [ 0 . 0 | & : -12El,,,. 6El,,: 12El,,, | 6El,
E 14 ' 1 ' 14 1y : 0 0 ; 2:__ 22: 3 2 . 22 vs
v : E i ¥ o . B W e kL
“Q 0 E 0 E 0 E 0 0 E 0 V3 651122 ' ZEIZZZ : 6’;""25 45’"2
U7 [N EETERETTRTE R bommmmeees It e beeee = Lk g e | 3
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Il. Matrice de rigidite...

[iii/ Matrice globale ] X

La matrice globale est obtenue en faisant la somme des matrices globales élémentaires
[K]=[ke,]+[ke], ce qui nous donne :

Vi v ) V2 i V3 3
12El,,, | 6El,, | 12E1,,, | 6EI,;,
-l g | 3 ' 2 0 : 0 Vi
L R 5 . I .
6El,,, | AEl,, ' 6El,,, | 2EL,. |
2 : I B 2 : D : 0 ﬂ'j_
14 i L ' 14 : L :
—12El,,, : 6El,, | 12El,,, 12El,,: 6El,, 6El,,| —12El,,: 6El,,
3 D 2 B . oeE 2 2 R 2 N2
K] = ly : I L L L I; I; ' I
6El,, | 2EI,, _6El,y 6Ely, | 4EL,, 4El,, | 6Ely,| 2El,, .
4 T 1,2 BN R Iy 5" I 3
© i —12E1,,, 6E1,,, VL, | BBl
o I T USRS NN N . P R <
e : 6ET,,, 2ET,,, T 6ElL,, Al
= 0 : 0 5 [ ——e | U
‘v : (5 L : L . b
= - —
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I1l. Assemblage et résolution

Une fois la matrice globale [K] est obtenue ce qu’on appelle 'assemblage; on pourra faire

la résolution [K]{U}={F} (Vi ( F;
Le vecteur déplacement étant: 4 ‘ et le vecteur Forces : { F; e
0; ) M)

Ou:
F., F; représentent les forces verticales aux nceuds origine et extrémité de I'elément
causant respectivement les déplacements V; et V;.

M;, M; représentent les moments aux noceuds origine et extrémité de I'elément causant
respectivement les rotations 0, et 9..

Pour notre exemple, les vecteurs déplacement et forces s’écrivent ainsi :

fVl\ fFl\
91 Ml
_ )V R
{U}—<92> {F}—<M2>
V3 F3
CEY, \M 3 )

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 9




I1l. Assemblage et résolution...

Avant de faire la résolution nous devons
introduire les conditions aux limites :
Nous avons un encastrement au nceud 1

(V2
0 2

Vs

ce qui implique que les 2 ddl L
\ . 1
correspondants sont nuls, a savoir <
V,=0,=0
Nous allons donc éliminer les premiéres et les secondes lighes et colonnes du systeme
[KI{U}={F}.
Ce qui nous donne:
3 3 - 2 2 _ 3 2
1 l2 I l2 l2 B
6Elzzl 6EIZZZ 4‘Elzzl 4E1222 6EIZZZ ZEIZZZ
- 7 T+ 2 + — 2
I I I L I L,
T 3 o 2 3 o 2
%) l2 l2 l2
2 - 2

1\63J

\ (0 /

C’est un systeme d’équations linéaire a 4 inconnues qui peut étre résolu en utilisant les
méthodes de résolutions des systéemes linéaires (Gauss, Factorisation ...etc.)

2019-2020
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I1l. Assemblage et résolution...

[ Application numérique : ] A | A,
On donne : L= 2m L,=1m; P = 300KN - z'f '''''''
E=30 000 MPa ; A= (b,xh,) =(30x50)cm? L L
A,= (b,xh,) =(30x30)cm? <« L > <€ 2
Le systeme s’écrit alors :

(383625 —19125 —243000 12150017 (V2 0
—-19125 268500 —121500 40500 0> _ 0
—243000 —121500 243000 —121500])V; —300

| 121 500 40 500 —121500 81000 1\03 0

V, 1,5 cm
6, _)0,0128 rad
Vs( )] 3,26cm
05 0,0202 rad

2019-2020 Dr. Z. BENADLA
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IV. Réactions d’appuis

A, A,
Nous avons un encastrement au nceud 1 (R, '
et M,) qu’on doit déterminer comme suit : [ 2*- ------------
|
On reprend le systeme initial (6x6) en ] 1 P
remplacgant les efforts par les réactions : < ! >¢ 2 _ S
- 12El;,q 6El;;q _ 12Ely 6El;1 0 0 (V1 (R,
1,3 1,2 1,3 1,2
1 1 1 1
6E1 4FE1 6E1 2E1 6
;Zl ZZ1 _ ;Zl ZZ1 0 O 1 M1
ll ll ll l1
12El,, 6El,;1 12Elyzq . 12El,,; 6El;;1 . 6El,y; 12El;,,  6El;z, v
- 3 — T2 3+ 3 ——— T 2 - 3 2 2 0
I Iy Iy L Iy L L L _
6El,,1 2El;,1 6EIl,,1 6EIl,,, 4E1,,4 4E1,,5 6EIl,,, 2El;,» ) b e
1,2 l T2 T, L 1,2 l 0 0
1 1 1 2 1 2 2 2
0 0 _ 12Elgy, _ 6Elzy 12E1,,, __ 6Elyy;
1’ 1,° 1’ 1,° Vs —P
6E1z, 2Elzz; 6E1z, 4E 772
0 0 X ! s ! L0 /
B 2 2 2 2 -\ 0 3/ 0
§e Ri=————7F—V,+——
1 3 2 2 2
o 6E1,,, 2E1,,4 M4 —900 KN.m
o= =——V,+———6
&5 LToor R R
2 \ 1 1
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V. Efforts internes

Pour déterminer les efforts internes (efforts

tranchants et

moments

fléchissant),

revient a la rigidité de chaque élément :

[ Elément 1-2 :
12 6l
Tl 2
6l 41
M1 _ El,; 1 1
Tz o l 3
M, 1 | —12 -6l
61,  21,°
Elément 2-3 : ]
12 6l,
Tz 2
6l 41
Mz _ El,;, 2 2
T3 o l 3
M, 2 | —12 -6l
61, 21,>

2019-2020

J

~12
— 6l
12

— 6l

~12
— 6l,
12

— 6l,

[ 2.*. ....... 1%_ .-
L, L,

<€ —>€ —->
0 I —300 KN
0 - Mi( _)—900KM.m

_|_ =
0 T —300
0 M, —300 KN.m

Vecteur chargement en chague nceud

on

61,

21,° Zi:g

—6l, gz

41,%]

61,

21,° Zz
25+
V3

—6L (o

41,%]

Dr. Z. BENADLA
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T;
M,
T3
M3

—300 KN
—300 KM.m

—300
—300 KN.m
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VI. Poutre en flexion avec chargement

Nous avons vu précédemment que le chargement est exprimé au niveau des nceuds;
maintenant lorsque la poutre est chargée (charge uniformément répartie, charge
triangulaire, charge quelconque...etc.); la formulation éléments finis transforme la
charge en charges équivalentes et des moments aux nceuds.

Q(x)

M, M,
adilinihi
3 1 j = | L ’

I~ |

L
(F} = j (N]T Q(x)dx
0

Avec

[N] : est le vecteur des fonctions de forme
Q(x) : le chargement de la poutre

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 14
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VI. Poutre en flexion avec chargement..

[ Exemple de la charge répartie : ]

Qo
QUUITL o (b (|2
; L J ] L j
[t ) ( L
j (2x3 —3Lx% + L3) /L3 (—qo)dx ~do7
0
, L T. 2
1’5;_ j (x3 —2Lx% + L?x)/L? (—qy)dx Ml —qo L_
iy _)Jo \ i — 12 >
I - 3 2y /73 ‘ 5 L
) | | - -t/ (ands w) | -5
L L2
3 __ L 2 LZ _ d .
|| ey e L4075

2019-2020 Dr. Z. BENADLA
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VI. Poutre en flexion avec chargement...

[ Exemple de la charge Triangulaire : ]

q,L730

q,L720

a(x) (\
Mq" = g L ([
| ] J i ] j

X

qg(x) = Qo7

2019-2020

(L )
j (2x3 — 3Lx? + L3) /L3 (—q(x))dx
0
L

j (x3 = 2Lx% + L*x)/L? (—q(x))dx
0

L
] —(2x3 — 3Lx?)/L3 (—q(x))dx
0

L
j (6 — Lx?) /12 (—q(x))dx
\ 0

Dr. Z. BENADLA
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VI. Poutre en flexion avec chargement...

[ Exercice : ]

Ecrire les charges équivalentes aux noceuds pour une charge trapézoidale

a(x)

d,

2019-2020

d;
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VIl. Autre éléments linéaire

La flexion peut étre dans 2 plans (X,Y) « évoquée précédemment » :

Les ddl:V,, V,, 0, et 0, se sont
les translations et les rotations
aux nceuds 1 et 2 dans le plan

(x,y)

Ou bien dans le plan (X,2):

La méme matrice de rigidité sera
utilisée en remplacant le moment
hb3

d’inertie Izz par lyy avec I, = =

1 - 12 6l —12 6l
N ke 2 2
EL. | 61 41 — 6l 21
K] =—3*
—12 —6l 12 — 6l
61 212 — 6l 412

2019-2020 Dr. Z. BENADLA
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VIll. Eléments de torsion

Chaque nceud possede 1 ddl { / S

L

. s

T2

La matrice de rigidité est la méme que celle de la traction en remplagantﬂ par GJ

l l
Ce qui donne :

K] = %[—11 _11]

Avec :
G : Module de torsion
J : Moment d’inertie torsionnel

o
Q)
(%)
)
©
Q
©
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<
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=
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IX. Eléments poutres-barres

1

U

[ Barre soumise a la traction et a la flexion ]

Chague nceud possede 3 ddl

~ &
—
> C
i)
x
Q
O
I—l
C
i)
)
O
©
S
u,w 3 NS E KOS
— ] | |
O [ I 1 [ [
o " 1w 1 § '
+ N ¢ Mgy M ' 1 kg ..Ll..l.
(qv) % e y W~ W © 1O y T
m 0 ™ 1 ' I ¢ T
[ | 1 1 v,
o IV [ —— , I— T —— s v
[ 1 1 1 A
Q _IH ' o 1 -] A T
U i L Y _..r“ (e | _..El. _..r“ =
1 ™M e 1 I o -
c - o .u =00 i - S =)
Q 1 ._ 1 | 1 (R [ |
1 1 1 1.7 1
cC 22 Easwmws 5 Rl P AR T S - s s
(@) 1 1 1 e [
wn = M i | 1 ' i 1
g § W¥ie e iFl~ie e
L C 1 ' (I 1 1 a
V lm | | W\ 1 [ <
||||| i e S I
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S I S N
- N T aia P g |~ ~ —_ .
o % = aw™gT ® el yT R
b [ 1, 1 I | ' ]
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© ] S I - I
a _IJH T N 1 _Ht [ N
1 1 1 1 [
Z Ny © JHMmLGRy © iaR@(
N 1 €3 () 1 1wl 1O
= 1 S 1 1 1 1
.Im lllll u—s lllll I | g .II_IIIL llllll
A 1 1 1 [
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IX. Eléments poutres-barres...

[ Exercice ]

Ecrire la matrice de rigidité globale pour une poutre soumise a la flexion et la traction au
méme temps. Sachant que A est la section de la barre et « E » son module de Young.
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X. Matrice de Transformation

Généralement dans les portiques les éléments sont orientés d’'une maniere quelconque,
nous devons nous référer alors par rapport a un seul repere « global ». On doit donc
procéder a la transformation d’un repére local a un repere global :

P
j u; = U;cosO + V;sinf
X v; = —U;sinf + V;cos0
7
Qi
. u; = chose + VjsinH
v; = —U;sind + Vjcos6
Pj
X
| Sous forme matricielle :
(Ui " cosf sinf 0 0 0 07 (Ui
$ v; —sinf@ cosf 0 0 o o|l|V
= il | o0 0 1 0 0 of)e: “ el— e
5 <uj = 0 0 0 cosf sinf O <Uj > {U } [7\‘] {U }
= vj 0 0 0 —sinf cosf Of[V
g \PjJ 0 0 0 0 0 1l\g;)

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 22




Méthode

X. Matrice de Transformation...

Nous allons écrire maintenant la matrice de rigidité ainsi que le vecteur de forces nodales
dans le repéere global d’axes :

LU'expression de la matrice de rigidité attachée a un élément de poutre [K®] dans le
systeme global d’axes aura la forme :

[Ke]= [A]7 [ke] [A]
Les forces nodales seront données par I'expression :

{Fe}= [A]T {fe} = [A]" [Kke] {ue} = [A]T [ke] [A] {Ue} = [Ke] {Ue}
Avec :
[Ke] = [A]T [ke] [A] : Matrice de rigidité globale
[k®] : Matrice de rigidité locale
[A] : Matrice de transformation

{Fe} : Le vecteur forces nodales dans le repere global (X,Y)
{fe} : Le vecteur forces nodales dans le repere local (x,y)

{Ue} : Le vecteur déplacements dans le repére global (X,Y)
{u®} : Le vecteur déplacements dans le repéere local (x,y)

2019-2020 Dr. Z. BENADLA 23
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X. Matrice de Transformation...

La matrice de rigidité de I'élément dans le repéere global sera :

(EA EA

-—— 0 0

Tz 0 L
12EI 6EI 12EI  6EI
c —s 00 0 0 3 Lz 13 L2 |fc s 0 0 00
s ¢ 0 0 0 O 4510 6EI 2EI ||-s ¢ 0 0 0 O
(Kej=[0 0 1.0 0 0 L "2 L |[0 01 0 0 of_
0 0 0 ¢c =s O EA 0 00 ¢ s 0
00 0s ¢ 0 0 O o 00 =s ¢ o0
0 0 00 0 1 1261 6EIlLo 0 0 0 0 1
sym = Iz
4EI
L
[ 2EA 212EI EA 12EI 6E1 2EA 212EI EA 12EI 6ET]
T TE)\T T Sz T\t ) T\t ) i
7 EA 12EI 6EI EA 12EI EA 12E1 6EI
s2—+ c? c— —-sc|—- —(s*2—+ ¢? c—-
L L3 L2 L L3 L L3 L2
~4EI 6E1 6E1 2E1
LS 1z LT L
2EA+ 212EI EA 12EI 6E1
S m ¢ +5"—3 | se| I Sz
Y > ( ,EA  ,12EI 6EI
S L +c L3 —CF
N. 4EI
L
2019-2020 Dr. Z.BENADLA
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Xl. Elément de poutre général (Elément a 12 DDL)

[ Matrice locale ]

La matrice de rigidité d’'un élément soumis a tous les ddl (les 3 translations et les 3
rotations :

u, etu, : ddl de traction-compression

Us a U, : ddl de flexion dans le plan (x,y)
U, a Uy, : ddl de flexion dans le plan (x,z)
ull et u,, : ddl de torsion

o
Q)
(%)
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XIl. Elément de poutre général (Elément a 12 DDL)...

[ Matrice locale ]

Uqq

A

Yo n ug /j\u X

N MW
L 5
~U

10
[Traction] [0] [0] Up, Uy
[ [0] [Flexion (x,y)] [0] Uz, Uy, Us, Ug
(k€] = [0] [0] [Flexion (x, z)] [0]  [uy,Us, Ug, Usp

L [0] [0] [0] [torsion]] 11, U12
Uy, Up U3, Uy, U5, Ug Uz, Ug, Ug, U1 Ui1,Uq2

Q

=

o

N

(7))

Q

©

Q

©

(@)

<

=

)

>
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XIl. Elément de poutre général (Elément a 12 DDL)...

Traction
[k€]
T EA EA
L L oooo] [oooo] [oo]
_EA__EA 00 0 0 00 0 0 0 0
L L
- I2E1,,  6EIl, 12El,, 6ElL,
13 12 E 12
0 0 6E1L,, 4El;;  6El,  4El, 0 0 0 O 0 0
0 0 12 L 12 L 00 0 O 0 0
0 0 12El,,  6El,, 12EI, 6EL,, 00 0 O 0 0
0 0 1 3 2 13 T2 0 0 0 O 0 0
6El,,  2EI, 6El,, AEL,
_ 7 fe=t; 7 L
= 12EL,,  6El,, 12EL,,  6EL,, ]
L3 L2 - L3 LZ
0 0 00 0 0 6El,,  4ElL,,  6EL,  4EL, 0 0
0 0 00 0 O I2 L 12 L 00
0 0 00 0 O _12El,,  6El, 12EL,  6ELy, 0 0
0 0 0O 0 0 O 13 12 13 12 0 0
6El,,  2EL,  6ElL,  4El,
12 L 12 L
[ GJ GJ
[oo] 0000] [oooo] L L
0 0 00 0 O 00 0 0 GG
L AL
_ Flexion dans le plan (x,z) T
2019-2020 Flexion dans le plan (X,y)  or 7 senapia

Torsion




XI. Cas général...
[ Matrice de ] *

Transformation Jy u, et u, : ddl de traction

u, Ug et ugu,, : ddl de flexion dans le plan (x,y)
U3 Us @ Ug Uy, : ddl de flexion dans le plan (x,z)
u, et u,, : ddl de torsion

Noeud 1

~
—_
J

U = 1ox[JI + InoxU2 + rlOJC[J3 = 1ox[J4 + InoxUS + Iloxlj6
UL,= 10yU1 + InDyUz + nOyU3 Us = 10y[J4 + Inoy[JS + rloy[J6
U; = IOZUI + InDZU2 + IlOZ[J3 Ug = 102U4 + InozUS + nozU6

(=

Noeud 2

c CcC

(9]

u, =1, U;+m, U +n, U, uyo=1,Ujptm, U, +n, U,

C

Ug zloyU7 +InoyU8 +noyU9 Uy :loyUl O+ Inoyljl 1 +n0yU12

=

uy =1, U;+m, Ug +n, U u, =1, U tm, U +n, U,

cccc

—_
—_
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XI. Cas général...

loxr Moxr Nosr oy Moy Noyr oy My, €8 N, 2 Cosinus directeurs quon doit determiner!
On doit avoir au moins 2 points :
lo,» Moy Noy & COSiNUS directeurs entre I'axe x avec le repere global (X, Y, Z) ( XX
l,y Moy Ny, : COsiNus directeurs entre I'axe y avec le repere global (X, Y, Z) lox= Ie
l,,, M., N, : cosinus directeurs entre I'axe y avec le repere global (X, Y, Z) Y,-Y,
< =
M, -
On considere que 'axe (z) est parallele a I'axe (Z) :z 1 Xetz 1 Y " L7
Y R ~ R 0X I?
y = I J K )
K iAJ = 5h T %
z Hl/\jH ‘ IN] = ox My Do =—1, + oxK -_’
z 010 AT =, f 40, =d
. J K
“- Al | - n 4l 2=
= kol o ol Mhelag P Hlol g meny g
Hkﬂ\ d| d d d
L, m, 0,

== [knil= \/oxmox +{1, 20, 2f +{mn, ) =1
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XI. Cas général...

(1 _ )CJ _>(1 10y —— InO()ilOX rl _ nox
oX Le ) ) 0z d
lox +nox — 2 2
sm = Y 1Moy = d 17, :10 avec d=y1, +n,,
R b _ Jox
moxnox noz -
/. — n =
nox — ] Zi oy d \ d
r

</}
(1,=0 . ,
| =0 On a une division par zéro pour calculer |_,, m et n,,
m, = » d= Dans ce cas la, on recalcule les vecteurs unitaires (i, j, k) :
| n, =0 <A
- I J K
-~ Il - - _
kzm m) [A1=] 0 O|=-n J+m K
X 10X n]OX nOX

SN e e

)
E |
o
Q)
(%)
Q
©
Q
©
@)
<
o+
‘O
=
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2019-2020

Enfin, la matrice de rotation [A,] est égale a :

I J K
‘ k/\I_ O _nox Inox — nox +Inox T+10xrrl()x j+lox’n0x K
i d, d d d,
1OX rnOX nOX
KAd =di\/ [, 20,7 +{1,m, F +{1,n, ] =1
1
m+n,.)
— 1TIOX +nOX avec
oy dl loz:
lox _ Ny
m, =—m‘gl =y d,=ym, +n,,
_loxnox :InOX
N,y _Tl \noz d1
_IOX n]OX nOX_ | O 1 O_
== []=[l, m, n, |=[-1 00
_102 1/jn()Z I‘lOZ_ L O O 1_
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Xll. Algorithme pour déterminer la matrice de rigidité globale

1. Discrétisation de la structure en éléments finis

Définir les noeuds et les éléments :
Chaque nceud est défini par ses coordonnées (X,Y,Z)

Chaque élément est défini par :
* ses connectivités (nceud origine « NO » et nceud extrémité Y
« NE ») ;
* Sa longueur ; X
» Sa section (b et h);
* Ses caractéristiqgues mécaniques ( module de Young « E »).

2. Définition des DDL : Ui : AUi‘4
* |l faut introduire le nombre de DDL « nddl » selon les types de T
sollicitations de la structure (nddl = nddl, x nnceuds). U i U -
| Avec : nddl, : le nombre de dd| par nceud. i! >{ E) >
* Numéroter ces DDL dans le repere global : U 1.2
((nddl, x n)- (nddI-1)) U. ,

Avec n, : le numéro du noeud qui varie de (1 a nnoeuds)
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XIl. Algorithme ...

3. Calcul de la matrice de rigidité locale de chaque élément :

Traction : Flexion Torsion
12 6l —-12 6l
==t =71 T
L1-1 1 g |6l 4F -6l 2P
[K]: Y44

[B
-12 -6l 12 -6l

6l 21 -6l 412

4. Calcul des cosinus directeurs et définition de la matrice de transformation :

< _x m 1 ﬁ)ans le cas de barre verticale \
. - ; 1 - _ 0X ~0X n
lox = . oy d loz == 2 2
L* 12 2 d 1 X=X 1 =_M
Yj _ Yi m = o +n,, m, = 0 ox Ie oy dl 102 =0
mg, = Le oy d - 1, Y-, m— m, 1 m - n,,
_Z-7 n,, = - —ollox “ T d Moy = ¥, T4
QO ‘ ox L d Zj _Zl n 14;)xnox n_ = M ox
n., = oy — oz —
N3] 0x Le y dl dl

1, m, n,] /

[}\“r] = loy IHOy noy

(%)
)
©
Q
©
@)
<
o+
‘O
=
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XIl. Algorithme ...

------

5. Calcul de la matrice de rigidité élémentaire globale (X,Y,Z) :

[K€]=[A][£][A]

6. Faire 'assemblage pour obtenir la matrice de rigidité de la structure :

nelem

k-3 [i]

Q)
Q)
(%)
)
©
Q
©
@)
<
o+
=

2019-2020 Dr. Z. BENADLA




o
Q)
(%)
)
©
Q
©
@)
<
o+
=

XIll. Exemple

Travail a faire :

1. Discrétiser la structure
2. Etablir la matrice de rigidité de chaque élément
3. Etablir la matrice de transformation
4. Ecrire la matrice de rigidité globale A= 40X 60 = 2400 em
. : A,= 30X 40 = 1200 cm
5. Déterminer les ddl pour chaque nceud = E =32 x 105 KN/m? A,
n| A,
Y A 3 N° | X(m) |Y(m) ~
|
| 1|0 0
@ 1
i 2 |0 4,5 <«
2
| a4 |55 |o
@ N° | NO | NE [L(m) | E(KN/m3) | A(m?) [I,(m?
1 1 2 4,5 3,2x10° (0,12 0,0016
1 4 X 2 2 3 1635 |3,2x10% |0,24 0,0072
55 m 3 3 4 (7,675 (3,2x10° (0,12 0,0016
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XIll. Exemple...

2. Calcul de la matrice de rigidité locale de chaque élément :

L'élément I Il y a 3 ddl par noeud (traction+flexion)
AX
: _ Uiy Usgy ? U2y Uzy 0 _
EA; EA;
= 0 B S T 0 : 0 U1x
i : L :
""""" | 12Ely; | 6ElLy i | 12EDLy} 6ElLy
D 1 1 1 'D {: S 1 u
LR LU AL S L S
o i 'E'Efgzz : 4‘Efzzz i 0 : 'E'Efgzz : ZEIEZZ 8,
2 L R S
Hal= 4, | | "4, | |
e 0 . 0 . 0 Uzx
Ly E P E
T e T T
e s T O ] - u
i E'Efzzz E ZEIZZZ i E E'EIZzz E 4EIZIZ
o g L s 92
2 . . A

(%)
)
©
Q
©
@)
<
o+
‘O
=

2019-2020 Dr. Z. BENADLA




XIll. Exemple...

2. Calcul de la matrice de rigidité locale de chaque élément...

7 7 y
L'élément 11 X

Uz
uzy
7>
Kitfei | gt e e g g
e EA, : . EAy :
o ) - 1 NP | sonnie § - P e
N0 12Ely,,' 6Ely,, 12E1,,, 6E14,,
w0 0 — A | o u
§ i ﬁi'f;zz ZE:’lzz 0 i _'E"ffgzz i 4‘53122 93
= 2 e ' 2 ' 2
=) s —
“‘
=
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XIll. Exemple...

Calcul de la matrice de rigidité locale de chaque élément...

Wiy

1
Uzx

39

02
0

uzy
0

6EIl;>,,

4E1;,,

4+
1
1
1
1
1
1
[}
1
1
1
1
1
1
1

6E1l>,,

e D e
0

R R PR R O O | AN O o,

6EIl,,,

12E1,,,
I 3
3

T
1
1
1
1
1
1

4

12E1,,,
I3

B I
1
1
1
1
1
1
L

L'élément 111

2.
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XIll. Exemple : Matrices de rigidité locales

U1y . Ugy . 0, U2y Uy . 0.
8533333 0 = 0 ~-8533333 0 0

L'élément I

L'élément 11

L'élément 111

2019-2020

[ki]

[ku]

(k]

U2x Uzy _ 0, Usyx Usy _ 0; _
120944, 88 o 0 -120944 88 o 0
12094488 0 0o 12004288 o 0o
0 107980 -342836 0 107980 -342836
0 342836 725669 O  -342836 14513,39 |
Usx - Uy 03 _ Uax - Wy 0,4 _
...... 5003257 O 0 5003257 0 0
_________________ 0 13590 5151 0 13590 52151
0 52151 266840 0  -52151 133420
5003257 0 0 5003257 0 0o
_________________ 0  -135% 52151 0 13590 -52151
0 521,51 133420 0  -521,51 266840 |

Dr. Z. BENADLA

U1x

U2x

0,

U2x
Uzy
0,
Rk

U3x
U3y
0;
Uagx
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XIll. Exemple : Matrices de Transformation

3. Calcul de la matrice de transformation :

L'élément I : Elément vertical B ]
0 1 0 0 0 0
2 2
I = XzL_Xl -0 loyzirnmﬁd—%)z_l 1 =0 -1 0 0 0 0 0
1 1 0z
Y2 _Yl 1’noxlox — nDX—
m,, = ~1 _ ~0 = 0 0 1 0 0 0
L, Moy d, m, d1 W | e
n,, =0 n :loxnoxzo _%_1 0 0 0 0 1 0
oy dl noz d]
0 0 0 -1 0 0
2 2
dl: Inox +n0x :rnt)x:l 0 0 0 0 0 1
L'élément I1I : Elément vertical
0 -1 0 0 0 0
X, - X, My, ) _
Ly =A== 0 loy= R 0 1 0 0 0 0 0
3 1 0z
_Y. oY _mylo L 0 0 1 0 0 0
Mo L, Moy d, 0 M d, [AJp | s .........................................................
nox =0 n :10Xn0X =O nl)x 1 0 0 0 0 '1 0
Cod - d 0 0 0 1 0 0
2 — ——
dy =ymy, +n,," =m, =-1 o o o0 o0 o0 1
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XIll. Exemple : Matrices de Transformation...

3. Calcul de la matrice de transformation :

L'élément II ;

d=(1,; +n,. =1,

[Alu

2019-2020

X, -X I, =
1o, =21 —03866 '
2
m :—Yz_Yl =0,5 e
[6):4 L2 5
n =Ll N
ox L2

m

1

Dr. Z. BENADLA

Lo 0”066 Im, =0d
d z
LELEY 35%:1
0,866 05 0 0 o0 0
0,5 0,866 O 0 o0 0
o o 1 o o0 o0
.......... 0000866050
0o o0 o0 05 0,866 0
o o o o o0 1
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XIIl. Exemple : Matrices de rigidité globales élémentaires

4. Calcul de la matrice de rigidité élementaire globale : [Ke]=[A]T[k] [A]

L'élément I

0 -1 00 00 8533333. 0 0 ;-8533333 0 0 01 00 00
100000 fﬁfﬁﬁfﬁfﬁﬁéﬁﬁfﬁﬁfﬁfﬁfﬁﬁfé?ﬁéﬁé%ffﬁﬁifféi?ﬁﬁﬁééﬁﬁfﬁﬁfﬁffﬁﬁﬁéﬁﬁfﬁfﬁﬁfﬁﬁ{ﬁf{é?ﬁﬁ%ﬁéﬁéﬁﬁﬁffiéﬁiiﬁééﬁ 100000
00 150 00 0 1517 04 4551, 11 0 -1517 04 2275,56 00 150 00
(K] 0 00O0-10 -85333, 33 0 0 85333 33 0 0 000010
0001 00| o 672 as1708 o 67828 151704 || 000100
00 0.0 01 0 1517,04 : 2275,56 0 -1517,04 : 4551,11 00 0.0 01
B 674,24 0,00 -1517,04 -674,24 0,00 -1517,04 N

"""" 000 | 8533333 | 000 . 000 . -85333,33 = 000

| asiz0s . 000 assuu 1s1708 000 227556

M e oo wsos | emaaa | o0 | 1si70n

"""" 000 | 8533333 000 000 8533333 000

451704 | 000 | 227556 | 151704 000 | 455111
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XIIl. Exemple : Matrices de rigidité globales élémentaires

L'élément II ;

086 -05 0 0 0 0| 1209448 0 0  -1209448 0 0 086 05 0 0 0 0

05 0860 0 0 0 0  1079,80 342836 0  -1079,80 342836 || -05 0860 0 0 0

[K°ul __________________________________________________________________________ SN S e S e ....................................
0 0 0086 -05 0| -1209448 0 0 1209448 0 0 0O 0 00866 05 0

0O 0 0 05 0860 0  -1079,80-342836 0  1079,80 -342836 [[ 0 0 0 -0,5 0,866 0

o 0o o o o0 1 0 342836 725669 0  -3428361451339|| 0 0 0 0 0 1

90973,29 | 51901,58 | -1714,18 | -90973,29 | -51901,58 |  -1714,18

.........................................................................................................................................................
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
| .
| !
e 1| S S S SR O
[K II]_ i i i i i
| | ! | :
| !
_________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-1714,18 2968,96 7256,69 1714,18 -2968,96 14513,39

)
©
Q
©
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<
o+
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=
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XIIl. Exemple : Matrices de rigidité globales élémentaires

L'élément III :

0 100 00][|5003257 0 0 :-5003257 o o0 0 100 00
100000 0 13590 52151 0 §-13590 521,51 || 1 0 0 0 00
001000 0 521 51 266840 0 521,51 133420(| 0 0 1 0 00
[KeIII] ............................ ......................................................................................................................................................................................................................................................................
0 00010 -5003257 0 0 5003257 O 0 0 000 -10
0 00-100 0 :-135 90 -521,51§ 0 2135,902-521,51 0 001 00
000001 0 521,51 133420 0  -521,51 266840/ 0 0 0 0 0 1

135,90 0,00 521,51 -135,90 0,00 521,51

0,00 50032,57 0,00 0,00 -50032,57 0,00

[Kuu]= 521,51 0,00 2668,40 -521,51 0,00 1334,20

-135,90 0,00 -521,51 135,90 0,00 -521,51

0,00 -50032,57 0,00 0,00 50032,57 0,00

521,51 0,00 133420 | -521,51 0,00 2668,40

2019-2020
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XIll. Exemple : Matrice de rigidité globale

—> (€ e £
K K 111
e + e
K 11 K 111
U Uy Nu;; uzy 6; usx | uy 63
67424 i 0 | . o0 i151704] o | o | o0 Us
0 i85333,33 -85333,33. 0 o | o | o Uzy
-1517,04; 0 o 2275%| o | o | o 0,
-674,24 0 51901,58 | -197,14 |-90973,29 :-51901,58 | -1714,18 Uxx
0 -85333,33] 116379,35 2968,96 | -51901,58 | -31046,02 | 2968,96 Uzy
-1517,04i 0,00 | 2968,96 119064,50] 1714,18 | -2968,96 (7256,69] 0 . 0 | © 8,
K ! ; 5 ; SR B ;
0 0 51901,58 | 1714,18 | [91109,19 | 51901,58 | 1192,67||-135,90 0  |-521,51 || us,
0 0 -31046,02 |-2968,96  [51901,58 | 81078,59 | -2968,96] 0 :-50032,57 0 Uz,
o i o | o0 -1714,18 | 2968,96 | 7256,69 |1192,67 | -2968,96 (17181,79 521,51 0 (133420 | 6;
o i o { o | o { o0 { o | -1359 : 0 521,51 {13590! O 521,51 | ug
o i o { o : o | o i o0 0 [-5003257, O | O 5003257 O Uay
o i o { o | o { o { o 521,51 | O (1334,20{521,51 O  (2668,40 | 6,
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6.

XIll. Exemple: conditions aux limites

Détermination des ddl de chaque nceud :

KUIX\ (EX s O 3\
- Les conditions aux limites : E, 0
o M, 0

U2X ulX:uly: el :u4X:u4y:e4:O sz 170

Uzy Fzy -200

O M 0
{A} SRR {F}:< 20 .
U3x F3x O
U3y Ey -50
O, M, 0

T\'JT4X Elx O
Ut Ey, 0
O M, [0

2019-2020 Dr. Z. BENADLA
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XIll. Exemple: conditions aux limites...

6. Deétermination des ddl de chaque nceud ...

« 1 U - U v
___I-__ e e S T T T PR R S
|
[}

1-51901, 58 -1714,18

1
1
1
1
1
1
1
-+-
1
1
1
1
1
1
1

-31046,02, 2968,96
1

[K]

51901,58

S el B N HE BTy MR B

o e R e

1
) L _______

| -1714,18 | 2968,96

1
-50032,57 !
|

0
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XIll. Exemple: Déetermination des ddl

170 91647,53 51901,58 -197,14 -90973,29 -51901,58 -1714,18 Uax
-200 51901,58 116379,35 2968,96 -51901,58 -31046,02 2968,96 Uyy
0 -197,14  2968,96 19064,50 1714,18 -2968,96 7256,69 O,
0 ) -90973,29 -51901,58 1714,18 91109,19 51901,58 1192,67 X Usy
-50 -51901,58 -31046,02 -2968,96 51901,58 81078,59 -2968,96 Usy
0 -1714,18 2968,96 7256,69 1192,67 -2968,96 17181,79 ©;

91647,53 Uy +51901,58 U,y —197,140, —90973,29 U, —51901,58 Uy, —1714,180, =170
51901,58 U,y +116379,35U,y +2968,96 0, —51901,58 U,y —31046,02 U,,, +2968,96 0, =—200
~197,14 U,y +2968,96 U, +19064,50, +1714,18 U,y —2968,96 Us, +7256,690, =0
1-90973,29 U, —51901,58 U,y +1714,180, +91109,19 U, +51901,58 Uy, +1192,670, =0
~51901,58 U,y —31046,02 U,y —2968,96 ©, +51901,58 Uy +81078,59 U,y —2968,96 @, =—50
—1714,18U, +2968,96U,, +7256,699, +1192,67U,, —2968,96U,, +17181,799, =0

Le systéeme peut étre résolu par I'une des méthodes de résolution des
systemes d’équations linéaires
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XIll. Exemple: Déetermination des ddl...

} Uax 11 0,2806_
Uy, -0,0021
0, -0,0304
Usy ) 0,2801
Us, -0,0014
03 0,0215
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