3 - Etudier la régularité de la contrainte
La fonction g(x,y) = 4x + 3y — 5 est affine, donc la contrainte est un ensemble régulier.
4 - Rechercher les points critiques du P3
a. Calcul du Lagrangien
Les fonctions f et g sont continues et différentiables (de classe C1).
L(x,y,A) = x*> +y2+ A(4x + 3y — 5)

b. Rechercher les points critiques du Lagrangien
2x + 4\
VL(x,y,\)) ={ 2y +3A
4x + 3y —5

Pour trouver les points critiques du L, il faut résoudre le systéme d’équation :

2x+42=0 (L1)
2y +3A=0 (L2
4x+3y—-5=0 (L3)

(L) €>a=-2

(L2) €>A=—2y

X 4

L _ 2 _4
A|n3|.—5— Sy é%x—3y

(L3) «> 4(§y)+3y—5=0 &« 13—6y+3y—5=0 <> 16y+9y—-15=0 <>
25y — 15 =0

2

€Sy=:dx=:>Ir=-2

Le lagrangien admet un point critique (%,%,—%). Puisque la contrainte C est réguliere, alors
(%,%) est un point critique du probléme P2.
5 - f est strictement convexe et C est convexe, donc le probléme P2 admet un minimum global
égal a f (g%) = 1 au point (g,g).
Exercice 6 : Soit le probléme d’optimisation (P3) suivant :
Min f(x,y) = x* + y*
sC.x2+y?2=1——-—(C)

1
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Montrer que P3 admet au moins une solution.
Est-elle unique ?

Etudier la régularité de la contrainte

Trouvez les points critiques de ce probléme.
Déterminer la(les) solutions du P3.



P3 est un probléme d’optimisation en deux dimensions avec une seule contrainte :
gl6y) =x?+y? —1=0

1- Montrer que P3 admet au moins une solution.
Pour cela,:
1- il faut montrer que f est continu sur C.
2- il faut montrer que C est fermée.
3- il faut que I’une des deux conditions suivantes soit vérifiée :

a. f estcoércive
b. C est borne.
1- Montrer que f est continu sur C.

f est un polyndme de 4°™ dégrée, donc f est continu sur R?, par conséquent f est continu sur
C (C c R?).
2- Montrer que C est fermé.
C={(x,y) ER:x*+y%2 =1}
L’ensemble {1} est fermé, et donc son image réciproque par la fonction x? + y? (qui est

continue sur R?), est un ensemble fermée.
Ainsi, I’ensemble C est fermé.

3- f est-elle coércive ? ou bien C est-elle borne ?
e f est-elle coércive ?

x =1rcos(0)

Posons : {y = rsin(6)

avecr > 0etf € [0,2r[

La fonction radiale &, associée a f est

¢ (r,0) = r? cos®(8)+r?sin?(0) + 2r? cos(d) .sin(6)
=12 (cos?(0)+sin?(0) + 2 cos(H) .sin(0))
=12(1 + 2 cos(0).sin(H))

||(x'y)||_>+°0f( y) r—+400 f( )

= li1n r*(cos*(0) + sin*(9))
T—>+4+00
Le terme cos*(8) + sin*(0) est strictement positif ¥ 6 € [0,27].

Ainsi:  lim  f(x,y) = +oo et donc f est coércive.
1G] =+00

f est continue et coercive et C est ferme, donc le probleme P3 admet au moins une solution.

2- Lasolution est-elle unique ? (un minimum global en un seul point).

Rappel : En plus des hypothéses d’existence de solution, si f est strictement convexe et C est
convexe, alors le probleme d’optimisation admet une seule solution (un minimum global a un
seul point).



L’ensemble C n’est pas convexe. C’est un cercle (démonstration graphique).
Ainsi, la solution n’est pas unique.
3- Etudier la régularité de la contrainte

La vérification de régularité (qualification) permet de vérifier si les points critiques du
lagrangien X* sont aussi des points critiques du probléme d’optimisation.

L’ensemble C est regulier
Voir la réponse de la question 3 de I’exercice 4.

4- Trouver les points critiques du P3
a. Calcul du Lagrangien
Les fonctions f et g sont continues et différentiables (de classe C1).
Lix,y,)) =x* +y* + A(x? + y2 — 1)

b. Rechercher les points critiques du Lagrangien
4x3 + 20x
VL(x,y,A) ={ 4y* + 2}y
X +yt -1

Pour trouver les points critiques du L, il faut résoudre le systéme d’équation :

4x3 4+ 20 =0 (L1) 2x3+m =0 (L1)
4y2 +20y =0 (L2) €14 2y?2+ay=0 (L2)
x*+y2—-1=0 (L3) x*+y2—-1=0 (L3)

C’est un systéme d’équations de 3 équations non-linéaires.
Rappel : Si on a p constraintes g;, donc on a 27 cas a étudier.
On distingue dans notre probléme (p = 1), 2 cas.

Lel*cas: A=0

2x3=0 x=0
2y?=0 &> y=0 Impossible, donc cette solution est refusée.
x*+y*-1=0 -1=0

Le2®™cas: A#0
(L) €> x(2x2+2) =0€>x=0 ou 2x+A=0
(L2) €> y(2y?+20) =0€>y=0 ou 2y+A=0

a. ;C/ z g <> (-1=0) Impossible, donc cette solution est refusée.
x=0 2 _ A
b. 2y2+7\=069y T2

On remplace y? par — % dans (L3), on obtient : 0 + (— %) =1<¢>A=-2



>y2=1¢>y=1o0uy=-1
Les solutions obtenues dans ce cas (b) : : X;(0,1) et X,(0,—1) avec A = —2.

C. Zy =0 &Ex%2 = —=
2x*+A=0
On remplace x2 par —%dans (L3), on obtient : (— %) +0=1€2>A=-2

EDx?=1€6>x=10ux=-1
Les solutions obtenues dans ce cas (C) : X3(1,0) et X,(—1,0) avec A = —

2 A
2x°4+2=0 =73
d 2y +A=0 éeyzz_&

2
On remplace dans (L3), x? et y? par —%. On obtient : —% - % —1=0€>21=-1

x2=%€9x=$i

ﬁ
1 — 1
yi=s&Dy=

R
Les solutions obtenues dans ce cas (d): Xs(% ,%), Xg (—
Xd—%,%) avec A = —
Le lagrangien admet 8 points critiques X4(0,1,-1), X5(0,—1,—1), X5(1,0,—1), X,(—1,0,—-1),
Xs(% %5 =2 Xe (- 55— 75, —2) Xo (G5, — 75, —2) €t Xg(— 5,75, —2).
Nous avons démontré dans la question 3 que tout I'ensemble C est régulier. Ainsi, les
pomts X1(0,1), X5(0,—1), X3(1,0), X4(—1,0), X5(\/_ f) X6(

1 1 1 1
5w G e

%) X e
Xg(— \/_E' ﬁ) sont des points critiques du probleme P3.

5- Déterminer la(les) solutions du P3.
fX) =fX2) =f(X3) = f(Xg) =1

1
fXs)=fXe) = f(X7) = f(Xe) =5

Le probléme P3 admet un minimum global égal a% aux points Xs(7 , 7). Xs (— 75, — %)
X7(75,—75) et Xa(— 55, 75).
Exercice 7 : Soit le probléme d’optimisation (P4) suivant :
Min f(x,y) = x* + y% + z*2
sC.x+2y+z=1
2x—y—3z=4

1- f est-elle continue ? coércive ? convexe (par deux méthodes) ? justifier.

2- C est-elle fermée ? bornée ? convexe ? justifier.

3- Déduire que P4 admet au moins une solution.

4- Deéduire que P4 admet une seule solution.

5- L’ensemble formée par la contrainte C est-il régulier (contrainte qualifiée) ? justifier.
6- Trouvez la solution de ce probleme.



1- f est-elle continue ? coércive ? strictement convexe (par deux méthodes) ? justifier.
e f estun polyndme de 2™ degré - f est continue sur R (sur C aussi)

o f est-elle coércive ? il faut calculer lim  f(x,y,z)=?
[1¢x,y,2)||=+00

Posons :
X = rcosfsing
y = rsinfsing
Z =T1CosQ
avecr >0, 6 € [0,2rn[ et ¢ € [0, .
||(x,yg)rﬁl—>+00f(x’ y' Z) - rl—l)g-noo ch (T', 0! (P)

= lim r2 cos?(8)sin?( @) + r?sin?(0) sin?( @) + r2 cos?(p)

r—+00
= liELn r2(cos?(0) sin®( @) + sin?(0) sin?( @) + cos?(p))
T—>+00
Le terme cos?( 0) sin?( @) + sin?( ) sin?( @) + cos?( ) est strictement positif.

Donc : lim f(x,y,z) = limr? = 4+
[1(x,y.2)||->+e0 >0

Ainsi : f est coércive.
e f est-elle strictement convexe ? Oui

Méthode 1: f est une somme de 3 fonctions strictement convexes multipliées par des
coefficients positifs (+1).

Méthode 2 : a travers la matrice Hessienne.

2x 2 0 O\ (A=2>0
Vf(x,y,z)=<2y), sz(x,y,z)=Hessf(X)=<O 2 0) ,{A2=2>0
27 00 2 Ag=2>0

2- Cest-elle fermée ? bornée ? convexe ? justifier.
o ( est-elle fermée ?

C={(x,y,2) ER},x+2y+z=1,2x—y—3z =4}
Cet ensemble C est fermé car c’est ’intersection de deux ensemble C; et C, fermés :
C,={(x,y,2) ER}x+2y+z=1}
C, ={(x,y,z) ER32x —y— 3z =4}
Démonstration graphique.
e C(Cest-elle bornée?

C; et C, sont deux plans dans un espace 3D. Son intersection forme une droite, donc C n’est
pas borné.

e (est-elle convexe ? Oui, car elle forme une droite.



3- Déduire que P4 admet au moins une solution.

f est continue et coércive et 'ensemble C est fermé, alors le probleme P4 admet au moins
une solution (un minimum global en au moins un seul point) dans C.

4- Déduire que P4 admet une seule solution (un minimum global en un seul point).
En plus, f est strictement convexe et C est convexe, alors P4 admet une seule solution.
5- L’ensemble formée par la contrainte C est-il régulier (contrainte qualifiée) ? justifier.

L’ensemble C est formé par deux fonctions g;(x,y,z2)=x+2y+z—1 et
g2(x,y,z)=2x — y — 3z — 4 qui sont affines, alors 'ensemble C est régulier.

6- Trouvez la solution de ce probleme.

a. Calcul du Lagrangien
Les fonctions f et g sont continues et différentiables (de classe C1).

Lxy, ) =x2+y2++z22+ M (x+2y+z—1)+1,(2x—y —3z—4)
b. Rechercher les points critiques du Lagrangien

( 2X+ A +2)
[ 2y + 22, — 2,
VL(X,y,A)=4 2z + A — 31,
lx+2y+z—1
2x—y—3z—4

Pour trouver les points critiques du L, il faut résoudre le systéme d’équation :

2x+2A + 22, =0 (L1) 2x+ 2 +22, =0 (L1)
2y + 20 — 2, =0 (L2) 2y + 20 — 2, =0 (L2)
2z+0 =30, =0 (L3) €>{2z+7A; —31,=0 (L3)
lx+2y+z—1=0(L4) Lx+2y+z=1(L4)
2x—y—3z—4=0 (L5) 2x —y—3z=4 (L5)

C’est un systéme d’équations de 5 équations linéaires. Pour le résoudre, on utilise la méthode
du pivot de Gauss.

2x + 0y + 0z +20, =0 (L1)

Ox + 2y + 0z -2, =0 (L2)
0x + Oy + 2z -3, =0 (L3)<~>
lx+2y+z +07, =1 (L4)
2x —y—3z + 07, =4 (L5)
2x + 0y + 0z +20, =0 L1
1
X+ 2y + 0z +02, =0 L2=L2+§L1
3
3x+ 0y + 2z +0A,=0 L3:L3+EL1
xX+2y+z +0A, =1 L4
2x —y—3z +0A, =4 L5




>

2x+ 0y + 0z +20, =0 L1
3x+ 0y + 2z =0 L3
—2X+2y—22=0 L2=L2-13
x+2y+z=1 L4
2x—y—3z=4 L5
2x + Oy + 0z +22, =0 L1
3x+ 0y + 2z =0 L3
—2Xx+2y—2z2=0 L2
3
5x —4y =4 L5=L5—EL2
1
3y=1 L4=L4+§L2
1 — 16 I —_52 — 5
Py=3oX= =T o= ey
: . L 1 16 11 52 54 .
Le lagrangien admet un point critique (5 » T T T e _E)' Et puisque nous avons
démontré dans la question 6 que tout I'ensemble C est régulier), alors X *(% , 1—;’ ,— 1—;)est

un point critique du probleme P4.

Nous avons démontré aussi (dans la question 4) que le probleme P4 admet une seule
solution (un minimum global en un seul point). Ainsi, le probleme P4 admet un minimum

1 16 11 134 , . o «1 16 11
global f (5 12 ’_E) =—-a le seul point critique X (3 e 15).



