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Avant-propos

Ce cours de dynamique des structures : systémes a plusieurs degrés de liberté (SPDDL),
s'adresse aux étudiants de la filiere Génie Civil, Master 1 spécialités Structures, Constructions
Métalliques et Mixtes et Voies et Ouvrages d'Arts. Notre objectif a travers son élaboration est
de faciliter a 1'é¢tudiant 1’assimilation et la compréhension des cours dispensés.

On note que ce cours ne peut étre assimilé sans la connaissance de la partie, de la
dynamique des structures, consacrée aux systémes a un seul degré de liberté et de son
vocabulaire. 1l nécessite également des connaissances sur le calcul des structures, sur la méthode
des éléments finis et sur le calcul numérique.

La premiére partie de cet ouvrage concerne la formulation des équations différentielles de
mouvements des modeles discrets soumis a des sollicitations dynamiques. Il s’agit d’une étape
indispensable, dans laquelle nous avons montré comment considérer les différentes
caractéristiques de la structure lors d’un calcul dynamique.

La deuxiéme section est consacrée a l'analyse des SPDDL non amortis soumis a des
vibrations libres. Cette analyse permet de déterminer les modes et les fréquences propres de
vibrations de ces systémes, grandeurs importantes pour comprendre le comportement vibratoire
propre des structures.

Dans la troisieme section le calcul de la réponse dynamique des systemes a plusieurs degrés
de liberté par la méthode de superposition modale est abordé. Cette méthode qui consiste a
superposer les réponses modales est simple et efficace, elle permet de découpler le systéme des
équations différentielles et de le ramener a un systéme des équations différentielles des
oscillateurs simples a un seul degré de liberté. Comme c'est le cas de calcul des structures, on
s'intéresse généralement a la réponse maximale. Pour cela, la méthode modale peut étre
combinée a la notion du spectre pour aboutir a une méthode de calcul rapide et efficace, c'est la
méthode modale spectrale. Cette derniére a été également présentée.

Plusieurs exemples, illustratifs, ont été présentés dans ces sections.

La quatrieme partie, consacrée aux travaux dirigés relatifs a ce cours, comporte trois séries
avec plusieurs exercices traitant le calcul dynamique des SPDDL. Chacune des séries commence
par un résumé du cours. Cette partie permet aux étudiants de pratiquer eux méme les méthodes
de calculs présentées.

Des éléments de réponses aux exercices proposés dans les séries des travaux dirigés ont été
exposes dans la cinquiéme partie.



Il est possible que cette premiere version comporte quelques imperfections, nous serons
reconnaissantes a tous ceux qui nous feraient part de leurs remarques et suggestions

Nous tenons a remercier le Pr. Matallah Mohamed et le Pr. Derras Boumédiene d’avoir
accepté d’expertiser ce polycopié.
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1. Formulation des équations de mouvements des systemes a plusieurs
dégrées de liberté (SPDDL)

1.1 Introduction

En réalité les structures possédent une infinité de degrés de liberté (DDL) : possibilité de
déplacement. Les DDL sont représentés par les déplacements d'un nombre finis de points de la
structure appelés nceuds ou sont artificiellement concentrées les masses des éléments de la
structure qui sont, toutefois, réellement répartie.

Le nombre de DDL d'un systéme N est le nombre de composantes de déplacements et de rotations
requises pour décrire convenablement le comportement dynamique de la structure. Ces
composantes sont évaluées en chacun des nceuds de la structure. Dans le cas général (3D), nous
avons six (6) DDL par nceud : 3 translations et 3 rotations.

Les inconnus du probléme sont alors les translations et les rotations des masses en fonction du
temps. Pour les déterminer il faut passer d'abords par la formulation des équations de mouvement
des SPDDL, ceci représente I'objectif de cette premiére section.

1.2 Cas d'un exemple simple

La Figure 1-1 montre le modele d’un batiment a deux étages. Les planchers sont supposés
infiniment rigides. Ils sont supportés par des poteaux sans masse. Les masses des planchers m, et
m, sont considérées concentrées, ce qui permet de traiter cette structure comme un systéme a
deux DDL dans le cas ou elle serait soumise a des excitations horizontales p, (t) et p,(t). Les
DDL admis sont les déplacements horizontaux des planchers u; et wu,.Par ailleurs, les
déformations axiales des poteaux et poutres sont négligeables dans le calcul des rigidités
équivalentes de chacun des niveaux ket k,. La Figure 1-2 (a) montre un modele masse-ressort-
amortisseur de la méme structure.
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po(t) —> —» U2

my

p) — Kot — U

Figure 1-1. Modéle simplifié d'un batiment par un systéme a
deux DDL.

:—"PZ(t)
(@) A
E—» U E_> w
CR ml o0 ;SD i m > pa(t)
fo, ® e a
(b)

Figure 1-2. (a) Modéle masse-ressort-amortisseur du batiment,
(b) Forces agissantes sur les masses.

Les forces agissantes sur les masses m; et m, sont représentées par la Figure 1-2 (b). Ou :

f1, et f1, sont les forces d'inertie correspondantes aux masses m, et m,. Elles s'expriment a partir
des accélérations ii, et ii, comme suit :

fi, = myly; fi, = myiiy

(1-1)
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fp, et fp, sont les forces d'amortissement développees respectivement dans les amortisseurs c; et
c,. Elles sont données en fonction des vitesses u, et i, :

fp, = c1tty; fp, = (U — 1Uq)

(1-2)
fs, et fs, sont les forces de rigidité développées respectivement dans les ressorts k, et k. Elles
sont liées aux déplacements u, et u,:

fs, = kquq; fs, = ka(uy —uq)
(1-3)
Les équations de mouvement du systéme a deux DDL peuvent étre formulées grace au principe

de D'Alembert, en considérant I'équilibre des forces agissantes sur les deux DDL. Ainsi on obtient
le systéme a deux équations suivant :

{f]l + fo, —fo, + fs, = fs, = p1(®)
fi, + o, + fs, = p2(0)
(1-4)
Remplagons les équations (1-1) a (1-3) dans I'équation (1-4), nous obtenons le systéme
d'éguations suivant :

{mlul + iy — (U — Ug) + kquy — ka(Uuz —ug) = pe ()
myily + co(Uy — Uq) + Kk (Uy — uy) = Py ()

(1-5)
L'équation (1-5) s'écrit sous forme matricielle comme suit :
[ml 0 ]{ul} + Cq1 + Cy _Cz] {ul} + [kl + kz _kZ] {ul} _ {pl(t)}
0 myfli, —C c2 1, —k; ky 1, p2(t)
(1-6)
En introduisant les notations suivantes :
_[ms O ] _[cat+tc —c, ., [kl + k; —kz]. _ {P1(t)}
M_[O mz’C_[ —Cy C2 ]’K_ —k; k; )= p2(6)
"_‘l'll___‘lll _ul
u= {uz}’ w= {uz} etu= {uz}
L'éguation (1-6) devient :
Mii + Cit + Ku = P(t)
(1-7)
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On note que I'équation de mouvement dynamique du modele a deux DDL traité dans cette partie
aboutit & un systéme de deux équations différentielles couplées.

1.3 Approche générale pour les systémes linéaires.

Dans le cas des SPDDL, les équations de mouvement d'un systéme discret a N DDL peuvent étre
obtenues par le principe de D'Alembert. Pour chaque DDL i on considére I'équilibre des forces
agissantes, les équations de mouvement du systéme s'expriment alors par I'équation (1-8) ci-
dessous.
Fli + FDl' + F_gl. = pl(t)(l = 1, ,N)

(1-8)
Avec :
F, : Force d'inertie en DDL i
Fp, : Force d'amortissement en DDL i
F, : Force de rigidité en DDL i
p;(t) : Force extérieure en DDL i

En considérant le principe de superposition, les forces d'inertie, d'amortissement et élastiques sont
développées comme suit :

e Les forces élastiques Fg, :

FSi = kilul + kizu2+...+kijuj+....+kl-NuN = Z?’=1 kl-juj (l =1, ,N)

(1-9)
Soit sous forme matricielle :

FS1 (k11 ki klj o kqn] Uy

F$2 ko1 ko kzj e koy U

: _ : : : P : 3. ou F.=Ku

Fs, kiv  kiz e kijo ki lff s

F: H . . . . . u-IV

SN ke knz o o kiy - ey
(1-10)

F est le vecteur des forces de rigidité. Il donne le produit entre le vecteur déplacement u et la
matrice de rigidité du systeme K. Chacun des coefficients d'influence de rigidité k;; représente la
force élastique correspondante au DDL i produite par un déplacement unitaire dans la direction
du DDL j quand tous les autres déplacements sont nuls.
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e Les forces d'amortissement Fp, :

_ . . . . _ N . .
Fp, = ety + Ciplipq 4 Cijljy 4 Cinlin = Xj=1 € (0 = 1, ..., N)

(1-11)
Soit sous forme matricielle :
fFDl] Cll C12 oo Clj “ee ClN 111
Fp, €1 Cpp " C25 o« Cn||up
M — N . N H . M ‘. < F — Cu
Fp, Cia G2 o Gy o G |[) Ou  Fp
Fp, Cni Cnz G -+ Cnnd \uy
(1-12)

Fp, est le vecteur des forces d'amortissement. Il s'exprime en fonction du vecteur vitesse o au
moyen de la matrice d'amortissement C. Les coefficients d'influence c;; de la matrice C représente
la force d'amortissement correspondante au DDL i, due a une vitesse unitaire appliquée dans la
direction du DDL j quand toutes les autres vitesses sont nulles.

e Lesforces d'inertie Fj, :

_ . .. .. . __ ©N . o
FIl' =mjuq + mi2u2+...+mijuj+...+miNun = Zj:l ml-juj (l =1, ,N)

(1-13)
Soit sous forme matricielle :
Fi, my; My my; MinT (U1
Fi, my1 My mjj Moy | | Uz
. — H H H N H H 3 \ F — M--
Fy, My My .. My My [ ) U Ou F u
Fry My1 My 0 Myy o Myyd iy
(1-14)

F; est le vecteur des forces d'inertie. Il est relié au vecteur des accélérations iipar la matrice masse
M. Les composantes de la matrice m;; représentent la force d'inertie correspondante suivant le
DDL i, produite par une accélération unitaire dans la direction du DDL j quand toutes les autres
accélérations sont nulles.

En conséquence, pour les systéemes linéaires chacune des forces, d'inertie, d'amortissement ou
élastiques s'exprime a l'aide des coefficients d'influence traduisant la dépendance de la force en
un DDL i sur le mouvement de tous les autres DDL. Ainsi I'Eq. (1-8) peut étre écrite sous la forme
suivante.
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Z?;l muuj + Z?;l cUu] + 2?;1 kuuj = pl(t)(l = 1, ,N)
(1-15)

Ou bien sous forme de vecteur de forces :

F;+Fp+ Fg = P(t)

(1-16)
Ou P(t) est le vecteur des forces extérieures.
L'eg.(1-16) donne la forme matricielle des équations de mouvement des SPDDL. Il est & noter
que ces équations s'expriment par un systéme d'équations différentielles du second ordre couplées.
Mii + Cu + Ku = P(t).

(1-17)

Connaissant les différentes matrices M , C et K ainsi que le vecteur P (t) I'équation de mouvement
des SPDDL peut étre donc formulée.

1.4 Développement des caractéristiques des matrices d'une structure

1.4.1 Caractéristiques élastiques
1.4.1.1 Propriétés de la matrice K

a. K définie positive

L'énergie de déformation V accumulée dans une structure sous l'action des chargements p;
appliqué aux DDL u; est exprimée par :

_1gn _1pr
V=-dizipiwi =P u

(1-18)
Ou PT représente la transposé du vecteur P.

Sachant qu'en statique P = K u , et en transposant I'Eq. (1-18), I'énergie de déformation s'écrit en
fonction de la rigidité (matrice carrée) par la relation suivante :

V= %uTKu

(1-19)

Comme I'énergie de déformation est une quantité positive, il s'ensuit que K est une matrice définie
positive et inversible (s’il n’y a pas de déplacements rigides).
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b. K symétrique

A partir du théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti on peut avoir une propriété tres intéressante.
Soit deux champs de forces P; et P, induisant les champs de déplacements u, et u,, par
conséquent le travail de P; dans le champ u, est égal au travail de P, dans le champ u; :

P;{‘LLZ:Pg‘ul

(1-20)
On sait que :
Plu, = ulKTu,

(1-21)
Pluy = (P;u)™ = uf P, = ui Ku,

(1-22)

Tenant en compte des égalités obtenues a travers les équations de (1-20) a (1-22), on déduit que
K est une matrice symétrique (Eq. (1-23)).
K=KT

(1-23)
1.4.1.2 Développement de la matrice K
Les caractéristiques élastiques d'une structure peuvent étre définies par sa rigidité ou bien par sa
flexibilité. La matrice de rigidité peut aussi étre déterminée par la méthode des éléments finis.
a. Méthode directe ou de rigidité

La matrice de rigidité Kest déterminée dans ce cas par la définition directe de ses éléments k;;.
Ces derniers représentent les forces développées dans la structure suite a l'application d'un
déplacement unitaire suivant le DDL j quand les autres déplacements sont nuls (bloqués).

Exemple 1.1

A titre d'exemple on utilise la méthode directe pour la détermination de la matrice de rigidité du
modele de la Figure 1-1.

C'est un modele a deux DDL donc la matrice K a les dimensions 2 x 2, elle s'écrit comme sulit :

k k
K = [ 11 12]
ka1 koo

Lorsqu'on applique un déplacement w,unitaire & la masse m: (u; = 1) et on maintient le
déplacement u, de la masse m, nul (u, = 0) les forces élastiques k;;et k,, qui se développent
respectivement suivant les DDL u, et u, sont les suivantes :

7
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k11 = klul + kzul = kl + kz
ka1 = —kauy = =k,

De méme, si un déplacement unitaire u, est appliqué a la masse m, (u, = 1), tout en maintenant
une valeur nulle pour u,; (u; = 0), il en résulte les forces élastiques k4 et k,, qui se développent
respectivement suivant les DDL u, et u,. Ces forces s'expriment comme suit :

ki = —kyupy = —k;
ko = kaup =k,
La matrice de rigidité de cette structure est donc :

i = [kt ke —kz]

L=k, ka

b. Méthode de flexibilité

On sait que les forces élastiques sont égales au produit de la matrice de rigidité par le vecteur
déplacement. D'autre part la matrice K est une matrice définie positive. Elle possede donc toujours
son inverse nommeée la matrice de flexibilité. Cette derniére multipliée par le vecteur chargement
donne les déplacements (Eq.(1-24) et (1-25)).

FE=Ku=>u=K'F,>u=4F

(1-24)
6 est la matrice de flexibilité, elle est égale a :
611 612 61]’ O1n
821 622 62j 62N
5= :
511 612 Sij 51N
8N1 6N2 6iN 6NN
(1-25)
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U2=0 Uz=1 " | | > kao=k:
| |
I
U1=1 Ui=0  k=-ko
_ _ 0
(@) (b)
Figure 1-3. Exemple de calcul de la matrice K par la méthode

directe,
(a) Déplacement unitaire appliqué a la masse m; (u; = 1),

(b) Déplacement unitaire appliqué au neeud m; (u; = 1).

La matrice de rigidité d'une structure peut étre alors déterminée a partir de la matrice de
flexibilité &:

K=61

(1-26)
Le deéplacement en chaque DDL i s'exprime par la relation suivante :
u; = YN 8;F; (i=1,..,N)

(1-27)

Le coefficient de flexibilité 5;; représente donc le déplacement (rotation) en i di a une force
(moment) unitaire appliquée en j lorsque tous les autres DDL sont nuls. Le calcul des §;; peut étre
effectué par les méthodes statiques de résistance des matériaux.

Exemple 1.2

Soit a déterminer la matrice de rigidité par la méthode de flexibilité de la poutre en béton armé
montrée par la Figure 1-4. Le modéle retenu est un modele & deux masses concentrées égales
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respectivement & my et m,. Seuls les déplacements verticaux sont considérés. La raideur de la
poutre est E1, sa longueur est L.

Vo IR

Uz uz
\/ L/3 L/3 L/3 ‘
~ I | I

Figure 1-4. Modéle a deux masses concentrées d'une poutre
simplement appuyee.

En utilisant la méthode de flexibilité on a:

K =51 = [0 512]‘1

1621 62
611 et 8,4 sont respectivement les déplacements suivant les DDL 1 et 2 dues a I'application d'une
force unitaire en DDL 1 (Figure 1-5 (a)).

61 et 8,5 sont respectivement les déplacements suivant les DDL 1 et en 2 dues a I'application
d'une force unitaire en DDL 2 (Figure 1-5 (b)).

Les coefficients de flexibilité sont calculés par la statique (l'intégrale de Maxwell-Mohr) tel que :

L

1 1

EI J, G

Avec :

M; et M; sont les moments fléchissant obtenus suite a l'application des forces unitaires
respectivementenietenj.

A est l'aire du diagramme des moments M;.

Y est la projection du centre de gravité G de M; sur M;.

10
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L/3 L/3 L/3
~ ! !
(@)
1
A El 912 59
L/3 L/3 L/3
~ !
(b)

Figure 1-5. Représentation des coefficients de flexibilité.
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1
e 61 = E(Aﬂ’cl + Az)’az)

L3 2L/3

7]

Figure 1-6. Calcul de 614.

_1L2L I
17239 7 27
_12L2L 212

27239 27

221 4L
Y6139 T 37

221 4L
Y6 =379 T 27

P 413
17243 E1
e La poutre est symétrique donc:
S = 5. = 413
22 7 P T 043 Kl

12
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1
o by = E(Aﬂ’cl + Azye, + A33’G3)

LlL

Sl
El
$ Bll: Gz: Az G3 A3_

for =

2L E
1max - 9 :
! ! 1
El l
.A_\I\I G, i y
Y6, '
u _ 2L
2max - 9
L/3 L/3 ’ L/3

Figure 1-7. Calcul de 654.

_1L2L_L2
17239 7 27
) _1<L+2L)L_L2
2729 " 9/37 18
4 _1LL_L2
372397 54
2L 2L
Y61 =397 27
_<4L+L)L3_13L
Y6 =\2773)9 1~ 81

220 4L
Y6 =379 T 27

13
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P 7L
21 ™ 486EI

o §,, = &;,(La matrice de flexibilité est symétrique)

La matrice de flexibilité est donc égale a :

5= L g 7
"~ 486EILl7 8

Par conséguent la matrice de rigidité est :

162 EI _
- W[—% 87]

c. Méthode des éléments finis

Comme il a été mentionné précédemment la matrice de rigidité peut étre déterminée en calculant
les coefficients de rigidité ou de flexibilité correspondant a la structure. Cependant, ce calcul
devient laborieux sachant qu'en réalité toute structure posséde une infinité de DDL. Dans ce cas
précis, la méthode des éléments finis devient plus pratique. Par cette méthode, la structure est
modélisée par un nombre fini d'éléments liés par des nceuds. La matrice de rigidité de la structure
est déterminée par assemblage des matrices de rigidité élémentaires des éléments finis. Ces
derniéres peuvent étre calculées par les méthodes de rigidité ou de flexibilité.

Exemple 1.3

La Figure 1-8 montre un modéle (une console) a 2 masses concentrées m; et m,. Ce modéle est
retenu pour I’étude d’une poutre de longueur L et de raideur EI. Cette poutre est encastrée en une
extrémité et libre dans l'autre. Quatre 4DDL (2 translations et 2 rotations) sont considérés et
schématisés sur le modele. Dans ce cas, on veut calculer la matrice de rigidité par la méthode des
éléments finis. La poutre est modélisée par deux éléments finis de type "poutre" liés entre eux par
le nceud 1 (Figure 1-9).

Uz us

u2 Us

ADINNNNNN

El my mz

L /2 | L/2 |

Figure 1-8. Modele & 2 masses concentrées d'une poutre console.

14
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La matrice de rigidité K,; d'un élément poutre de longueur L/2 soumise a la flexion s'écrit comme
suit :

12 6L —12 6L
_Elf 6L 412 6L 212
eeT3l-12 —6L 12 —6L
—6L 21> —6L 4I2

o

Elément 1 Elément 2

Neeud 2

N

Neeud 1

L/2 L/2
| ! I

Figure 1-9. Modele en éléments finis de la poutre console.

La matrice de rigidité de la poutre est alors déterminée par assemblage des deux matrices
élémentaires correspondantes aux éléments poutres de longueur L/2 toute en tenant compte des
conditions aux imites. La matrice K est égale a :

24 0 -12 3L
_8EI| ¢ 212 —3L L*)2
- 13]|-12 -3L 12 -3L
3L L?/2 3L 12

1.4.1.3 Lacondensation statique

La condensation statique consiste a éliminer de la matrice de rigidité les termes correspondants
aux DDL non requisu,,.. C'est a dire trouver la matrice de rigidité réduite qui ne concerne que les
DDL requisu,., elle est notée K,.. On peut écrire donc :

F,

Sy = K, u,

(1-28)
Ou Fs,. sont les forces élastiques correspondantes aux DDL requis.

Les forces élastiques F; et les déplacements u peuvent étre réécris en séparant les DDL requis des
DDL non requis (Eq. (1-29). Il est évident que les forces élastiques des DDL non requis doivent
disparaitre.

F,
r={r]
=l

IS
I

={ur)
(1-29)

15
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En divisant la matrice de rigidité en sous matrices, on obtient la relation suivante :

(o) =[¢ ol

(1-30)
Tenant en compte I'équation (1-30) on a :
Cu, + Du,, = 0 = u,, = —D"'Cu,

(1-31)
= F,, = Au, + B(~D7'Cu,) = (A— BD™'Q)u,

(1-32)
Comparant les deux équations (1-28) a (1-31) on déduit que :
k,=A-BDlC

(1-33)

Exemple 1.4

Dans cet exemple on utilisera la méthode de condensation statique pour calculer la matrice de
rigidité de la poutre donnée par la Figure 1-8 en ne considérant, comme DDL, que les
déplacements verticaux des masses u; et us, les rotations u, et u, sont donc des DDL non requis.
L'équation (1-32) s'écrit dans ce cas comme suit :

F, [ 24 —12 0 3L |, u

F.,( _8El|-12 12 -3L -3L{]Jus

o (3|0 =3L 212 [%)2|)%

0 3L —3L 1%2/2 2 |\u,
o _ BEI (2 12 ][ZLZ LZ/Z]_l[O =)
T3 \l-12 12 .—3L =3Ll {1272 12 3L -3L

e LA [ [
r-“fL’i’([“ 2

1.4.2 Caractéristiques massiques

1.4.2.1  Structure de la matrice masse

L'approche par concentration des masses suppose qu'au lieu que la masse soit répartie le long de
I'élément, elle est supposée concentrée en un nombre de nceuds adéquatement choisis. 1l est

16
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évident que cette modélisation n'introduit aucun couplage entre les DDL. Il en résulte une
structure diagonale pour la matrice masse (1-34) qui offre des avantages considérables aux calcul
numériques des structures.

my; O e Qe 0

0 myo e Qe 0
M= o 0 - My 0

0 0 0 Mmyn

(1-34)

1.4.2.2 Evaluation des masses concentrées

La structure est supposée constituée d'un nombre fini de segments. La masse répartie sur ces
segments est supposée concentrée aux neeuds. Les masses concentrées sont déterminées par les
régles de la statique.

Exemple 1.5

La Figure 1-10 illustre un exemple de calcul des masses concentrées pour une poutre de masse
répartie m modélisée par deux nceuds. Les masses concentrées aux nceuds sont calculées en
supposant les segments simplement appuyés. Ces masses sont donc égales a la somme des
réactions dues a la masse répartie obtenues au niveau des nceuds.

17
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]g

L3 L3 L3
m
= o
il L ™MT6 "6 3
6 6

L/3 L/3 L/3
~ | | I

Figure 1-10. Concentration de la masse aux nceuds d'une poutre.

1.4.2.3 Evaluation de la matrice masse

L'évaluation de la matrice masse revient a I'évaluation de ses éléments m;;, ces derniers ont été
définies précédemment. C'est la force d'inertie en DDL i due & une accélération unitaire appliquée
suivant le méme DDL lorsque toutes les autres accélérations sont nulles.

18
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a. DDL de translation

Pour les DDL de translation, c'est simple, m;; est égale a la masse en mouvement selon le DDL
i. On rappelle que la masse est une grandeur scalaire, elle est donc la méme selon les trois
directions de translation.

Exemple 1.6

La matrice masse de la poutre considérée dans L’Exemple 1.5 est la suivante :

YTLLO

—_| 3
M_OTTLL
3

On ajoute a cette poutre deux DDL, qui sont les déplacements horizontaux des deux nceuds (

Figure 1-11). Dans ce cas la matrice masse est égale a :

mL/3 0 0 0

m=| O mLA3 0 0
0 o mL/3 0
0 0 0o mL/3

A ?—’“2 ?iu‘* ﬁ

U1 Us

L/3 L/3 L/3 ‘
~ I | |

Figure 1-11. Poutre a quatre DDL utilisée dans ’Exemple 1.6.

Exemple 1.7

Soit a déterminer la matrice masse de la structure montrée par la Figure 1-12, ou les deux masses
sont considérées comme ponctuelles. Par ailleurs, les déformations axiales de la poutre et de la
colonne sont négligeables ce qui permet de traiter cette structure comme un systéme a deux degrés
de liberté indiqués sur la Figure 1-12. La particularité de cet exemple est que les DDL ne sont pas
considérés au niveau de la masse ponctuelle m. En utilisant la définition des m;; la matrice masse
de ce modele s'exprime comme suit :

Mzﬁme £J=mﬁ %

19
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m 2m
i I .
) l > U

U
L EI:CS[e
A
&=

Figure 1-12. Modele utilisé dans I'exemple 1.7.

b. DDL de rotation

On rappelle que pour les DDL de rotation la force d'inertie est égale au produit de l'inertie
rotationnelle Jyet l'accélération angulaire 6 (Eq (1-35)). Les my; représente dans ce cas la force
d'inertie en i due a une accélération angulaire unitaire appliquée suivant le méme DDL.

fi= loé
(1-35)
Deux modélisations sont possibles pour la détermination des m;; correspondantes ;

Dans la premiere modélisation on suppose que puisque les masses sont concentrées en nceuds les
inerties rotationnelles correspondantes sont nulles. Cette modélisation est efficace dans le cas ou
I'étendue de la masse est négligeable.

Exemple 1.8

Reprenons la poutre console considérée dans I’Exemple 1.3 (Figure 1-8). La matrice masse du
modele de cette poutre est égale a :

mL/2 0 0 0
o o 0o o
M=o 0o mLa o
o 0 o0 O

En réalité la masse est répartie donc l'inertie rotationnelle n'est pas nul, dans la deuxieme
modélisation on ajoute les inerties rotationnelles dans la matrice masse. Pour les déterminer on
utilise les régles de la statique comme dans le cas des masses concentrées. Cette modélisation est
efficace dans le cas ou I'étendu de la masse répartie est importante.
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Exemple 1.9

Considérons toujours la poutre de la Figure 1-8, si on tient compte des inerties rotationnelles dans
la matrice masse, cette derniére devient :

mL/2 0 0 0
M| 0 mL/96 0 0
0 0 mL/4 0
0 0 o mL3/192

On rappelle que l'inertie rotationnelle d'un élément linéaire de longueur L et de masse répartie m

mL3
eSt ]0 = ?

1.4.3 Caractéristiques d'amortissement

Les caractéristiques d'amortissement sont difficiles a déterminer directement & partir des
coefficients d'amortissement ¢;; comme dans le cas de la rigidité et la masse. En pratique la
matrice d'amortissement est évaluée autrement, ceci va étre présenté ultérieurement.

144 Forces extérieures

1.4.4.1 Forces extérieures appliquées aux DDL

Dans ce cas le vecteur chargement est tout simplement constitué des efforts appliqués aux DDL.

1.4.4.2  Forces extérieures non appliquées aux DDL

Si les forces ne sont pas appliquées aux DDL comme, par exemple, pour les forces situées entre
deux neeuds ou bien pour les charges réparties, il faut déterminer les forces nodales équivalentes.
Pour cela on utilise les régles de la statique.

Exemple 1.10

Le vecteur chargement de la Figure 1-13 s'écrit comme suit :

0
P(t) = {@ N q(t)L}
2 4
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p(t)
q(t)
| Uy
<>
l L/4 Yo l
I I 1
L/2 L/2

Figure 1-13. Exemple de calcul du vecteur chargement.

1.4.4.3  Forces extérieures induites par déplacements du support
Considérant un systeme a PDDL soumis a un déplacement du support u,(t). L'équilibre des
forces agissant sur chaque DDL conduit a I'équation différentielle suivante :
Mii; + Ci+ Ku =0

(1-36)
Ou:
ii; est le vecteur accélération des déplacements absolus (totaux) u;.
Suivant chaque DDL i la composante du déplacement absoluu,est égale a la somme du
déplacement u;et de I'influence du déplacement du support. On a alors :
us = u+ Ay,

(1-37)

Le vecteur A est composé des coefficients donnant I'influence du déplacement du support sur le
DDL. Ces coefficients sont égaux aux cosinus directeurs des DDL de translation par rapport au
déplacement du support. Pour les DDL de rotations ces coefficients sont nuls.

Exemple 1.11

Pour le systeme de la Figure 1-14. () ona A = {i} par ailleurs pour la Figure 1-14. (b) ona A =

d

Remplacant I'équation (1-37) dans (1-36) I'équation de mouvement des SPDDL soumis au
déplacement du support s'écrit donc :

Mii + Cu + Ku = =My = Pyss(t)
(1-38)
P.sr(t) est le vecteur chargement effectif correspondant au déplacement de support.
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Ug > Ug l Yy

(a) (b)

Figure 1-14. Exemples de calcul du vecteur A.

1.5 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté la démarche d'évaluation des équations de mouvement
des SPDDL, étape indispensable avant de passer au calcul dynamique des structures. Ces
équations s'écrivent en fonction des caractéristiques élastiques, massiques et d'amortissement de
la structure ainsi que des forces extérieures. Nous avons alors montré par la suite différentes
méthodes de détermination de ces caractéristiques a I'exception des caractéristiques
d'amortissement qui vont étre évoquées ultérieurement.
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2. Vibrations libres des SPDDL non amorties

2.1 Introduction

Dans cette section on s'intéresse a 1’étude des vibrations libres non amorties des SPDDL. Avec
cette étude on peut effectuer une analyse modale : détermination des fréquences et modes
propres de vibration.

Lorsqu'on impose des conditions initiales adéquates a une structure, il est possible qu’elle oscille
selon une des déformés caractérisant le mouvement de la structure. Ces déformés sont appelées
modes propres de vibration. Sachant qu’a chaque mode propre correspond un mouvement
harmonique de la structure autour de sa position d'équilibre. Les fréquences de vibration sont
appelées fréquences propres de la structure.

Dans le cas général, lorsqu'une structure est mise en vibrations libres, son mouvement peut étre
considéré comme la superposition de vibrations harmoniques selon les différents modes propres.

Le calcul des modes et fréquences propres de vibrations des SPDDL est présenté dans cette
section.

2.2 Détermination des pulsations et modes propres de vibrations

L'équation du mouvement d'un SPDLL non amortis en vibrations libres s'obtient a partir de
I’équation (1-17) en considérant que le vecteur des forces extérieures et la matrice
d'amortissement sont nuls.

Mii+Ku=0

(2-1)
Le mouvement en vibrations libres des SPDDL est donc la solution de I'équation (2-1). On
suppose qu'il est harmonique par analogie avec le mouvement en vibration libre des systemes a
un seul DDL (SSDDL). On peut alors écrire :
u(t) = Asin(wt + 9)

(2-2)
Avec :
A est le vecteur des amplitudes des déplacements a;.
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w est la pulsation (vitesse angulaire) en rad/s.
6 est I'angle de déphasage.

Les accélérations en vibration libres sont déterminées en dérivant deux fois les déplacements
(Eq (2-3)Error! Reference source not found.). Ainsi le vecteur des accélérations est donné par

ii(t) = —w?A sin(wt + 0) = — w?u(t)
(2-3)

En remplacant les vecteurs des déplacements et des accélérations dans I'équation de mouvement
ona:

—Mw?A sin(wt + 0) + K A sin(wt +6) =0

En divisant cette équation par sin(wt + 6) et en réarrangeant les termes on obtient la relation
suivante :

(K —w?>M)A =0
(2-4)
L'équation (2-4) est un systeme d'équations homogenes avec N amplitudes variables a; écrites

en fonction de la pulsation qui est aussi inconnue. Cette relation algébrique est nommée
probleme de valeurs propres w et de vecteurs propres A.

2.2.1 Les pulsations propres

Le systéeme d'équations (2-4) n'admet de solutions non triviales (a; # 0) que si le déterminant
de la matrice des facteurs des a; est non nul. Doncona:

IK — w2M| =0
(2-5)

En développant le déterminant de I'équation (2-5) on obtient un polynéme de degré N en fonction
de w?. Ce polyndme est appelé équation caractéristique. Il admet N racines w;? (i = 1, ..., N).
Puisque les matrices K et M d'un systeme stable sont définies positives, les w;? (i = 1, ...,N)
sont toujours réelles et positives. Ce sont les pulsations propres du systéme. Elles sont classées
dans un ordre croissant (w; < w, < -+ < wy). La plus faible pulsation w; est nommée
pulsation fondamentale.

A partir des w;? on peut déterminer les périodes propres T; (Eq.(2-6)) et les fréquences propres

fi (EQ. (2-7)).

21
Ti=_

wi

(2-6)
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fi=5.

(2-7)

La matrice diagonale formée des w;? (i = 1, ..., N) est appelée matrice spectrale (Eq.(2-8)).

w112 0 N T 0
0 0)222 N | XD 0
o=| i S :
0 0 wiiz 0
0 0 . 0 .:. (A)NNZ

(2-8)

2.2.2 Les modes propres

L'équation (2-4) est donc vérifiée pour les N valeurs propres de w;2. Ainsi pour chaque pulsation
propre est associé un vecteur propre des amplitudes A; solution de I'équation (2-9).

(K-w?MA; =0 (i=1,..,N)
(2-9)

Les systemes d'équations homogenes (Eq. (2-9)) admettent une infinité de solutions pour chaque
vecteur propre A;. Ce dernier ne peut donc étre déterminé que sous forme de rapports de
déplacements. En remplagant w;par sa valeur dans I'équation (2-9) on peut calculer ces rapports
de déplacements. Ceci en fixant une composante de ce vecteur, généralement la premiére ou
mieux la plus grande.

Les rapports de déplacements relatifs au vecteur propre A; sont rassemblés dans le vecteur ¢;
(Eq. (2-10)). Les vecteurs ¢; sont nommés modes propres du SPDDL.

b1
;= "5321' i=1,..,N)
dni
(2-10)
L'équation (2-9) peut étre alors aussi écrites en fonction des ¢;:
(K—-w?M)$p; =0 (i=1,..,N)
(2-11)

Les vecteurs des modes propres ¢; sont rassemblés dans une matrice appelée matrice modale
(Eq. (2-12)).
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D11 D12 Din

o= || P2 )| %22 .| O
On1/ \Dn2 DN
(2-12)
Il est également possible d'écrire :
K® = MoN?
(2-13)

Les modes propres représentent les différentes formes de vibration du SPDDL, ils dépendent de
la distribution des masses et des rigidités ainsi que des conditions initiales de vibrations. Les
SPDDL possédent donc N modes propres ¢; et N pulsations propres w;.

Exemple 2.1

Dans cet exemple on reprend le portique de la Figure 1-1, toute en considérant que m; = 2m,
m, =m, k; = 2k et k, = k (voir Figure 2-1). On souhaite calculer pour ce systéme a deux
DDL les pulsations propres w; et les modes propres ¢;.

m

L P P 5 5 P B B B R P

silsteleielalelalelelelelaielielols!

2m

—» Uy

2k

i
Figure 2-1. Modéle d'un portique a 2 DDL.

Tenant compte des rigidités et des masses indiquées sur la Figure 2-1 les matrices masse M et
rigidité K du systéme s'écrivent :

k=2 %]
=[5 ol
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Les pulsations propres sont la solution de I’équation caractéristique suivante :
PA)=|K—-2M|=0
Avecl = w?.
Pour simplifier le calcul du déterminant on suppose :
_[3k —-k1_,13 -11_ ,
k=7 l=eD )= aexk
_[2m 071__12 01_ /
M_[O m]_m[o 1]_meM
Ce qui conduit a :

|Cek’ — ACuM'| = 0

= |k’ —AC—mM’| =0
Ck

=>|k'=-AM'|=0

Avec A/ = A&m,
Ck

Ck
Cy

5 71-#T ll=o

s[Po2 TU) =0

On calcule alors A’ et on déduit A = A’

>(B=-21)(1-1)-1=0

520451 +2=0

A=25-4x2x2=9=>A=3
, 5-3 1 4, k k
2= = donn, = K rad/g2 et w, = [£ (rad/

=22 = 2d'o0 4, = 22 (T9/5) et w, = ﬁ (94/5)

On rappelle que les w; doivent étre numérotées de la plus petite a la plus grande valeur.

28



Vibrations libres des SPDDL

On peut aussi calculer les deux périodes propres :

lei—TIZZn /sz (s) et Tzzi—Z=2n % (s)

Ainsi que les deux fréquences propres :

f1=Tl1=\/§ (Hz) etf2=Tiz=\/% (Hz)

¢11
$21

Les modes propres ¢, = { } et ¢, = {¢12} sont obtenus par la résolution de I'équation :

¢22
(K—A4M)p; =0 i=12
Ou bien d'une maniére plus simple a travers I'équation :
(k' =A"MYp; i=1,2
On a donc pour le premier mode :

(k" =2 1M")p1 =0
_ 1 1
= ([—31 11] 2 g (1)){%3 - [8]

1
BRRPWN R R

2011 —¢21 =0
= 1
—¢11 + §¢21 =0

1 1 1><1
Gx D)

On a une infinité de solutions en ¢4, et ¢,;, on pose alors une valeur pour ¢, et on calcule
¢,4. Le plus simple est de poser ¢,; = 1 et on calcule ¢, par I’une des équations du systéme.
En utilisant la 1ére équation on obtient alors ¢p,; = 2. Le premier mode propre est donc :

#={)

De la méme maniére on calcule le second mode :

(k' =AM, =0

=2 -2 D{e-1
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Vibrations libres des SPDDL

G Gl

-1 1-(2x1) $22
—12 — 2 =0
=z {—(1)12 —¢2,=0

On pose ¢4, = 1 et on calcule ¢,, par I’une des équations du systeme. En utilisant la 1ére
équation on obtient alors ¢p,, = —1. Le deuxiéme mode propre est donné par :

b2 = {—11}

La matrice modale s'écrit :

=l il

La Figure 2-2 représente les modes propres du portique traité dans cet exemple.

Dp1 = 2
Uy

k /

2m

g '

ok 011 =1
77 7 Vi 7

. . 1

Sans vibrations Mode 1; ¢, = {;} Mode 2;; ¢, = {—1}

Figure 2-2. Modes propres du portique de I'Exemple 2.1

¢ et ¢, sont les modes (formes) de vibration du systéeme a 2 DDL de la Figure 2-1. Ce dernier
vibre selon le mode 1 avec la pulsation w, et selon le mode 2 avec la pulsation w.

2.3 Propriété d'orthogonalité des modes propres

Considérons deux modes distincts ¢; et ¢; avec w; # w;. On peut donc écrire a partir de
I'équation (2-11)

Pré multipliant respectivement ces deux équations par ¢ ]-T et
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o K¢ = w?p;" Mg,

(2-14)
¢ Kpj = i Mg,
(2-15)
A partir de I'équation (2-13) I'égalité suivante est par conseéquent vérifiée :
T T
(0,7 K¢i) = (wip;"M¢;) = ¢ Ko = wid,"M¢;
(2-16)
Par Soustraction des équations (2-14) et (2-15) on a :
0= (of — wf)d;" Mop;
Sachant que :
a)l-z #* a)jz L #]j
Onadonc:
¢ Mp; =0 i#j
(2-17)
Ainsi que :
¢ Kp;=0 i#j
(2-18)

On déduit que les modes propres de vibration possédent la propriété d'étre orthogonaux par
rapport aux matrices de masse M (Eq.(2-16)) et de rigidité K (Eqg. (2-17)). Cette propriété
constitue la base de la méthode la plus utilisée pour la résolution des SPDDL, la méthode de
superposition modale. Cette derniére va étre présentée dans la section suivante.

Pouri=j:

2_ 2
Wi = wj

Par conséquent :
¢ M # 0

¢ K¢ # 0
On peut également écrire a partir de I'équation (2-15):
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¢ Ko
O = g

(2-19)

Exemple 2.2

Dans cet exemple on Vérifie la propriété d'orthogonalité des modes propres calculés dans
I’Exemple 2.1 par rapport aux matrices M et K.

On a donc pour la matrice M :
A T [
"M, = 2m 2m}{_}}

¢1" Mg, = 0
Les modes propres sont donc orthogonaux par rapport a M.

Et pour la matrice K.
w."ke, =01 [ (]
0:."Kp, =k K} )

¢ K, = 0

La propriété d'orthogonalité est également vérifiée par rapport a K.

2.4 Conclusion

L’analyse modale des SPDDL concerne le calcul de ses pulsations et modes propres de
vibrations. Un SPDDL possede N modes propres caractérisant le mouvement des DDL. A
chaque mode propre, ou bien déformée propre du systéme, est associe une fréquence propre de
vibration.

L’analyse en vibration libre (analyse modale) est importante car elle permet de calculer les
fréquences propres des SPDDL et aussi de comprendre leur comportement vibratoire.

Les valeurs propres sont également utilisées pour le calcul de la réponse dynamique par la
méthode de superposition modale (méthode réservée pour un comportement linéaire). Cette
derniere sera présentée dans la section suivante.
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3. Vibrations forcées des systemes a plusieurs degrés de liberté

3.1 Introduction

Nous avons vu dans la premiére section, que le mouvement des SPDDL s'exprime par un systeme
d'équations différentielles couplées. Pour les résoudre, on peut utiliser les méthodes d'intégration
directe pas a pas. Par ailleurs, ces méthodes exigent un volume de calcul important (méthode
laborieuse). Pour les systemes dont le comportement est linéaire, la méthode de superposition modale
est préférée du fait de sa simplicité. Cette méthode sera présentée dans cette section.

3.2 Méthode de superposition modale

321 Principe de la méthode

Dans ce cas, la réponse est déterminée dans la base des modes propres de vibration ¢; i =1,...,N.
Cette derniére constitue une base orthogonale compléte de I'espace vectoriel d'ordre N. On peut donc
faire un changement du repaire pour passer des coordonnées géométriques aux coordonnées modales.

Les déplacements en coordonnées géométriques u(t) peuvent donc étre exprimés en fonction des
déplacements en coordonnées modales g; (t) sur cette base par la relation (3-1).

u(t) = X, ¢iq:(t) = Pq(t)

(3-1)
Ou q(t) représente le vecteur des déplacements en coordonnées modales g; (t).
La réponse est par conséquent exprimée par la superposition des réponses modales u(t)®:
u(®)® = ¢;q;(t)

(3-2)

Le passage des coordonnées géomeétriques aux coordonnées modales est effectué par la relation
suivante :

q(t) = 7 u(t)
(3-3)
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On peut éviter d'inverser la matrice @ en utilisant la propriété d'orthogonalité des modes propres
(Egs. (2-16) et (2-17)). En prémultipliant I'équation (3-1) par ¢jTM ona:

¢, Mu(t) = ¢;"MTIL; $:qi(6) = ¢;" Mepq;()
Ainsi on obtient :

¢, Mu(t)
(t) = XY———-2=
QJ( ) ¢jTM¢j
(3-4)
De méme on peut démontrer que :
. ;" Mu(t)
(t) = L0t
CI]( ) 6 TM;
(3-5)
3.2.2 Découplage des équations de mouvement. Cas des vibrations forcées non amorties
L'éguation de mouvement s'écrit pour les SPDDL non amortis comme suit :
Mii + Ku = P(t)
(3-6)

Reportant I'expression (3-1) dans I'équation (3-6) et pré multipliant les deux membres de I'équation
(3-6) par c|>]-T avecj =1,...,N, on obtient :

;"ML $idi(t) + ;KT diqi(t) = ¢, P(D) j=1.,N
(3-7)

Tenant compte de la propriété d'orthogonalité des modes propres par rapport aux matrices M et K
(Egs. (2-16) et (2-17)), I'équation (3-7) devient :

¢, Me;ii;(t) + ¢; Kpjq,;(t) = ¢;" P(t) j=1..,N
(3-8)

On pose les notations suivantes :
M*=¢ M
i =¢; Mo;
* T
K" = ¢; Ko,
* T
B'(t) = ¢ P(t)
M;", K;"et P;*(t) sont respectivement la masse, rigidité et chargement généralisés.
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L'équation (3-8) s'écrit alors :

(3-9)
Ou bien sous forme réduite et tenant en compte I'équation (2-18)
. P*(t) .
Gj(©) + wiZCIj(t) = 1]\4],* j=1,..,N
(3-10)

On observe que pour chaque mode j I'équation obtenue ((3-6) ou (3-7)) n'est autre que I'éguation de
mouvement d'un SSDDL ¢;(t) de masse M;" et de rigidité K;" soumis a un chargement dynamique

P;*(t). L'utilisation de la base modale a permis alors de transformer le systeme d'équations
différentielles couplées exprimées en fonction des coordonnées géométriques u(t) en un systeme de
N équations découplées en fonction des coordonnées modales g (t).

Exemple 3.1

On considére que le modele a 2 DDL du portique présenté par la Figure 2-1 est soumis a une force
harmonique égale a Pysindat appliquée suivant le premier DDL. Les modes et pulsations propres de
ce portique ont été déterminés dans I’Exemple 2.1. On veut déterminer les équations différentielles
découplées relatives a ce modele non amorti.

En utilisant les équations (3-10), le systeme a deux équations différentielles découplées est le suivant:

b

00+ 07 () = 2
P *

500 + 03,0 =2, 2

Les masses et les forces généralisées relatives au mode 1 valent :
M;* = ¢1TM¢1
~0 a2 )Y
=2m+4m=6m
P(t)," = ¢1"P(0)

-1 2) {Posgnat}

= Pysinwt
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Les masses et forces généralisées relatives au mode 2 valent :

Mz* = ¢2TM¢2

=i -1 [Zom mo] {—11}

=2m+m=3m
P(t)," = ¢2Tp(t)

{1 -1) {Posgnﬁt}

= Pysinwt

En reportant les grandeurs généralisées calculées et les valeurs des pulsations propres dans le systeme
a deux équations différentielles découplées, on obtient :

(D) + o gy (8) = L sinat
q1 qul = 6mSlTL(JJ

(0 + 25 0 (6) = 22 singt
020+ qa(t) = 5 sind

3.2.3 Découplage des équations de mouvement. Cas des vibrations forcées amorties

Le mouvement dans ce cas est décrit par I'équation de mouvement (1-17). Exprimant le déplacement
total par la superposition des réponses modales cette équation s'écrit sous la forme suivante :

M YN diGi(t) + CXNq didi(t) + K XiL, ¢:q:(t) = P(t)
(3-11)

Pré multipliant I'équation (3-11) par ¢ ]-T et tenant en compte la propriété d'orthogonalité des modes
propres par rapport aux matrices M et K on obtient :

M)+ ¢, CI d;q;() +Ki'q;(t) =P"() j=1,..,N
(3-12)

L'ensemble des équations données par (3-12) sont des équations différentielles couplées a I'exception
si les modes propres Vérifient la propriété d'orthogonalité également par rapport a la matrice
d'amortissement C, c'est le cas d'un SPDDL a amortissement classique. Ce dernier posséde les mémes
modes propres qu'un systeme non amorti.

Par conséquenton a:
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¢;"Cp; =0 i#j

(3-13)
On définit I'amortissement généralisé C;" par :
* T
G = Co;
L'équation (3-12) devient :
M;*G;(t) + G q;(t) + K;"q;(t) = P"(t)  j=1,..,N
(3-14)

On a donc obtenu N équations découplées. Chacune de ces équations représente I'équation d'équilibre
d'un SSDDL g;(t) de masse M;", d'amortissement C;” et de rigidité K;".

Par analogie avec les SSDDL I'équation(3-14)peut étre écrite sous la forme suivante :

.. . Pj*(t) .
G;j() + 2&w;4;(t) + wiq;(t) = IJV,]_* j=1,..,N
(3-15)
Avec ¢; est 'amortissement modale. 1l est égal a
_ ¢
E] - ZM]'*(.U]'
(3-16)
Exemple 3.2

Reprenant I’Exemple 3.1en tenant compte de I'amortissement. On suppose que les amortissements
modaux relatifs aux deux modes sont égaux a ¢.

Utilisant les équations (3-15) on obtient le systéme a deux équations différentielles découplées
suivantes :

P *
50+ 2601000 + 07,0 = 22
P *
G2 (t) + 28,w,G2(t) + wFq(8) = ;/12(?

Ce systeme s'écrit pour le portique étudié comme suit :
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510D + 28 == 4,05 + ~—a, (6) = 22 sinat
G1(t) +2¢ ﬁfh() %ql()—%smw
G, (t) + 2 2K o0 + 25 000 = 22 sinat
'p) meZ() sz()—3m5mw

3.24 Détermination des caractéristiques d'amortissement

Il a été mentionné précédemment que la matrice d'amortissement C doit vérifier la propriété
d'orthogonalité par rapport aux modes propres de vibration. Ceci peut étre vérifié si elle s'exprime
par une combinaison linéaire des matrices de rigidité et de masse sachant que les modes propres sont
toujours orthogonaux par rapport a ces deux matrices.

Lors de I'analyse dynamique, généralement I'amortissement de la structure n'est pas exprimé par la
matrice d'amortissement C mais plutét par les amortissements modaux &. Ces derniers peuvent étre
calculés ou bien tirés de la réglementation.

3.24.1 Amortissement de RAYLEIGH

Dans ce cas la matrice C est exprimée par une combinaison linéaire des matrices M et K tel que :

C =aM + BK
(3-17)
a et B sont des constantes liées a I'amortissement de la structure.

La relation suivante est également vérifiée pour chacun des modes j :

(3-18)

Selon I'équation (3-16) I'amortissement modal (Figure 3-1) s'exprime alors par :

E _ aM;*+BK;" _ o« + Lw;
LT oMiw; | 2w 2

(3-19)

Les coefficients a et § peuvent étre déterminée connaissant deux valeurs d'amortissement modaux

Ei et E}

@ , Bw:
éi_zfui-i_ 2

=@ B
fj—ij-i- 2
Onadonc:
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a =21 (w;d; — wig))

22
wj*—wj
wiw]-

p=25 (- 2+ 1)

wjt-w?

(3-20)

Rayleigh damping
- Bw
| $n= a/2w,| + "/2

\ LY -
\ \ ¥
" $i \ /,\
A e $n = I;w"/z
\ =
X -
y\/ $n= “/,zw"
~ ~—
Tt ‘4 -
/ -

Figure 3-1. Amortissement de Rayleigh.

Une fois ces coefficients sont calculés les amortissements des autres modes sont déterminés par
I'égquation (3-19).

On note que l'amortissement modal est composé de deux termes le premier est inversement
proportionnel a la pulsation tandis que le deuxiéme est proportionnel a la pulsation. Cependant, en
réalité, il est souhaitable d'avoir un amortissement modal indépendant de la fréquence c'est a dire
considérer la méme valeur de ce coefficient pour tous les modes propres. Ceci peut étre effectué par
un choix approprié des coefficients o et 5. En effet, on suppose dans I'équation (3-20) que ¢&; = &;,

w; est prise égale a la pulsation fondamentale du SPDDL (w; = w4) et w; est considérée égale a la

plus grande pulsation d'intérét de la structure. Il en résulte un amortissement sensiblement constant
entre ces deux pulsations.

Exemple 3.3

Soit un systeme a 3DDL de pulsations propres suivantes :
wy =11.62rad/s ;w, = 27.54% et wy; = 45.85rad/s.
Les amortissements modaux du premier et troisiéme mode sont égaux a :
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On veut calculer I'amortissement modal relatif au second mode &,.

On sait que :

a Bw;
= — 4 —
$2 20, 2

a et B sont les solutions du systéme d'équations suivant :

ﬁw1

{51 B 2w1 2
ﬁw3

$3 —m —

{005—0043a+5810ﬁ
0.15 = 0.011a + 22.9258

s { a =0.297
B = 0.0064

Donc :

0297 0.0064x27.54
f2 = 2x2754 2

Ez = 9.35 %

3.2.4.2 Amortissement de CAUCHY

C'est une généralisation de I'amortissement de RAYLEIGH. Dans ce cas la matrice d'amortissement
est constituée a partir de la combinaison linéaire de p termes du produit de la matrice de masse et de
la matrice de raideur (Eg. (3-21)). On retrouve I'amortissement de RAYLEIGH pour p=1.

C=M[Zh_,a,(M1K)?]

(3-21)
A partir de I'équation (3-21) on peut avoir I'amortissement modal relatif au mode i :
1
¢ = IZ Oabwl 2b
(3-22)

Les constantes a; peuvent étre calculées conaissant les p-1 valeurs de ;. Ainsi on peut s'aranger
dans le choix de ces canstantes pour avoir un coefficient modal constant.
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3.25 Calcul de la réponse dynamique des SPDDL par la méthode de superposition modale

La solution g;(t) de chacune de ces équations decouplées ((3-10) ou (3-15)) est determinée par les
différentes techniques utilisées pour la résolution des équations différentielles des SSDDL. Les
solutions peuvent étre obtenues par I'intégrale de Duhamel :

q;(0)+§jw;q;(0) si

q;(t) = e Siwjt (qj(O) oS Wq; + in wdj) +

mfotl?j*(r)e_ff“’i(t_’) sinwg ;(t —1)de
J

(.Udj

(3-22)
Ou:
q;(0) et ¢;(0) sont calculés a partir des conditions initiales en coordonnées géometriques u(0) et
1(0) (Egs. (3-4) et (3-5)).

Wq  est la pulsation amortie relative au mode i.

La réponse relative a chaque mode est donnée par I'équation (3-2). Par la suite, la réponse totale se
calcule par la superposition de ces réponses modales en utilisant I'équation (3-1). On note que
généralement pour les basses fréquences (les premiers modes), on a des contributions des modes plus
importantes que celles des hautes fréquences (les modes supérieurs). En conséquence, dans la plupart
des cas il n'est pas nécessaire d'inclure toutes les réponses modales dans la réponse totale.

(3-23)

Connaissant les déplacements des noeuds, on peut calculer les efforts internes ou bien les contraintes
agissant en chaque élément de la structure.

On peut également calculer les forces élastiques F,(t) qui sont obtenues en multipliant la matrice de
rigidité de la structure par le vecteur déplacement, ainsi on a :

F(t) = Ku(t) = Kq(t) = L) K$iqi()
(3-24)

Les forces F,(t) donnent les déplacements u(t) en statique qui sont équivalentes aux effets
dynamiques. Elles sont exprimées souvent en fonction de la matrice M, du fait de sa structure
diagonale, en utilisant I'équation (2-11).

F(t) = XIZY Mop;w;?q; ()
(3-25)
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Exemple 3.4

Cet exemple a pour but d'évaluer la réponse dynamique du portique présenté par la Figure 2-1 en
utilisant la méthode de superposition modale. Ce portique est soumis a une force harmonigque égale
a Pysinawt. Elle est appliquée suivant le premier DDL. On considére que les amortissements modaux
sont égaux a & et que le systeme est initialement au repos.

Les déplacements du portique s'obtiennent en superposant les déplacements modaux relatifs aux deux
modes propres du portique :

u(t) = u(®)® + u@®)®

= ¢1q1(t) + P44 (0)

Les modes propres et les pulsations propres ont été calculés dans I'exemple 2.1, on a :

w; = \[g ("% )etw, = \[% (/s

b1 = {é}etd’z = {—11}

Les déplacements en coordonnées modales q4 (t) et q,(t) se calculent par la résolution des deux
équations différentielles découplées. Ces dernieres ont été déterminées dans I'Exemple 3.2 comme
suit :

"tZk't k t_Po__t
dq () + 28 ﬁ%()‘*ﬁ%()—asmw

G, (t) + 2 2K i + 0,0 = 2 singt
6200+ 28 = 0,0 + = z(0) = 5= sin

On reconnait pour chaque mode I'égquation d'équilibre dynamique d'un SSDDL soumis a une force
harmonique. Les solutions de ces équations s'expriment alors comme suit :

o . PoD; .
q:(t) = e %1%t (A; cos wq; + By sinwg;) + Wsm(wt -0) i=1.2
Le coefficient d'amplification dynamique pour les charges harmoniques D;est donné par :

D= ((1-p2) +@p?)  i=12

Et le déphasage 0; est égale a :
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Le rapport des fréquences B; est donné par :

Les constantes A; et B; sont déterminées a partir des conditions initiales, supposées nulles dans ce
cas:

u(0) = 0 = q(0) = Oet(0) =0 = ¢(0) = 0

q;(0)=0= (4;)) + Dsm( 6;)=0 i=1.2

3k
PyD;

i=1,2

4:(t) = e 5@t (—Ajwq; Sin wq; + B; 04,08 wq;) — Ewe 5% (A; cos wy; + B sinwy,)

PyD; .
+ ﬁwcos(wt 0;) i=1,2
PyD;
CIL(O)—0=>(de) fw(A)+—wcos( 0;))=0 i=1,2

3k

, 1 PoD; P,D; ,
qi(0)=0= B; :‘U_di(fwi( 3K sm@l-)—wa)wm?) i=12

PyD;
B; = —(fsm@ BicosB;) i=12

Yo3kJ1-22

La réponse totale est égale donc a :

_(q1(®) + q2(D)
u®) = {Z‘h(t) - ‘h(t)}

En régime permanant, la solution homogeéne de I'équation différentielle est négligée on a donc :

u(t) = &{ Dysin(wt —6;) + Dysin(@t — 92)}
~ 3k 2D;sin(@wt — 6,) — D,sin(@t — 65)

3.3 Calcul de la réponse sismique des SPDDL par la méthode de superposition modale

331 Réponse temporelle

Le mouvement engendré par une sollicitation sismique est représenté par un déplacement du support.
L'équation d'équilibre d'un SPDDL soumis & ce type de chargement est donnée par I'équation (1-38).
Exprimant le déplacement par la superposition des réponses modales (Eg. (3-1)) et supposant que la
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matrice d'amortissement est orthogonale par rapport aux modes propres, on obtient N équations
différentielles du second degré découplées exprimées sous la forme suivante :

.. . -Lj .. .
Gj(®) + 2&wiq;(t) + a)quj(t) = M—jiug(t) j=1,..,N
(3-26)
Avec :
L =¢;"MA
(3-27)

Le facteur de participation modale s'exprime par la relation (3-28). On note que ce facteur dépend de
la norme adoptée pour le mode propre :

(3-28)

Il est & noter qu'il est possible d'avoir une idée sur I'importance de contribution des modes propres a
la réponse totale en comparant les valeurs absolues des facteurs de participation modales.

L'équation (3-26) s'écrit alors en fonction du facteur de participation comme suit :
;) +2&w;q;(t) + wiq;(t) = —qiy(t)  j=1,..,N

(3-29)

Utilisant I'intégral de DUHAMEL, la solution de cette équation dans le cas des conditions initiales
nulles est donnée par :

it (=T s
q;(t) = —wa—;jfo iy (T)e %1% sin wq ;(t — T)dt = a;d;(t)
(3-30)
Avec :
1 ot i (E—T) s
di(t) = _defo iig(1)e §j@i(t=D gin wq ;(t —T)dt

(3-31)
d;(t) represente la solution de I'équation différentielle (3-32). C’est I'équation d'équilibre d'un
SSDDL soumis a un déplacement de support u, (t).

(3-32)

Le déplacement modal relatif au mode j s'écrit alors :
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u(®)V) = ¢;a;d;(t)

(3-33)
Par la suite le déplacement total s'obtient par sommation sur I'ensemble des modes :
u(t) = ¥ pja;d;(t)

(3-34)
Les forces élastiques totales sont alors :
F(6) =YV E@OD = 212 Mg;w2a;d;(t)

(3-35)

Le mouvement sismique peut étre également représenté par un effort horizontal V (t), effort tranchant
a la base égal a la somme des projections horizontales des forces élastiques.
V(t) = ATE,(¢t)

(3-36)

3.3.2 Réponse spectrale

3.3.2.1 Reéponse modale maximale

Dans la section 3.3.1, nous avons déterminé la réponse temporelle des SPDDL soumis aux
mouvements sismiques. Par ailleurs, en calcul de structure, il n'est pas généralement nécessaire de
connaitre toute I'histoire temporelle de la réponse. C'est sa valeur maximale qui est utilisée pour le
dimensionnement. En effet, la méthode modale spectrale représente une alternative intéressante.

On rappelle que pour un SSDDL, la réponse maximale est obtenue directement par le spectre de
réponse de la sollicitation. Du moment que les équations découplées (Eq. (3-29)) sont celles des
SSDDL, on peut déterminer les déplacements maximums en coordonnées modales Q00 POU

chaque mode, en utilisant les spectres de réponse.

Dans le cas d'un SSDDL soumis a un déplacement de support u,(t), on rappelle que le spectre de
réponse en déplacement SD(EJ-,w]-) est défini par I'équation (3-37) pour I'ensemble des couples

(& @j).
1 t.. _&.wi(t— .
Sp(§), w;) = Max [_w_d].fo ity (1)e =411 sinwy (¢ — ‘[)d‘r]
(3-37)
On peut alors écrire pour chaque mode j :
4 = S0(&50 1)
(3-38)
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On déduit & partir de I'équation (3-33) les déplacements maximums modaux u®) ., ;. :

u(j)max = (;bj-aj-SD(fj; wj)
(3-39)

En utilisant I'équation (3-40) donnant la relation entre les spectres en déplacement, spectres en pseudo
vitesse Sp(&;,w;) et spectres en pseudo accélération S, (&, w;). Les déplacements modaux
maximums s'expriment alors par I'équation (3-41).

Sp(&j wj) = wijsv(fj' w;) = wi].zSA(‘fj' ;)

(3-40)

. a; aj
uDmax = 955y (8, @) = 258,54 (8) w))
(3-41)

En utilisant I'équation (3-35), les forces élastiques maximales relatives au mode j sont données par :

Fe (J)max = aJ'Md)J'SA (ff’ wj)
(3-42)

3.3.2.2  Réponse totale maximale

Pour chacun des modes propres, les maximums des réponses peuvent étre calculés selon la démarche
citée précedemment, ces maximums par ailleurs sont atteints a des instants différents. Par
conséquence la superposition (la somme) des réponses maximales n'est pas forcément égale a la
réponse totale maximale, elle constitue, par contre, une enveloppe de celle-ci. La sommation des
réponses modales maximales surestime alors la réponse totale.

En pratique, plusieurs formules ont été proposées pour obtenir une approximation adéquate de la
réponse totale maximale. On cite, par exemple, la combinaison quadratique ou la réponse totale
maximale R qui s'exprime en fonction des réponses modales maximales R; par la relation (3-43), elle
est égale a la racine carrée de la somme des carrés des contributions maximales modales.

La combinaison quadratique aboutis & des résultats satisfaisants lorsque I'amortissement est faible et
les fréquences propres des deux modes sont suffisamment écartées. Pour dépasser les limites de cette
combinaison on peut utiliser la combinaison quadratique compléte qui exprime la réponse maximale
comme suit :

(3-43)
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R =~ \/Zlivzl Y1 pij RiR;
(3-44)

Ou p;; représente le coefficient de corrélation entre les modes i et j. Il s'écrit en fonction des

pulsations propres et des amortissements modaux de ces deux modes. La formule (3-44) peut étre
utilisée pour calculer ce coefficient.

8 [§i§jwiwj(widitw)éj)wiw;

pij =

(wiz—wj2)2+4fifj(a)i2+w]-2)wl-a)]-+4(fl-2+E]-2)wl-2w]-2

(3-45)

3.4 Choix du nombre de modes

Théoriquement le nombre de mode est égale au nombre de degré de liberté N. Ce nombre est trés
élevé dans le cas des structures réelles. Il est nécessaire, donc, de déterminer les N réponses modales,
ce qui n'est pas pratiqguement réaliste. Heureusement, l'expérience a montré que les modes
supérieures ont une contribution négligeable dans la réponse totale de la structure, cette derniére est
réellement contrélée seulement par les premiers modes de vibration.

En effet, on doit avoir un moyen pour identifier le nombre de modes nécessaires N,,,, << N & retenir
dans une analyse dynamique par la méthode de superposition modale.

La masse modale m;*, définie comme la masse participante pour un mode i est un parametre qui peut
étre utilisé pour choisir le nombre de mode a considérer. Cette masse se calcule par le rapport suivant:

* __ (Li)z
my ="y
13

(3-46)
Lorsque les N modes propres sont considérés, la somme des masses modales est égale a la somme
totale M; de la structure sollicitée dans la direction A. On a alors :
My = ATMA= YN m;*

(3-47)

En pratique on choisit les modes qui permettent d'avoir une participation de la masse supérieure ou
égale &4 90 % de la masse totale. Le nombre de modes nécessaire N,,,, est défini alors par la relation
suivante :

Y mt > 90%Mq

(3-48)

47



Vibrations forcées des SPDDL

3.5 Conclusion

La méthode de superposition modale est utilisée dans cette section pour le calcul de la réponse
dynamique des SPDDL. Cette méthode suppose que la réponse totale est égale a la superposition des
réponses obtenues pour chaque mode propre de vibration.

A travers cette méthode I'analyse dynamique d'un SPDDL & N DDL peut étre ramenée a I'analyse de
N SSDDL grace a la propriété d'orthogonalité des modes propres par rapport aux matrices masse et
de rigidité. On a vu que la matrice d'amortissement peut également vérifier cette propriété en utilisant
des modeles spécifiques.

La méthode modale spectrale, utilisée généralement pour le calcul sismique, consiste a superposer
d'une maniére adéquate les réponses modales spectrales. Ces derniéres sont déterminées a travers le
spectre de réponse de la sollicitation imposée. Cette méthode présente I'avantage de donner une
bonne approximation de la réponse maximale utilisée couramment pour le dimensionnement des
structures.

En pratique, la superposition d'un nombre réduit de modes propres est suffisante pour représenter
correctement le mouvement dynamique des SPDDL.

On note par ailleurs que la méthode de superposition modale présente certes un outil simple pour
I'étude dynamique des SPDDL mais présente l'inconvénient de sa limitation aux systémes élastiques
linéaires.
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4. Travaux diriges
4.1 Série de TD N°1 : Equations de mouvements des SPDDL

4.1.1 Rappel de la formulation des équations de mouvement des SPDDL

L'éguation de mouvement d'un SPDDL :Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = P(t).

Avec :

u(t), u(t)etii(t)sont respectivement les vecteurs de déplacements, vitesses et accélérations.
K: matrice de rigidité. Elle est symétrique, définie positive et a une structure bande.

K;;: est la force (moment) engendrée suivant le DDL i par un déplacement (une rotation) unitaire
imposé au DDL j, lorsque les autres DDL sont bloqués.

K=6"16 estlamatrice de flexibilite.&;; est le déplacement produit au DDL i par une force
unitaire appliquée au DDL j lorsque les autres DDL sont blogués.

M: matrice masse.

my;: est la force d'inertie (moment d'inertie) engendrée suivant le DDL i par une accélération
(une accélération rotationnelle) unitaire imposé au DDL j, lorsque les autres DDL sont bloqués.

La masse de la structure est généralement considérée concentrée en nceuds. Dans ce cas elle est
diagonale.

Les masses nodales sont évaluées en considérant les regles de la statique en supposant I'élément
entre deux nceuds simplement appuyé.

Pour les DDL de déplacements la masse est égale a la masse parcourue par ce DDL.

Pour les DDL de rotation, si 1'é¢tendue de la masse répartie est importante 1’inertie massique
rotationnelle Jo doit étre considérée dans les calculs. Si non on peut supposer une inertie
rotationnelle Jo nulle.

C: matrice d'amortissement. Les caractéristiques d’amortissement sont difficiles a évaluer. En
pratique I’amortissement est traité autrement.
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P(t): vecteur des forces extérieures. 1l est constitué des efforts appliqués aux DDL. Si les efforts
ne sont pas appliqués aux DDL on utilise les regles de la statique pour évaluer les forces nodales
équivalentes, en supposant que 1'élément entre deux nceuds est simplement appuyé.

Dans le cas d'excitation de support par un déplacement w, (t): P(t) = Pess(t) = —MAiiy(t).
A : est le vecteur donnant la direction de la sollicitation.

Le vecteur A a pour composantes 1 dans la direction du mouvement de translation, O pour les
autres directions.
4.1.2 Exercices

Exercice 1.1

Ecrire I’équation de mouvement des deux systémes a 3 degrés de liberté de la Figure 4-1.

OO Gy

Figure 4-1. Modeles masse-ressort-amortisseur de deux
systemes a 3 DDL

Exercice 1.2

La structure d’un batiment est formée de cinq (05) portiques identiques a celui représenté en
Figure 4-2. La section d’un poteau est de (30 x 30) cm?. Le module de Young est égal a 3.10’
kN/m2, Les planchers sont supposés infiniment rigides. La masse du premier niveau est de
140tonnes alors que celle du second est de 150 tonnes. La masse des poteaux est négligée. On
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demande d’écrire 1’équation de mouvement de ce systéme soumis aux chargements P;et P,en
considérant les degrés de liberté uset u, montrés par la Figure 4-2 .

P, Uo
—
3,0m
iy

3,3m

Figure 4-2. Portique constituant le batiment (Exercice 1.2).

Exercice 1.3

Soit a étudier la structure montrée par la Figure 4-3 ou les deux masses sont considérées comme
ponctuelles. Par ailleurs, les déformations axiales de la poutre et de la colonne sont négligeables
ce qui permet de traiter cette structure comme un systéme a deux degrés de liberté, ceux indiqués
sur la figure. Formuler I’équation de mouvement de cette structure. Pour I’application
numérique, on donne : M=600 kg ; E.1=2100 tf.m2; L=500 cm, P(t)=10 sin 20t.

‘p(t)
2

—m T r’ul
usz

L El=C™

L

—

Figure 4-3. Modéle de la structure étudiée en Exercice 1.3

Exercice 1.4

La Figure 4-4 montre un modéle a deux masses concentrées. Ce modéle est retenu pour 1’étude
d’une poutre en béton armé de masse volumique y, de longueur L, de section rectangulaire
(a x a) et de rigidité EI. Elle est soumise aux chargements pi(t) et p2(t). On demande :

51



Travaux dirigées.

1. D’écrire 1’équation de mouvement dans le cas ou seuls les déplacements horizontaux des
masses sont considereés.

2. De réécrire 1’équation de mouvement en considérant que les rotations des masses sont aussi
libres.

Pour l'application numérigue on donne :y = 2.5 t/m3; E=2x10°kN/m?; L=4m, la section de la
poutre (30 x 30)cm?

ma
YA

L/2

p1(t)

L/2

LIS ?

Figure 4-4. Modéle de la poutre étudiée en Exercice 1.4

Exercice 1.5

Soit une barre infiniment rigide de masse totale m supportée par deux ressorts de rigidité ket
kocomme le montre la Figure 4-5.

1. Formuler I’équation de mouvement en considérant que les déplacements verticaux des deux
extrémités de la barre sont libres.

2. Formuler I’équation de mouvement en considérant que seuls le déplacement vertical et la
rotation du centre de masse de la barre sont libres.

,, Barrerigide

——

Figure 4-5. Modéle de la barre étudiée en Exercice 1.5
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Exercice 1.6

La Figure 4-6 montre un plancher infiniment rigide de dimensions (6 x 6) m? et de masse totale
m de 60 tonnes reposant sur 4 poteauxde raideurs variables et de masse négligeable. La section
d’un poteau est de (30 x 30) cm? et la hauteur est égale a 3 m. Le module de Young quant a lui
vaux 3.107 kN/m2, La structure est non amortie. En considérant un modeéle a trois degrés de

liberté (les déplacements du centre de masse u, et u,, et sa rotation autour de I’axe Zug). On

demande de formuler 1’équation de mouvement Si cette structure est soumise a un déplacement
de support u, appliqué dans le sens y de la structure.

2EI El
NN SN

Figure 4-6. Modéle utilisé dans Exercice 1.6

4.2 Série de TD N°2 : Calcul de la réponse dynamique des SPDDL par la méthode de
superposition modale

4.2.1 Résumé du calcul de la réponse dynamique par la méthode de superposition modale

1. Discrétisation

2.Calcul des matrices de masse M et de rigidité K. Estimation du facteur d'amortissement modale
&;(au moins pour deux modes)

3. Analyse modale : calcul des pulsations propres w;et modes propres ¢;:
det(K—w?M)=0=> w?(=1..N) (0<w,<-<w;<- <wy)

(K —w?*M)p; =0 = ¢; (i=1..N)

4.Calcul du déplacement modal

4.1. Calcul des caractéristiques généralisées :

M; = 0" M@ et P(t); = @, P(t)
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4.2. Estimation de « et 8 & partir des deux amortissements modaux connus,

Calcul des autres valeurs d'amortissement modal par :¢; = % +£ ;""
1A

4.3. Résolution des équations différentielles découplées :
Gi() + 2§04 () + wi"qi() = — == qi(6) = i, (O) + 4, (©) (i=1..N)
L
La réponse homogene :
i, (t) = e_fi“’it(Aicos(wdit) + Bl-sin(wdit))
La réponse particuliére qip(t) dépend du chargement. Dans le cas général on peut utiliser
I'intégrale de DUHAMEL.

Les conditions initiales en coordonnées modales sont exprimées a partir des conditions initiales

_ ¢iMu(0), . _ ¢TmMu(0)
T ¢TMy; 4:(0) = oTmMo;

en coordonnées géométriques par :q;(0)

4.4. Calcul de la réponse pour chague mode:
Déplacement :u(t) = ¢; q;(t)(i = 1..N)
Force élastique dynamique :F!(t) = wZMd;q;(b).

5.Calcul de la réponse totale par superposition modale :

N
u(®) = ) ¢ a:®
i=1
N
R(0) = ) w?Miai(®)
i=1

422 Exercices

Exercice 2.1

La Figure 4-7 montre un modéle a 2 masses concentrées. Ce modele est retenu pour I’étude
d’une poutre en béton armé soumise a une force constante égale Po. Seuls les déplacements
horizontaux sont autorisés.

1. Calculer les modes propres de vibration. Et démontrer qu’ils vérifient la propriété
d’orthogonalité.

2. Calculer les déeplacements provoqués par la force.

3. Calculer les forces élastiques.

4. Tracer les diagrammes des efforts internes a t=T»

AN : L=4m ; m=8 tonnes, EI1=25.10"N.m? et Po=65kN.
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—>@ mL/4
Po
L/2 El
Ay mL/2
El
L/2
y
[F T

Figure 4-7. Modeéle de la poutre étudié en Exercice 2.1

Exercice 2.2

La Figure 4-8 montre le modé¢le d’un batiment de trois étages. Les planchers sont supposés
infiniment rigides. Les masses des planchers sont considérées concentrées ce qui permet de
traiter cette structure comme un systeme a trois DDL dans le cas ou elle serait soumise a des
excitations horizontales. Les DDL autorisés sont les déplacements horizontaux des planchers
Uy, u, et ug. Par ailleurs, les déformations axiales des poteaux et poutres sont négligeables dans
le calcul des rigidités équivalentes de chacun des niveaux.

1. Calculer les pulsations et modes propres de vibration. On donne @, =11.62(rad/s)

2. Si la structure est mise en vibrations libres en déplacant les planchers de u; = 0.75 cm, u, =
—2cm et uz = 0.75 cm puis on les libére soudainement a I’instant t = 0, quelle serait la

déformée a ’instant t = w—" . On considére dans ce cas que la structure est non amortie.

1

3.0n suppose que les facteurs d'amortissement du premier et troisieme mode sont
respectivement égaux & 5% et 15%. Calculer le facteur d’amortissement du deuxiéme mode.

4. Déterminer le déplacement en régime permanant au niveau des trois planchers si la structure
est soumise a un chargement harmonique appliqué a 1’étage supérieur p(t) = 25sinwt avec
o = 1.1w,. L’amortissement dans ce cas est pris en compte.

5.En déduire les déplacements et les forces élastiques maxima ainsi que I’effort tranchant
maximum géneéré a la base du batiment.

55



Travaux dirigées.

400 t

k=120 MN/m

400t

k,=240 MN/m

400 t

ks=480 MN/m

Figure 4-8. Modéle du batiment étudié en Exercice 2.2

Exercice 2.3

Soit la structure illustrée par la Figure 4-9 soumise aux chargements pa(t) et pz(t) donnés par la
Figure 4-10. La section d’un poteau est de (25 X 25) cm?. Le module de Young est égal a
2.10*“MPa. Les planchers sont supposés infiniment rigides. Leurs masse linéaire m=5t/m.

1. Calculer les pulsations et les modes propres de vibration.
2. Déterminer la déformé de la structure a I’instant t = 0.1s.
3. En déduire a cet instant I’effort tranchant développé a la base du portique.

4. Déterminer les déplacements maximums.

m u
N p2(t) —> =
3.2m
m m
pl(t) 7 ﬁ;
3.2m
X: l ‘
—r—>
5m 5m

Figure 4-9. Portique a 2 DDL utilisé pour I’Exercice 2.3
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P4 (kN)
100

P,(kN)

»

50

_ >
rt(s) 0.2 t(s)

0.2

Figure 4-10. Chargements appliquées au portique de
I’Exercice 2.2

4.3 Série de TD N°3 : Analyse modale spectrale

4.3.1 Résumé de la méthode modale spectrale

1. Discrétisation

2. Calcul des matrices de masse M et de rigidité K et estimation du facteur d'amortissement
modale &;(au moins pour deux modes)

3. Calcul des pulsations propres w;et modes propres ¢;:

det(K—w?M)=0 > w?(=1..N) (0 <w,<-<w;<-<wy)
(K —w?M)p; =0 = ¢; (i=1..N)
4. Déterminer le nombre de modes N,,,, nécessaire :

Nmn

Z m; = 90%M
1

T
L _ (0 Mb)?
M; ;" Mo;

La masse modale: m*; =

La masse totale My = ATMA
5. Estimation de a et B & partir des deux amortissements modaux connus, et calcul des autres

Bt (i =1..Np)

valeurs d'amortissement modal par :¢; = % +54
2

6. Calcul de la réponse spectrale en déplacement, pseudo vitesse ou pseudo accélération a partir
respectivement du spectre de réponse de déplacement, vitesse ou accélération :

Spectre en déplacement S, (T;,¢;) (i =1... Nypy)

Spectre en pseudo accélération : S,(T;, &) = w;2Sp(T;, &) (i =1 ... Npy).
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Spectre en pseudo vitesse : Sy, (T;, &) = w;Sp(T;, &) (i=1..Npnn)
7. Calcul de la réponse maximale pour chaque mode :

Déplacement modale maximum :
@ i
U max = F DiSa(w;, &)
Force élastique modale maximale :

F,® =a; M@;S4(w;, &)

max

Ly _ QiTMA

Facteur de participation modale : a; = —— = —
M; @i M@;

8. Calcul de la réponse totale maximale R,,,, par superposition modale en utilisant une regle de
cumule comme, par exemple, la régle SRSS :

43.2 Exercices

Exercice 3.1

La structure d’un batiment est formée de cing (05) portiques identiques a celui représenté en
Figure 4-11. La section d’un poteau est de (30x30) cm?. Le module de Young est égal a 3.107
KN/m?. Les planchers sont supposés infiniment rigides. La masse du premier niveau est de 140
tonnes alors que celle du second est de 150 tonnes. Le facteur d’amortissement du premier mode
est égal @ 10% et celui du second mode est de 5%. Le spectre de pseudo-vitesse Sv (en cm/s)
de la zone ou sera construit le batiment est donné par la Figure 4-12 les courbes pour &= 5% et
10% y sont représentées.
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Travaux dirigées.

T u2 ;
e ]

U1I

3,3m

_

Figure 4-11. Portique constituant le batiment étudié en

Exercice 3.1
12
10 —
8 //i’
© 6 ///'
5 /)
= 4 // —10%
NN /4
/. —a—5%
0o & —
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

Période T [s]

Figure 4-12. Spectre de Pseudo vitesse (Exercice 3.1).

1. Calculer les pulsations et modes propres de vibration.
2. Déterminer les déplacements maximaux relatifs induits par 1I’événement sismique.

3. Déduire de 2/ les efforts élastiques maximaux et I’effort tranchant maximum a la base.
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Travaux dirigées.
Exercice 3.2

Soit a étudier la réponse dynamique d’un batiment de cing étages. Les masses de tous les niveaux
sont égales a 300 t. Les pulsations et les modes propres de vibration calculés a travers une
analyse modale sont donnés ci-apres:

0,06 0,39 090 1,00 —0,91\ w; =5486 rad/s
022 096 1,00 -0,21 1,00 | w, = 35,027 rad/s
®=| 045 100 —047 —072 —0,88 |ws;=99,247 rad/s
072 029 -097 085 052 |w,=191,796 rad/s
1,00 —-090 063 —031 -0,14/ o, = 285,635 rad/s

La construction est réalisée dans une zone ou le coefficient d’accélération A vaut 0,1. Le facteur
de comportement R est de 4 et le facteur de qualité Q est estimé a 1,2. Cette structure est fondée

sur un sol rocheux (T1=0,15s et T>=0,3s). Le coefficient de correction d’amortissement # est de
1.

1. Quel est le nombre de modes nécessaire pour le calcul dynamique de cette structure ?
2. Déterminer les déplacements relatifs maxima induits par un séisme.
3. Déduire de 2/ les efforts élastiques maxima et 1’effort tranchant a la base.

On donne le spectre de pseudo-accélération des RPA :

Q

T
. —(2.5n=— <T<
125A<1+T1<25nR 1>>O_T_T1

Q
. 2.57(1.254) (ﬁ) T,<T<T,

Q\ (T2\**
2.51(1.254) (E) (7) T, <T <3.0s

5/3

2sn1zsm (2) (2) (Q)r>s0s
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5. Eléments de réponses aux exercices des travaux dirigés

5.1 Série de TD N°1.

Réponse Exercice 1.1

1.
m; O 0 7rii4 1+ ¢y —Cy 0 114
[ 0 m, O ] | +| —c; c3+c3 —c3] [uzl
0 0 mslliis 0 —C3 C3
ki +k, + ks —k, —ks
+ —k, ky+ky+ ks —ks uz] = [ ]
—ks —k3 ks + k3
2.
my; 0 0 1(iiy ¢+ ¢y —Cy 0 1(uy
0 my O {uz} +| —¢ cy +c3 —03] {uz} +
| 0 0 31 i 0 —C3 c3 1\us
ki + ky —k, 0 Uy 0
—ky  ky+ k3 —ks3 {uz} = { 0 } avec:k—q ki + ki - keq = kk‘:_k’f
0 —ks  keq +ks p(t) o s

Réponse Exercice 1.2

[0 Sl S0 -

Réponse Exercice 1.3

0.6 [g g]{ }+ 144 [ 83 _23] {Z;} = {1Osi(1)120t}
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Réponse Exercice 1.4

1.

Eléments de réponses aux exercices des travaux dirigés

045 0 ul} 16 —51(% _{pl(t)}
[ 0 0.225] {ﬁz + 1446.42 [—5 2 ]{uz}_ p2(t)
2
0.45 iy 24 0 —-12 3L p1(t)
0.15 iy 0 32 —12 8 |Juz(_) o
0.225 i (T10875| 12 12 12 —12|)us( T )pu(0)
0.075] \ii4 12 8 —-12 16l '\ 0
Réponse Exercice 1.5
1.
Pt _Po
E 2 1 ill k1 0] ul _ 2 2
6[1 2 {u2}+ 0 k, {uz}_ Pt Do
_+_
2 2
2.
mo07,. ity (kp— k) Pe _Po
i {u1}+ 1o 2 "My {ul}: 2 2
0 —| i, L 12|, Pr_ Py
12 (k2 — kl)z (ky + kz)z )
Réponse Exercice 1.6
60 0 07(Ux 5 0 37(Ux 0
0 60 O0[<3iyr+9000{0 5 —3[{uy =—{60 iig
0 0 60)(ig 3 =3 90llug 0

5.2 Sériede TD N°2.

Réponse Exercice 2.1

1.

W, = —3'2256\E =34.82rad/s; w, = —16;56\/%7
(1., _( 1

b1 = {3.05} P2 = {—0.65}
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"M, =0; ¢, "Kp, =0
2.

0.00177

u(e) = { 0.0053 } (1 - cos34

3.

Fe(t) = {gggz} (1 — cos 34.82t) + {

4.

82t) +{

Eléments de réponses aux exercices des travaux dirigés

6.64 x107°

4 316x10‘5} (cos179.65t — 1)[m]

34.28

o 34} (cos 179.65t — 1)[kN]

22.31

Fe(T2) = {34.034}

T=34.034 kN

T=56.34 KN

——\M=68.068 kN.m

M=180.75 kN.m

Figure 5-1. Diagrammes des efforts tranchant (T) et des
moments fléchissant (M)a t=T-

Réponse Exercice 2.2

1.

wy, =2752rad/s; w; = 45.85rad/s

1 1
¢, = { 0.55 }; ¢z = {—1.53}; ¢s3 = {—6.015}
0.198 —-0.88 11.85

2.

2T —0.557
u (—) = {0.0335} [em]

! 1.76
3.
4.

u(t) = ¢191(6) + $2q2() + P3q3(0)

1
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q.(t) = 14.34x10~*sin(12.78t + 0.48) [m]
q,(t) = 2.5x107°sin(12.78t — 0.11) [m]
q3(t) = 1.79x1077 sin(12.78t — 0.09) [m]
5.

0.14
Umax = {0.08} [cm]

0.03
79.23
o= {12

Vnax = 138.0024 [kN]

Réponse Exercice 2.3

1.

w, =7.85rad/s; w, =1821rad/s
by = {0.6176} L, = {—0.1739}

2.

u(0.1) = {8;?2} [em]

V(0.1) = 41.1 [kN]
3.

{0.02a) (m)

max

5.3 Série de TD N°3.

Réponse Exercice 3.1

1.
wy, =16.815rad/s; w, =48.021rad/s
(1 Y., _r1
¢ = {1.458} b2 = {—0.64}
2.
2.84 _
umax(l) = {4_14} 10 3[m]
0.173 _
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_ (2.845) , n_3
tmar = {1 141) 107 [m]
3.

1) _ (112.55
Fomar? = {765 } [kN]
2) _ ( 55.89
Fomax ) = {—38.34} [eN]
_ (125.66
Femax _{179.64}[kN]

Viax ™™ = 288.05[kN]
Voax P = 17.55[kN]
= 288.58[kN]

Vm ax

Réponse Exercice 3.2

1. le nombre de mode nécessaire est égal a 3.

2.

0.0011

0.0038
0.0078

0.00124
\ 0.0173

((0.1744

0.4254
0.4417

0.1276
\—0.3959)

(0.3216

0.3590
—0.1679

—0.3497
\ 0.2273 )

{0.0011

0.0039
=< 0.0078

0.00124
0.0173

W= [m]

Umax

@ = v 1073[m]

umax

() = s 1074 [m]

umax

[m]

umax
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9.55
34.73

112.20
\156.33

64.18

156.61
162.59

46.98
\—145.74

95.04

106.09
—49.63

—103.36

70.47 b [kN]

67.1746)

115.08
192.32

184.02 } [kN]

159.62
224.04
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