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Avant-propos

Le présent ouvrage est un cours de calcul des structures hyperstatiques qui s’adresse aux
étudiants de la filiere Génie Civil. Notre objectif a travers son élaboration est de faciliter a
I'étudiant I’assimilation et la compréhension des cours dispensés.

Ce document est organisé en trois chapitres. Le premier chapitre commence par rappeler
guelques notions fondamentales de la résistance des matériaux. On introduit ensuite les
structures hyperstatiques ainsi que les méthodes de calcul des degrés d’hyperstaticité pour les
structures en treillis et les structures en portique.

Le deuxiéme chapitre présente la méthode des forces pour le calcul des structures
hyperstatiques. Pour faciliter I’assimilation de la méthode quelques exemples sont ensuite
traités.

Le troisiéme chapitre est consacré a la méthode des déplacements. C’est une méthode qui
permet de traiter aussi bien les systémes isostatiques qu’hyperstatiques. En plus du principe de
la méthode des déplacements, nous avons jugé utile de présenter les solutions des poutres isolées
soumises a des déplacements imposés en leurs extrémités. Les efforts développés dans les
poutres isolées chargées en travée, lorsque leurs extrémités ne se déplacent pas sont également
exposés. Nous avons abordé ensuite la problématique de 1’orientation des poutres. Ce chapitre
est également cl6turé par des applications.

Il est possible que cette premiére version comporte quelques imperfections, nous serons
reconnaissantes a tous ceux qui nous feraient part de leurs remarques et suggestions.

Nous tenons a remercier le Pr MEGNOUNIF Abdellatif et Dr BENADLA Zahira pour
avoir bien voulu juger ce document et nous aider a I’améliorer.
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Chapitre 1

Rappels de quelgques concepts de la résistance des matériaux

1.1 Equilibre

111 Equilibre global.

L’analyse d’une structure nécessite de connaitre toutes les forces extérieures qui lui sont
appliquées. Le terme forces doit étre compris dans son sens général (force ou moment appliqués,
réactions d’appui). On distingue alors, les forces connues, qui sont une donnée de conception, et
les forces de réaction qu’il faut calculer. Elles découlent de I’application des forces connues par
application du principe fondamental de la statique qui traduit I’équilibre.

Une structure ne peut se maintenir en équilibre que si elle est appuyée ou encastrée dans le
sol ou a une autre structure immobile. Ces points de liaison permettent de développer les réactions
nécessaires a équilibrer 1’action.

1.1.1.1 Les différents types de liaisons

Il est nécessaire de définir trois translations et trois rotations pour caractériser le déplacement
d’un corps rigide dans 1’espace. Ces composantes sont décrites dans un repere orthonormé
(0XYZ).

Pour un probléme plan, on aura trois composantes : deux translations contenues dans le plan
et la rotation autour d’un axe qui lui (plan) est perpendiculaire.

Les liaisons différent entre elles par la nature et le nombre de déplacements qu’elles
empéchent. Chaque type de liaison offre une combinaison propre de réactions en termes de force
et/ou de moment.

a. Appuisimple

L’appui simple est le modele d’un dispositif qui s’oppose a la translation dans une direction ;
il laisse libres les autres directions de translation et les rotations. Il développe donc une seule
composante de force de réaction qui peut étre soit horizontale, verticale ou dans une direction
quelconque.



Figure 1-1. Modele de la liaison dite appui simple pour un
probléme plan.

b. Appui double ou articulation

Celle-ci ne laisse libre que la ou les rotations. Elle développe donc deux composantes de
forces de réaction si la structure est dans le plan, et trois composantes si le probleme est
tridimensionnel.

Figure 1-2. Modéle de la liaison dite appui double ou
articulation pour un probléme plan.

c. Encastrement

L’encastrement est un dispositif de liaison qui bloque toutes les translations et rotations. Il
permet donc de développer aussi bien des forces que des moments de réaction.

Figure 1-3. Modéle de la liaison dite encastrement pour un
probléme plan.

1.1.1.2  Principe fondamental de la statique (PFS).

Une structure soumise a un ensemble de forces est en équilibre si elle ne subit ni translation
ni rotation. Ceci se traduit par les six relations du principe fondamental de la statique :

e Lasomme des composantes dans la direction de X est nulle
e Lasomme des composantes dans la direction de Y est nulle
e Lasomme des composantes dans la direction de Z est nulle
e Lasomme des moments autour de X par rapport a un point quelconque est nulle
e Lasomme des moments autour de Y par rapport a un point quelconque est nulle.

e Lasomme des moments autour de Z par rapport a un point quelconque est nulle.



SFy =0
SFy =0
SF, =0
My =0
My =0
M, =0

(1-1)

Une structure est dite plane si sa geométrie est contenue dans un plan ; les forces qui lui sont
appliquées sont dans ce plan et les moments sont appliqués autour d’un axe perpendiculaire a son
plan. Si le probléme est plan défini dans XY 1’équilibre est traduit par

SFy =0
SFy =0
M =0

(1-2)

1.1.2 Equilibre local.
1.1.2.1 Notion de poutre

Une poutre est un solide qui a une dimension trés grande par rapport aux deux autres. Elle
est engendrée par le déplacement d’une section droite, dont le centre de gravité décrit une courbe
dite fibre moyenne. La section droite est partout perpendiculaire a la fibre moyenne (Figure 1-4).

Figure 1-4. Représentation d’une poutre.

1.1.2.2  Les efforts internes

Les efforts internes sont les forces exercées par la partie gauche de la structure sur la partie
droite, ou inversement ces deux parties étant situées de part et d’autre d’une section fictive. La
gauche et la droite sont définies grace au choix explicite d’un axe orienté le long de 1’élément
(Figure 1-5).



Figure 1-5. Définition du repere local (attaché a un élément).

Dans ce cours la convention du repére orthonormé direct est utilisé. Le repére est construit
comme suit :

e Le centre du repére est au centre de gravité de la section. Les composantes de
moment sont exprimées par rapport a ce point.

e L’axe x, appelé axe longitudinal, est perpendiculaire a la section, tangent a la fibre
moyenne et orienté de fagon arbitraire. Son orientation permet de définir les parties
gauche et droite de part et d’autre d’une coupure fictive. Généralement la partie
droite est du coté des valeurs croissantes de I’axe x.

e Les axesy et z sont dans le plan de la section droite et forment avec 1’axe x un
triedre orthogonal direct. Le repére est dit direct si les axes x, y, et z sont orientés
respectivement comme les trois premiers doigts de la main droite.

Les efforts internes sont donc les composantes de forces et de moments de 1’action de 1’une
des deux parties sur I’autre, c¢’est-a-dire transmis par la partie gauche sur la partie droite, ou de la
partie droite sur la partie gauche, exprimées dans le repére local (Figure 1-5) et définis comme
suit :

L’effort normal, noté N,, ou N est la composante selon 1’axe x. Comme son nom I’indique
il est perpendiculaire a la section transversale.

Les efforts tranchants, noté T, et T, sont les composantes selon les axes y et z

respectivement. Dans un probléme plan I’un des deux est nul.

Les moments fléchissant, noté M, et M, sont les moments autour des axes y et z

respectivement. De méme, pour un probléme plan I’un des deux est nul.

Le moment de torsion, noté M, ou M, est le moment autour de 1’axe x. Pour un probléme
plan il n’existe pas de moment de torsion.

1.1.2.3  Principe de calcul des efforts internes.

Pour chaque section dans laquelle on souhaite connaitre les efforts internes, il faut :
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o Fixer le repére local ;

e Isoler la partie de la poutre qui se trouve a gauche d’une section fictive, la gauche
est du cote des valeurs décroissantes de x.

e Dresser le bilan de toutes les actions et réactions qui s’exercent sur la partie isolée.
o Les efforts internes doivent assurer 1’équilibre de la section.

o L’effort normal N, doit équilibrer toutes les actions dans la direction de
I’axe x.

o L’effort tranchant T, doit équilibrer toutes les actions dans la direction de

I’axe y

o L’effort tranchant T, doit équilibrer toutes les actions dans la direction de
I’axe z.

o Le moment de torsion M, doit équilibrer toutes les actions autour de 1’axe
X.

o Le moment fléchissant M,, doit équilibrer toutes les actions autour de I’axe
y.

o Le moment fléchissant M, doit équilibrer toutes les actions autour de 1’axe
Z.

1.2 Conventions des efforts internes.

On peut adopter différentes conventions pour manipuler les grandeurs vectorielles,
tensorielles et torsorielles, I’essentiel est d’en choisir une qui réponde aux conditions
mathématiques d’un repére. Les conventions différent d’une école a une autre, d’une référence
bibliographique a une autre, d’un enseignant a un autre, et d’un logiciel a un autre. De toutes les
fagons, ce dont il faut étre slr c’est que les résultats seront toujours physiquement identiques (a
conditions de ne pas se tromper).

Peu importe si on utilise la convention, du repére direct, du repére indirect ou de
Timoshenko. Il faut juste savoir qu’il faut en choisir une pour faire tous les calculs. L’erreur a
éviter absolument est celle de dire qu’il n’existe qu’une seule convention. Il faut essayer de
développer la compétence de s’adapter aux diverses situations possibles.

Dans ce cours la convention du triédre directe avec traction positive est utilisée.
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Figure 1-6. Convention de signe du triedre direct. Efforts
positifs.

1.3 Systéme hyperstatique

Un systéeme hyperstatique est un systeme ou les équations d’équilibre ne suffisent pas a
calculer les forces. Il y a plus d’inconnues que d’équations d’équilibre car le systéme comporte
une surabondance de « liaisons » internes et/ou externes. Le nombre de ces liaisons est appelé
degré d’hyperstaticité. On définit alors trois types d’hyperstaticité

e L’hyperstaticité externe qui considére la structure comme indéformable et qui porte sur
les liaisons externes (réactions).

e L’hyperstaticité interne qui porte sur des mécanismes dus aux liaisons internes
(éléments de réductions).

e L’hyperstaticité totale constituée par la somme des deux.

Le degré d’hyperstaticité est donc le nombre de liaisons surabondantes par rapport a la juste
stabilité.

Le degré d’hyperstaticité d’une structure renseigne donc sur son niveau de stabilité. Elle est
considérée stable si aucune de ses parties ne se déplace librement dans 1’espace.

Une structure hypostatique n’est pas stable (instable). Il lui manque des liaisons.
Une structure isostatique est juste stable, la suppression d’une liaison la rendrait instable.

Une structure hyperstatique est plus que stable, une ou plusieurs liaisons surabondantes
peuvent étre supprimées sans affecter sa stabilité.

Lorsque les liaisons surabondantes ne sont que des réactions, 1’hyperstaticité est dite

extérieure et le degré d’hyperstaticité se calcule par

DH, = NR — NE
(1-3)



DH,: Degré d’hyperstaticité extérieure
NR: Nombre de réactions

NE: Nombre d’équations.

3 Si structure en 2D

NE = {6 Si structure en 3D

(1-4)

Lorsque les liaisons surabondantes sont des efforts intérieurs (éléments de réduction)
I’hyperstaticité est dite intérieure.

Le degré d’hyperstaticité intérieur se calcule par

DH; = DH — DH,
(1-5)

Si on connait le degré d’hyperstaticité on en déduit le degré d’hyperstaticité intérieur.

1.4 Calcul du degré d’hyperstaticité

1.4.1 Cas des poutres en treillis

Soit un systéme réticulé de b barres, ou r est le nombre de réactions d'appui et n est le
nombre total de nceuds.

Par nceud rotulé, on peut établir 2 équations (équilibre vertical et équilibre horizontal), ce
qui procure un total de 2 n équations. Par ailleurs, les inconnues sont les b efforts normaux relatifs
a chaque barre ainsi que les r réactions d'appui. Le degré d'hyperstaticité vaut donc

DH=b+r—2Xn
(1-6)

Figure 1-7. Exemple de systeme rotulé.

Pour le systéme en treillis de la Figure 1-7, on souhaite calculer le degré d hyperstaticité. Il
est donné par I’équation (1-6). Ce treillis a 13 barres, 5 réactions d’appuis et 8 nceuds. Alors son
degré d’hyperstaticité

DH=13+5-2x8=2

Le treillis est donc deux fois hyperstatique. C’est une hyperstaticité extérieure.
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Un deuxiéme exemple est celui de la Figure 1-8, celui-ci est fait de 16 barres, il est
immobilisé par 2 appuis simples et 2 appuis doubles donc au total 6 actions de liaisons. Les barres
et les appuis sont interconnectés entre eux par 1I’intermédiaire de 8 nceuds.

A A

Figure 1-8. Structure du 2™ exemple.

DH=b+r—-2xXxn=16+6—-2X%X8

DH=6

Ce treillis est donc 6 fois hyperstatique. Comme le nombre d’équations dans le cas d’un
probleme plan est égale a 3, ce dernier est alors 3 fois hyperstatique extérieur et 3 fois
hyperstatique intérieur.

1.4.2 Cas des portiques.

Soit k le nombre d’équations d’équilibre. 1l est égal a 3 si le probléme est plan et est égal a
6 si le probléme est spatial. Le nombre de réactions d'appuis r, n est le nombre d’efforts internes
connus et n. est le nombre de contours fermés. L’expression de 1’équation (1-7) ci-dessous

donne la valeur du degré d’hyperstaticité de ce portique.

DH =71 —(k +n)+3 X ny
(1-7)

m m mn mn

Figure 1-9. Systéme en portique de I’exemple 1.

DH=12—(3+0)+3 X



DH = 9. Le portique est donc 9 fois hyperstatique extérieure

Le deuxieme exemple est celui de la Figure 1-10, il compte 3 contours fermés, 3 réactions
d’appuis.

A 0
Figure 1-10. Systeme en portique de I’exemple 2.

DH=3-3+0)+3x3
DH =9
Le portique 2 est 9 fois hyperstatique. Son hyperstaticité est intérieure.

Le dernier exemple de calcul du degré d’hyperstaticité dans le cas des portiques est celui de
la Figure 1-11.

m m

Figure 1-11. Modele du 3éme exemple.

DH=12-(3+40)+3%0
DH = 12.

Ce portique est 9 fois hyperstatique extérieure et 3 fois hyperstatique intérieure.



1.5 Résolution des systemes hyperstatiques.

Une structure hyperstatique contient un nombre surabondant d’appuis ou d’efforts internes
(d’inconnues). Le principe fondamental de la statique a lui seul, ne permet pas la résolution de ce
type de structures. Des conditions supplémentaires sont alors nécessaires.

Deux méthodes sont a disposition pour résoudre les structures hyperstatiques, la méthode
des forces et la méthode des déplacements.

Dans la méthode des forces, les inconnues sont des forces. Pour résoudre le systeme, des
conditions supplémentaires de déformation sont exprimées. Ces conditions de déformation se
nomment conditions de compatibilité cinématique.

Dans la méthode des déplacements, les inconnues sont des déplacements. Les inconnues
pouvant étre des rotations ou des translations. La méthode des déplacements s’applique aussi bien
a des structures hyperstatiques qu’isostatiques. Des conditions supplémentaires d’équilibre sont
exprimées pour résoudre le systéme.

Dans le chapitre suivant nous allons voir le principe de la méthode des forces pour la
résolution des structures hyperstatiques.
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Chapitre 2

La méthode des forces

2.1 Introduction

Dans la méthode de résolution des systemes hyperstatiques appelée méthode des forces, les
inconnues sont des forces. Le terme forces doit &tre compris dans son sens général, ces inconnues
pouvant étre des efforts internes, des réactions d’appui, des moments de flexion.

Pour résoudre le systeme, des conditions supplémentaires de déformation sont exprimées.
Ces conditions de déformation se nomment conditions de compatibilité cinématique.

Dans la procédure de résolution, un systeme structural, dérivé de la structure a analyser,
occupe un role important. C’est le systéme fondamental qui est défini comme étant le systéme
dans lequel les inconnues sont nulles (appelé aussi systéme de base).

Le systéme fondamental est issu du systéme initial par des coupures effectuées afin de
supprimer les liaisons surabondantes. Il est nécessairement isostatique et dépend des inconnues
choisies pour la résolution.

Les conditions de compatibilité s’expriment mathématiquement par un systéme linéaire
d’équations dont la résolution fournit les valeurs des inconnues.

Les équations qui expriment les conditions de compatibilité cinématique sont composées
de coefficients §;; et 8;o. Le coefficient §;; représente, dans le systéme fondamental, le
déplacement associ€¢ a I’inconnue X; di a I’action unique et unitaire de I'inconnue X;. Les

coefficients &;; forment la matrice de flexibilité du systeme.

Cependant les coefficients §;, sont, par définition, liés au cas de charge considéré et doivent
donc évidemment étre modifiés pour un autre cas de charge.

Les diagrammes des efforts intérieurs s’obtiennent par superposition. On peut également
les obtenir en déterminant préalablement les réactions d’appuis correspondantes.

11



2.2 Principe de la Méthode des Forces (MF).

L’idée de la MF est de supprimer les liaisons surabondantes, par des coupures ou en
supprimant des appuis, pour définir un systéme isostatique de base. Les liaisons supprimées sont
remplacées par les efforts correspondants qui sont inconnus. Ce sont donc les Inconnues
Hyperstatiques (I1H).

Chaque IH, ainsi que le chargement extérieur, deéforment le systeme de base,
particulierement au droit des liaisons supprimées. Les calculs de ces déformations sont longs
mais relativement aisés vu I’isostatisme du systéme de base.

En utilisant le principe de superposition (PS), on pose ensuite des équations en fonction des
IH, de facon a retrouver la cinématique (les liaisons) de la structure initiale. La solution du
systéme d’équations obtenu donne alors les IH.

2.3 Décomposition du probléme

Soit une structure hyperstatique d’ordre N (IH = N), sollicitée par un chargement
extérieur. Par application du principe de superposition (PS), le systeme hyperstatique est
décomposé en :

e Un systeme fondamental isostatique (noté Sys,) a partir du systeme initial, en
enlevant toutes les liaisons surabondantes (hyperstatiques) et en conservant le
chargement extérieur.

e N Systemes (notés Sys; i variant de 1 a N) correspondant aux inconnues
hyperstatiques.

On peut alors écrire
SySHyper = SySO + Z?Sysi
(2-1)
Ou bien
SySHyper = Syso + Z? Sys,. X;
(2-2)

Ou le systeme Sys, est le systeme identique & Sys; mais avec une force (ou un moment)
unitaire obtenus a partir du systéme isostatique chargé uniquement par les inconnues
hyperstatiques.

Pour toute variable 7,
V, Est la valeur de cette variable pour le systeme Sys,
V, Est sa valeur pour le systéme Sys,
V=" + XV X
(2-3)
12



V Représente un effet, peut étre un déplacement, une déformation, une réaction, un effort
interne.

X; Représente I’inconnue hyperstatique i

2.4 Résolution des systémes associés

Pour la détermination des inconnues hyperstatiques, il faut résoudre le systéme isostatique
associé ou le chargement extérieur est conserve, ainsi que les systémes associés a chaque
inconnue hyperstatigque.

Il faudra notamment, tracer les diagrammes des projections locales du torseur des efforts
intérieurs a prendre en compte dans 1’énergie.

Si par exemple la flexion est dominante donc on ne trace que le diagramme du moment
fléchissant pour chague systéeme.

Si les liaisons sont rigides, alors les déplacements associés a chaque projection des actions
hyperstatiques sont nuls.

Dans le cas ou I’action est un moment, la rotation correspondante est nulle.

Dans le cas ou I’action est une force, la translation correspondante est nulle.

oW,
Xy -

(2-4)

Suivant les hypotheses faites et la dimension de 1’espace considéré, 1’énergie est la somme
de m termes provenant des types de sollicitations j affectés des caractéristiques de raideur 4;

correspondantes.

vi?
wW,=[Y¥" —Lds
(2-5)
Avec
Vi = Vjo + Xie1 XiV,
(2-6)

Par exemple dans le cas d’un systéme plan soumis a des sollicitations axiales et
flexionnelles I’énergie est donnée par :

M? T2 N2
— (22 . -
W, = fZEIZdS + kaGAds +f2EAds
(2-7)
Ou alors dans le cas d’un systéme considéré en 3D et soumis a toutes les sollicitations sans
aucune hypothése, I’énergie est donnée par :

13



77 My M
We = fZEA s+ fk 2GA ZEI 2GA ds + fZEIy ds + J.2151,: ds
(2-8)
Et la dérivée de I’énergie s’exprime par :
W, v V,av,
Xy fZJ 1zaax IZJ 1,1an
(2-9)
Avec
a|7]' v
ox, ki
(2-10)
w, AV jo+Y, XV, _
ox, fz MVdeS—O
(2-11)
A 1
Xl:fZ] JAk]dS— fzjllAkjd
(2-12)
On pose alors
Vi,Vk k
fzj 1 ],1] ds
(2-13)
Et
AV
Apo= [ X744 /10] 1k ds
(2-14)

Ou &y est le déplacement en k di a une force unitaire en i lorsque toutes les autres forces
sont nulles. Il est appelé coefficient de flexibilité.

Et Ay est le déplacement en k du aux charges extérieures. C’est une translation si X, est
une force, et est une rotation si X; est un moment.

Yic10kiXi = —Ago

Yim1 OkiXi + Ago=0
(2-15)

L’équation (2-15) est 1I’équation de compatibilité des déplacements. La résolution de ce
systeme d’équations donnera alors les inconnues hyperstatiques.

Les diagrammes des efforts intérieurs s’obtiennent par superposition des diagrammes, du
systéme isostatique associé et des systemes associés a chaque inconnue hyperstatique.
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On peut également les obtenir en déterminant préalablement les réactions d’appuis
correspondantes.

2.5 Application de la MF aux poutres continues.

251 Modélisation

Une poutre est continue si elle repose sur plus de deux appuis. Les appuis intermédiaires
sont modélisés par des appuis simples. Pour assurer la stabilité géométrique de la poutre continue
il faut qu’un appui de rive soit un appui double ou un encastrement.

Le nombre d’inconnues hyperstatiques dans le cas des poutres continues est égal aux
nombres d’appuis intermédiaires (Figure 2-1).

I8 @ 7

Appui de rive Appui de rive

Appuis intermédiaires
Figure 2-1. Modélisation d’une poutre continue.
La Figure 2-2 montre la légende utilisée pour définir une poutre continue.

A AZ W
> A >

P Tl—l P N g
- - V/l‘
l [ n [

<
<

»

1
lz n n+1

Figure 2-2. Légende utilisée pour définir une poutre continue.

Le probléme est hyperstatique d’ordre N. Les inconnues hyperstatiques sont les réactions
d’appuis intermédiaires.

Soit la poutre continue a trois travées de la Figure 2-3 pour laquelle le nombre d’inconnues
hyperstatique est égal au nombre d’appuis intermédiaires.
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Figure 2-3. Inconnues hyperstatiques de la poutre continues

A 4
A
V

On peut supprimer les appuis et les remplacer par leurs effets tel que le montre la Figure
2-3 mais ce choix n’est pas intéressant car il implique des calculs fastidieux étant donné les
moments non nuls le long de la poutre (Figure 2-4 et Figure 2-5).

Figure 2-4. Diagramme du moment fléchissant de I’inconnue
hyperstatique X4

Figure 2-5. Diagramme du moment fléchissant de ’inconnue
hyperstatique X,

En effet, les moments provoqués par les inconnues hyperstatiques X; montré par la Figure
2-4 et X, montré par la Figure 2-5sont généralement différents de zéro sur toute la longueur de
la poutre. Les coefficients de flexibilité sont donc tous non nuls.

Au lieu de considérer le probleme isostatique associé une poutre sur 2 appuis, et donc avoir
N réactions d’appuis comme inconnues hyperstatiques, on introduit des rotules (des coupures)
au droit des appuis intermédiaires (Figure 2-6).
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A, Ay A, Ap-q Ay, Apia
AT 212 i__gln £

n+1

Figure 2-6. Introduction des rotules aux droits des appuis.

Le probleme isostatique associé est donc (N + 1) poutres sur 2 appuis correspondant a
chaque travée tel que montré par la Figure 2-7.

4o A Ay Ay Ap_4 Ay A, A
L T L In b1 =

Figure 2-7. Systéme isostatique associé.

La travée (i + 1) exerce un moment M; sur la travée i. Le moment exercé par la travée i
sur la travée (i + 1) est alors —M;.

Les inconnues hyperstatiques sont donc les moments exercés par les travées ['une sur
’autre. Ils sont représentés sur la Figure 2-8.

My _q
n
Ao - M, n Ant1
h Ly ln 1

Figure 2-8. Systemes isostatiques équivalents au systeme
hyperstatique

Les moments M; sont les moments fléchissant du probléme hyperstatique au droits des
appuis.

Les inconnues hyperstatiques M; sont calculées de fagon a assurer la continuité de la
rotation au niveau de la section.

livq

Figure 2-9. Continuité de la rotation de I’appui i

La Figure 2-9 montre la continuité de la rotation de la section au droit de I’appui. La rotation
de section 6,; au droit de I’appui A; pour la travée [; est égale a la rotation de section 6; .. au

droit de I’appui A4; pour la travée [; ;.
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Apres application du théoreme de CASTIGLIANO et du principe de superposition tel
qu’expliqué précédemment, on peut écrire les équations de compatibilité donnée par 1’équation
(2-15) sous la forme donnée par 1’équation.

fellMl + 012M2 + -+ eliMi + 01(i+1)M(i+1) + -+ elnMn = —010
021 M1 + 022M5 + -+ O2;M; + 02334 1)M(j11) + - + 020 My = — 03
031 My + 032 M3 + -+ O3;M; + O3, 1)M (311 + - + 03, M, = —03¢

b,
0i-1)1M1+60(_1)2Mzy + -+ 0_yiM; + -+ 0i_1)nM, = —0_1)0
0i1My + 0 My + -+ 0iM; + 04 )M (i11) + -+ 0in My = =649

\OnlMl + OHZMZ + -+ eniMi + 0n(i+1)M(i+1) + -+ OnnMn = _6110
(2-16)

Ou sous forme matricielle

[f1x{F}=—{4}
(2-17)

[f] est appelée matrice de flexibilité

0,4 est la rotation au droit de I’appui 1 due a un moment unitaire appliqué dans la direction
de I’inconnue hyperstatique 1 (M)

03, est la rotation au droit de I’appui 3 due a un moment unitaire appliqué dans la direction
de I’inconnue hyperstatique 2 (M5)

0, est la rotation au droit de I’appui 2 due aux charges extérieures.
Etant donné la présence de rotules, le moment M; n’a d’effet que sur les travées I; et 1;,4
L’équation de compatibilité de I’appui i s’écrit alors
Oii—1yM(i—1) + 0iiM; + ;4 1)M(i41) = =0y
(2-18)

Les rotations 6;(;_1y, 0;;, et 0;(;41) peuvent aisément étre calculées en utilisant les méthodes
énergétiques pour calculer les déplacements.

liva

Figure 2-10. Les travées adjacentes a I’appui i

On applique un moment unitaire dans la direction des inconnues hyperstatiques et on trace
les diagrammes du moment fléchissant pour chacune d’elles.
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Aisq

l; liva

Figure 2-11. diagrammes du moment fléchissant provoqué par
un moment unitaire dans la direction des inconnues
hyperstatiques M;_; et M;, 1.

Aiy1

L; lita

Figure 2-12. diagramme du moment fléchissant provoqué par
un moment unitaire dans la direction de I’inconnue
hyperstatique M;

Les Figure 2-11 et Figure 2-12 montrent les diagrammes obtenus. Les différentes rotations
sont alors obtenues par la multiplication des diagrammes et elles valent :

—_1 ) =l
9(1—1)1 - (El)ifMl—lMl - 6(E1)i

_ 1 ] iy
9(i+1)i T (EDiga f Misa M; 6(EDi+1

1 rvm L M. = Lk _livn
Oii = (ED); J MiM; + (EDit1 J MM 3ED; T 3ED i

En substituant les expressions des différentes rotations dans I’équation (2-18) on obtient

I’expression finale de 1’équation de compatibilité de 1’appui i.

_boar Li liva . liva . —_p.
sen: 6= ¥ 50, ¥ 3@, Mt S, e = ~bio

(2-19)

En écrivant 1’équation (2-19) pour chaque appui intermédiaire, on obtient un systéme
d’équations dont la résolution donne les valeurs des moments aux droits des appuis.

Pour calculer les réactions aux appuis, ainsi que les efforts internes, il suffit de considérer
chaque poutre isostatique isolément et lui appliquer le principe fondamental de la statique.

252 Application de I’équation des 3 moments (Formule de Clapeyron).

Lorsque la raideur (ET) est constante (la méme pour toutes les barres), I’équation devient
alors
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L Litlivq liv1 _
6EI M-1) + 3EI M; + 6EI Mir1y) = —0io

LiM@—1y + 2(l; + liy )M + [ 1M (340 = —6E10;
(2-20)
C’est I’équation qui donne la formule des trois moments appelée également la formule de
Clapeyron, applicable sur chaque appui pour lequel on a introduit une rotule. On obtient alors
un systéme d’équations, de dimension égale au nombre d’inconnues, facile a résoudre.

. . , ;- , 1
8o est la rotation en i provoquée par les charges extérieures et est donné par — [ M;M,.

En tracant les diagrammes du moment fléchissant des charges extérieures (dans le cas de la
flexion dominante), on peut facilement déterminer la rotation ;.

Le systéeme d’équations obtenu peut maintenant étre résolu et les inconnues hyperstatiques,
qui sont les moments aux droits des appuis intermédiaires, déterminées.

De méme pour calculer les réactions aux appuis, ainsi que les efforts internes, il suffit de
considérer chaque poutre isostatique isolément et lui appliquer le principe fondamental de la
statique. L’équilibre global permet de calculer les réactions et 1’équilibre local donne les efforts
internes.

2.5.3 La méthode de la poutre fictive

Une poutre droite d’axe longitudinal x qui fléchit dans le plan xy (défini par un repére
orthonormé direct) est régie par 1’équation différentielle d’ordre 4 ci-dessous, dite équation de
la ligne élastique.

d*v(x) _q()
dx* EI,

2-21)
Les équations qui régissent le comportement des poutres s’expriment comme suit :

9%v(x) _ M(x)

ox2  EI

asz(x)
0x?

tranchant T.

et les conditions aux limites sont exprimées sur la fleche v et la rotation 6, et

= q et les conditions aux limites sont exprimées sur le moment fléchissant M et I’effort

2
Ces 2 équations sont de la méme forme % = g(x) ou 0 < x < [ avec des conditions
enx = 0etx = [ qui concernent la fonction f et sa dérivé f’. On doit connaitre f(0) et/ou f'(0)

/ f(1) etlou f'(1) .Cette équation différentielle peut étre résolue de différentes maniéres.

%M r(x N .

axfz( ) _ on a appris a la résoudre au sens de la
mécanique, soit la procédure de calcul du moment fléchissant (calcul des réactions par
I’équilibre global et des sollicitations par I’équilibre local). Les réactions sont les valeurs de

I’effort tranchant pour x = 0 ou x = L c’est-a-dire aux limites.

Dans le cas de 1’équation différentielle
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L , .92 M
On peut par analogie résoudre 1’équation %(Zx) = %
mécanique c’est-a-dire considérer une poutre chargée par M(x) et le calcul des réactions par

1’équilibre global nous permet de trouver les rotations aux limites.

par la méthode de calcul de la

254 Exemple d’application

L’exemple que nous allons traiter est celui d’une poutre continue présentant un
encastrement tel que le montre la Figure 2-13, pour laquelle il faudra calculer les moments aux
appuis. C’est une poutre qui compte une premiére travée encastrée-appuyées avec une force
ponctuelle a mis travée, une deuxiéme appuyeée-appuyée uniformément chargée. Toute les forces
agissent dans le plan (xy). La raideur est la méme pour toutes les poutres et est égale a une
constante.

120 kN 10 kKN/m

YIVYIVIVIY "

3m 3m 5m

Figure 2-13. Poutre hyperstatique

C’est une poutre hyperstatique soumise a la flexion simple, le chargement appliqué est dans
le plan (xy) et perpendiculaire a la fibre moyenne par laquelle passe I’axe x, la flexion se fait
donc autour de I’axe z. Le choix des axes est représenté sur la Figure 2-13

Dans le cas des poutres continues 1’encastrement peut étre remplacé par une poutre fictive
sur deux appuis tel que le montre la Figure 2-14.

Y 120 kN 10 kN/m

—= e

Figure 2-14. Cas particulier de I’encastrement
La poutre continue va maintenant étre séparée en travées indépendantes auxquelles on

introduit des moments sur appuis comme inconnues hyperstatiques tel que le montre la Figure
2-15.
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Figure 2-15. Systéme isostatique équivalent

La raideur étant la méme pour toutes les poutres, la formule des trois moments, donnée par
1’équation (2-20) peut étre appliquée directement pour chaque appui intermédiaire.

Appuis 1

Molo + ZMl(lo + ll) + M2l1 = _6E1910

Appuis 2

Mlll + ZMZ(ll + lz) + M3lz = —6E1920

Or M, = 0 (poutre fictive) et M; = 0 (appui de rive).

Le systéme d’équation s’écrit alors :

{ZMl(lo + ll) + M2l1 = _6E1910
Mlll + 2M2(l1 + lz) = _6E1920

En remplacant par les valeurs numériques le systéme d’équations devient alors :

{ 12M1 + 6M2 = _6E1910

{12M1 + 6M2 = _6E1910
6M1 + 22M2 = —6E1920

Déterminons a présent les rotations provoqueées par les chargements extérieurs 6, (rotation
au niveau de I’appui 1 ou encore dans la direction de I’inconnue hyperstatique M; provoquée
par le chargement extérieur) et 6, (rotation au niveau de 1I’appui 2 ou encore dans la direction
de I’inconnue hyperstatique M, provoquée par le chargement extérieur).

010 = B10g + 0104 = O104a car la poutre (01) est fictive (n’existe pas)
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Figure 2-16. Diagrammes des moments fléchissant m, et M,

1 1 [PLi L, (1 3PL,?
0100 = = dex:——l—l(—+ )]= =~
10d EIf 1770 EIl 4 6 \2 48EI

0. = g — 3PL;2 _ PL4?
10 = ¥10d T 41 T 16EI

020 = 0205 + 0204

Or 6,0 = 010q4la poutre est chargée symeétriquement donc les rotations aux appuis sont

égales.
Calculons alors la rotation 6,,4. Elle est donnée par la poutre a droite de 1’appui 2.

L2
Kt kN.nm

8
LT

Ly

v

Figure 2-17. Diagramme du moment fléchissant m, et M,
pour la travée de longueur L,

1 1 [qLz% L, qLz®
6,040 = = | myMydx = —[ 21| =
20d Elf 2770 EIl 8 3 24E1

_ qL,®
_ 0200 = 1 aE]
Les rotations provoguées par les charges extérieures valent alors
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PL,*  PL,?
16EI ~ 16EI

010 = O10g + 0104 =0 +

45
010 =—
10 = g

PL% | qL,®
020 = O20g + 0200 = 2=
20 20g 20d T 161 | 24EI

45 52,0833 97,0833
920 =—++ =
El El El

12M, + 6M, = —6EI +
97,0833
El

6M, + 22M, = —6EI

Apres résolution du systéme d’équations on obtient les valeurs des moments aux appuis.
M; =—-10,7kN.m ,M, = —23,6 kN.m et M3 =0

2.6 Application de la MF aux structures planes.

On rappelle que le principe de la méthode des forces consiste a transformer la structure
hyperstatique en un systéme isostatique en supprimant les liaisons surabondantes. Pour que le
systéme isostatique soit équivalent au systéme hyperstatique initial, il faut remplacer chaque
liaison supprimée par la force qui lui correspond et qu’il faut calculer.

2.6.1 Structures planes en treillis

Un treillis ou systémes triangulés est un assemblage d’éléments en forme de barres
verticales, horizontales ou inclinés formant des triangles. Lorsqu’un treillis est soumis a des
efforts, certaines parties de I’assemblage travaillent en compression et d’autres en traction.

Pour le systéme en treillis de la Figure 2-18 on cherche a calculer les efforts dans les barres.

L

P P

L/2

“ 8 2.

»
| Ll | >

Figure 2-18. Structure en treillis de I’exemple d’application.

Le degré d’hyperstaticité est donné par 1’équation (1-6). Le nombre de barres b = 7, le
nombre de réactions r = 4 et le nombre de nccuds n = 5.
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DH =7+ 4 — 2 x5 =1 donc notre systéeme est 1 fois hyperstatique.

L’inconnue hyperstatique de notre systéme en treillis provient des appuis simples
surabondants. Dans la méthode des forces il faut commencer par choisir un systeme fondamental
en supprimant la liaison surabondante.

Un systéme fondamental est obtenu par suppression de I’appui intermédiaire ; on obtient
ainsi un systéme isostatique et la réaction supprimée, qui constitue I’inconnue hyperstatique, est
déterminée par application de la méthode des forces.

P P

A Ny 7'

Figure 2-19. Systéme fondamental équivalent

L’équation (2-15), qui est I’équation de compatibilité des déplacements, s’écrit dans ce cas
comme suit :

611X1 + A10= 0

Les équations (2-13) et (2-14) donnent les déplacements &, et A, respectivement

1 1 (L 1 (L 1 (L 1 (L
11 =7 [ Nig X Ny dx = — [ Nfy doc + — [ N3y dox + — [ Ny doc + — [ Ny dx +

1 rLsy 52 1 rle pp2 1 Ly 32
—Jo T NGy dx +— [ NGy dx + — [ 7 N7y dx

Comme I’effort normal est constant le long d’une barre 1’équation ci-dessus devient alors :

1 1
511=ﬁdx=ﬁ[N121><L1+N221><L2+1v321><L3+N421><L4+1v521><L5+N621><L6
T N2 XL
+NZ XL]= ) 21
71 7] L EAi
=

Et de méme pour

1 1 (L 1 (L 1 (L
A]_O: alel X NlO dx = afolNll X N10 dx +af02N21 X NZO dx+af03N31 X
1 (L 1 (L 1 (L
N30 d.x +af04N41 X N40 d.x +af05N51 X NSO d.x +af06N61 X N6O dx+

L Ly 7 NuNioXLi
— Noy X Nogdx = )i ————
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Il faut trouver alors les efforts dans les barres lorsque le systéme fondamental est soumis,
a I’action d’une force unitaire dans la direction de I’inconnue hyperstatique d’une part, et a
I’action des charges extérieures d’une autre part.

En utilisant la méthode des nceuds nous allons calculer ces efforts pour chacun des deux
systemes.

1. Systéme isostatique fondamental soumis aux charges extérieures.

P P

Neeud A
Ny
45°
A —
p N10
ZFX = 03N10+N20/\/§: O:Nlo = P
YFy=0=N,,/V2+P=0=N,, = —/2P
Neeud B
P
B Nao
45°
90°

30

YFy =02 —(PV2)/V2+ Ny =0=>Nyo = —P

YFy=0=—P+ (PV2)/vV/2—N3,/V2=0=N3, =0

La structure est symétrique donc les efforts dans les autres barres sont déduits de ceux
calculés.

2. Systeme isostatique fondamental soumis a la force unitaire dans la direction de
I’inconnue hyperstatique X
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& t .3

1
» Noeud A
ZFY:O:>N21 =+/2/2
» Ncud B
45°
90°
N21 31
=—/2/

ZFY=0=>1\131=—\/§/2

ZFX=O$(\/§X\/Z/2+N31/\/§+N41=0:N4_1=1

Les résultats obtenus sont dressés dans le tableau suivant.

Barres i L; N; N; L;N;oNj; L;N;; N;;

1 L ~1/2 P ~LP/2 L/4

2 LIN2 | V2/2 | —2P —LP/\2 L/2V2

3 LIN2 | —V2/2 0 0 L/22

4 a 1 —P —LP L

5 LIN2 | —V2/2 0 0 L/22

6 L ~1/2 P ~LP/2 L/4

7 LIN2 | N2/2 | —2P —LP/\2 L/2N2
> ~LP(Z +2) %(2\/7 +3)
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Donc la solution de I’équation (2-15) est

—Ay  LP(V2+2) 2P(V2+2)
= = = = =
511X1 + AlO O = Xl 611 %(2ﬁ+3) 1 2\/5+3
X, =11716P

L'effort normal N; dans la barre i du systeme hyperstatique est obtenu en procédant a la
superposition des efforts normaux dus au chargement extérieur et a I’action de I’inconnue Xj.

Barres i N; N; X1Niq N; = Njg + X{Nj;
1 ~1/2 3 —0,5858P 0.4142P
2 V2/2 | —2P 0.8284P —0.586P
3 —2/2 0 —0.8284P —0.8284P
4 1 —P 1.1716P 0.1716P
5 —2/2 0 —0.8284P —0.8284P
6 —1/2 3 —0,5858P 0.4142P
7 V2/2 | —2P 0.8284P —0.586P

Tableau 2-1. Les efforts de I’exemple d’application

La derniere colonne du Tableau 2-1 donnent les efforts normaux dans toutes les barres du
systeme hyperstatique en treillis.

2.6.2 Structures planes en portigues

On rappelle que pour calculer un systeme hyperstatique de degré DH, il faut effectuer DH
coupures judicieusement choisies, soit en supprimant certains appuis, soit en sectionnant des
barres sans les supprimer, soit en combinant les deux, de fagon a obtenir un systéme isostatique
fondamental géométriquement stable.

Pour le systéme en portique de la Figure 2-20 on cherche a tracer les efforts internes.
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Figure 2-20. Systéme en portique de I’exemple d’application

Le systeme est hyperstatique et son degré d’hyperstaticité est égal a 2. Le systéme
fondamental est celui de la
P l

A El T ) XZ

El

3
'v\\
ug

v
A

L2 L/2

Figure 2-21. Systéme de base (fondamental)

Les équations de compatibilité s’écrivent alors :

611X1 + 612X, = —Aqp
821X1 + 622X, = Ay

Le systéme fondamental sous 1’action d’une sollicitation unitaire X; = 1 seule permet de
calculer les coefficients de flexibilité 6,4 et §;5, et sous I’action d’une sollicitation X, = 1 donne
les coefficients 8,4 et ,,.

Alors que les déplacements A;q et A, ils se calculent sous
I’effet de la force P extérieure appliquée au systeme
isostatique de base. Les diagrammes du moment fléchissant,
car on suppose que la flexion est dominante, permettent de
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calculer ces coefficients et déplacements. Ils sont illustrés par
la Figure 2-22 et la Figure 2-22. Diagrammes des moments
fléchissant M,, et M4

P
PL/2

Figure 2-23Figure 2-22. Diagrammes des moments fléchissant
M,, et M,

P
PL/2

—

E]

Figure 2-23. Diagramme du moment fléchissant M,

_1 NN DAY B
81 == [ (My x My)dx = [~ + L ] =
1 1 L3 L3

81y _Ef(MlxMZ)dx_E_H;] =
1 1 L3 L3

822 :EI(MZ XMZ)dx =E_O+? :E

1 10 1PL? L pPL3 —29pPL3
Ao = — [ (My X Mo)dx = — 0 -2 (QL+) - +] = ~aml

1 1 1PL? -pPL3
AZO = EI(MZ X Mo)dx = E -0 - ETL:I =



La résolution du systéme d’équations donne les inconnues hyperstatiques X; et X.

22P opP
X1 =—et XZ = -
56 56

Les diagrammes des efforts internes s’obtiennent alors par superposition.

Mf = MO +X1M1 +X2M2

3PL
56

Figure 2-24. Diagramme final du moment fléchissant.
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Chapitre 3

Méthode des déplacements

3.1 Introduction

Un systéme hyperstatique est un systéme ou les équations d’équilibre ne suffisent pas a calculer
les forces inconnues. On peut alors utiliser la méthode des forces (MF) ou la méthode des
déplacements (MD).

Dans la MF, on supprime les liaisons surabondantes pour définir un systeme isostatique de base
et des inconnues hyperstatiques. Ces inconnues sont des « forces » introduites pour remplacer les
liaisons supprimées. Pour résoudre le probléme et calculer ces inconnues, on pose les équations de
compatibilité de fagon & retrouver la cinématique du systéme initial.

Ainsi, dans la MF on vérifie d’abord les équations d’équilibre puis, on pose les équations de
compatibilité des déplacements pour calculer les inconnues hyperstatiques. La loi de Hook permet
d’assurer la relation forces — déplacements.

Dans la MD, I’ordre d’utilisation des équations d’équilibre et de compatibilité est inversé. On
conserve alors toutes les liaisons du systéme initial, en considérant que les déplacements des noeuds
sont inconnus.

D’apres la mécanique des structures (MDS), chaque déplacement d’un nceud induit les efforts
dans ce nceud, et dans les autres nceuds de la structure qui lui sont connectés par des poutres. La
relation entre les forces induites et le déplacement impose est établie par des coefficients de rigidité.
Ces coefficients sont obtenus a partir de ceux des poutres isolées.

Les équations d’équilibre entre les efforts induits par les DDL et les charges appliquées a la
structure sont ensuite posées pour calculer les déplacements inconnus des nceuds. On en déduit
ensuite les forces aux nceuds puis le reste des inconnues de la mécanique des structures (MDS).

Dans la MD, les notions de déplacement/DDL et de nceud sont fondamentales. On commence
donc par les définir.

32



3.2 Déplacements d’un point

Dans le cas général, la cinématique d’un point matériel est définie par sa translation et sa
rotation qui sont représentées par leurs composantes dans un référentiel qu’on se fixe.

Ces composantes sont regroupées dans un vecteur de «déplacements généralisés »,
communément appelé vecteur de « déplacements » ou vecteur de « Degrés De Liberté » (DDL).

3.3 Déplacements d’un point dans un plan

Dans le cas de structures planes chargées et se déformant dans leur plan, tout point peut subir,
en général, une translation (vecteur a 2 composantes) et une rotation autour de la normale au plan
comme illustré dans la Figure 3-1.

Y

AN

o
v, ./,"l\ S x
Ui Il

l

Figure 3-1. Degrés de liberté d’un point dans le plan XY

Chaque point i posséde ainsi 3 DDL qui reperent sa nouvelle position i’par rapport a sa position
initiale. Si on retient un repére XY orthonormé direct, les DDL d’un point i s’écrivent comme suit :

Ui
51’ ={Vl

0z;
3-1)

3.4 Les neeuds

La méthode des déplacements consiste a déterminer les DDL de certains points particuliers de
la structure, appelés nceuds.

Les nceuds se situent obligatoirement aux intersections entre poutres, aux points présentant des
singularités (changement brusque de caractéristiques, discontinuités de DDL) et aux appuis.

Des neeuds supplémentaires peuvent étre retenus par I’ingénieur d’étude mais ils ne serviront
qu’a diviser des poutres en 2 parties ou plus, et auront pour conséquence une augmentation du
nombre d’inconnues. On notera aussi qu’on ne peut pas avoir de nceud non connecté a au moins 1
poutre.
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Les nceuds assurent ainsi le lien entre les poutres de la structure, et entre la structure et son
environnement. Les nceuds sont supposés indéformables et transmettant intégralement les efforts.

Les nceuds appuis sont particuliers dans le sens ou certains de leurs DDL sont connus (imposés)
alors que les forces qui leur correspondent sont inconnues.

3.5 Principe de la méthode.

Afin de bien expliquer le principe de la méthode nous avons jugé utile de I’illustrer a travers
I’exemple de la Figure 3-2.

q(x)

Intersqctions
entre Pbutres

|
‘A/ppuis\% 1 $4

|
Figure 3-2. Structure et modéle de ’exemple d’illustration

La Figure 3-2 représente le modele de la structure, elle montre la numérotation des différents
nceuds de la structure en portique ainsi que ’orientation des poutres. Les nceuds 1 et 4 sont des
encastrements, leurs DDL sont donc connus, ils sont nuls.

La Figure 3-3 montre la cinématique de la structure. C’est 1’allure de la déformée due aux 6
DDL (inconnus) des 2 nceuds libres. Le principe de superposition (PS) permet de la voir comme la
superposition des déformées des 6 DDL, pris un a un.

34



l & N 4

Figure 3-3. La cinématique de la structure.

Les équations d’équilibre entre les efforts induits par les DDL et les charges appliquées a la
structure doivent étre posées pour déterminer les DDL inconnus. Pour les écrire, on utilise le principe
de superposition et on opere en deux parties :

Partie | : On écrit les forces aux nceuds qui sont induites par les déformations des poutres (a la
suite des déplacements des nceuds).

Partie 11 : On écrit les efforts aux nceuds dus aux charges extérieures seules, sans aucun
déplacement des nceuds.

Pour ce faire, il faut pratiquer des coupures afin d’isoler les nceuds des poutres. Il faut alors
assurer la continuité des efforts entre le nceud isolé et la poutre a laquelle il est lié

351 Efforts aux neeuds induits par leurs déplacements (Partie 1).
Les efforts sont exprimés dans le repére XY du plan choisi, et la notation ci-dessous est adoptée :
Fx;; est ’action du nceud i sur la poutre ij suivant I’axe X
—Fy;j est’action de la poutre ij sur le nceud i suivant I’axe Y
Mzj; est le moment qu’exerce le nceud j sur la poutre ij

Ainsi, I’indice cité en premier indique le nceud concerné ; les 2 indices définissent la poutre
déformée.

Les actions des nceuds sur les poutres portent un signe (+) et les actions des poutres sur les
nceuds le signe (—) afin d’assurer la continuité des efforts.
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Figure 3-4. Les efforts aux nceuds induits par les déplacements des
neeuds

D’apres la Figure 3-4, il apparait évident que les efforts induits au niveau d’un nceud résultent
de la somme des actions des poutres qui lui sont connectées.

Comme tous les efforts sont exprimés dans le méme repére, le résultat est immédiat. Pour notre
exemple, le cumul des forces induites aux nceuds 2 et 3 valent :

sz = Fle + Fx23 X Fyz = F}’Zl + Fy23 ; MZZ = MZ21 + MZ23
FX3 = Fx32 + FX34 X Fy3 = Fy32 + Fy34_ ; MZ3 = MZ32 + MZ34

Une étape importante de la MD est d’écrire ces forces en fonction des DDL. On les déduit a
partir des relations élémentaires établies pour chacune des poutres, prise isolément. La procédure
sera présentée en détail ultérieurement.

Pour I’instant, on admet que la relation entre les 6 forces ci-dessus et les 6 DDL est établie et
qu’elle possede la forme généralisée illustrée ci-apres.

D’une maniére générale, en élasticité linéaire, les efforts aux noeuds sont reli€s linéairement aux
déplacements des nceuds qui les provoquent par une matrice dite matrice de rigidité. La forme de
cette relation pour 1’exemple d’illustration est :
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3-2)

On remarquera que, par exemple, la 4eme colonne de cette matrice est égale au vecteur des
forces induites aux nceuds en imposant au 4éme DDL, soit U3, une valeur unitaire et en supposant le
reste des DDL nuls, ¢’est-a-dire en les supposant bloqués.

Ainsi, les colonnes de la matrice de rigidité pourraient étre obtenues séquentiellement en
bloquant tous les DLL puis, en leur imposant une valeur unitaire, 1’'un apres l'autre. On calcule a
chaque fois les forces induites aux nceuds.

3.5.2 Efforts aux neeuds dus aux charges extérieures. (Partie I1).

Les forces extérieures appliquées a une structure peuvent étre des :
e Forces/moments concentrés appliqués aux nceuds, dites charges nodales

e Charges concentrées ou réparties appliquées sur les poutres, dites charges en
travée.

Comme on veut écrire les équations d’équilibre des nceuds, les charges nodales ne posent aucun
probleme.

Pour les charges en travée, il faut calculer les efforts transmis aux nceuds par les poutres
chargées. On procede comme précédemment en pratiquant des coupures, afin d’isoler les nceuds des
poutres, et on assure la continuité des efforts.

La Figure 3-5 montre les différents efforts dus aux charges extérieures. lls sont exprimés dans
le repére XY du plan. Pour toute poutre ij chargée, la notation ci-dessous est adoptée :

inoj est la force au nceud i de la poutre ij suivant I’axe X, due & la charge en travée uniquement.
—Fyl-oj est I’action de la poutre ij sur le nceud i suivant I’axe Y
Mz]% est le moment au nceud j de la poutre ij, dd & la charge en travée uniquement.

Ainsi, I’exposant 0 indique qu’il s’agit de forces liées aux charges en travées. L’indice cité en
premier indique le nceud concerné.

Les actions des poutres sur les neeuds portent le signe (—) afin d’assurer la continuité des efforts.
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Figure 3-5. Les efforts aux nceuds induits par les charges
extérieures.

3.5.3 Equilibre des nceuds (Partie 1) + (Partie 11)

On écrit maintenant 1’équilibre des nceuds sous les forces induites par les déplacements (partie
I) et les charges appliquées a la structure (partie I1).

Equilibre du nceud 2

—(Fxyq1 + Fxp3) —Fx23+ P =0
—(Fy21 + Fyz3) — Fy33 =0

—(Mzyy + Mzy3) — Mz +T =0
Equilibre du nceud 3

—(Fx3z + Fxgq) — Fx35 — Fx3, = 0
—(Fysz + Fyss) — Fy3, —Fy3, =0
—(Mz3, + Mz3,) — Mz3, — Mz2, = 0

Ainsi, on a les 6 équations nécessaires au calcul des 6 DDL de la structure qui sont inconnus.
Pour les résoudre, on regroupe les termes inconnus & gauche et les termes connus a droite. On obtient
alors :
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( Fx, =P —FxY,
Fy, =0~ Fyp;
Mz, =T — Mz,
Fx; =0— Fx9, — Fx3,
Fy; =0—Fyg, — Fy3,
\Mz; =0 — Mz2, — Mz3,

(3-3)

Les 0 sont rajoutés pour mettre en évidence la nuance entre les forces nodales et les forces en
travée.

La relation explicite entre les forces induites par la déformation et les DDL est donnée par des
coefficients de rigidité. La procédure sera présentée ultérieurement.

354 Solution du systeme d’équations

La solution du systéme d’équations linaires obtenu précédemment par 1’équation (3-3) donne
les DDL des nceuds. On en déduit ensuite les valeurs des forces aux nceuds.

Avec ces résultats, on peut déduire les réactions selon les DDL bloqués (imposés) ainsi que tous
les parametres souhaités (efforts internes, contraintes, déplacement en travée, ...) dans toutes les
poutres.

355 Calcul des paramétres dans les poutres

Cette étape conclut la procédure de la MD. Le calcul mécanique de la structure et de ses
éléments se trouve ainsi achevé. En effet, une poutre (Figure 3-6) dont on connait les déplacements
et les forces aux nceuds i et j est statiquement déterminée et on peut, grace a la mécanique des
structures (MDS), calculer tous les parametres (efforts internes, déplacements, contraintes, etc.) pour
n’importe quelle section X~ d’abscisse x le long de sa longueur.

y/I\
Uy X v fy;

0z;; ; mz5
i | J Uji ; fx]t'i
GZL'J' , m |

Figure 3-6. Efforts et DDL aux nceuds d’une poutre
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3.6 Problématique du choix des DDL et du volume de calculs

Le nombre d’inconnues (NDL) de la MD est facile a calculer. C’est le nombre de nceuds de la
structure (NN) multiplié par le nombre de DDL/nceud (NDN). On retranchera le nombre de DDL
bloqués/connus au niveau des appuis (NDA).

NDL = NN x NDN — NDA

Il est évident que le nombre d’inconnues d’une structure de génie civil relativement simple peut
étre trés €élevé. La résolution du systéme d’équations est assez fastidieuse a la main et les ingénieurs,
avant I’avénement de 1’ordinateur, se sont ingénié a réduire les DDL en exploitant astucieusement
des propriétés (symétrie/antisymétrie) et/ou des hypotheses raisonnables sur la cinématique de la
structure (indéformabilité de certaines parties, ...). D’autres, comme Cross, ont trés astucieusement
mis en ceuvre des techniques de résolution des grands systémes d’équations algébriques.

Dans ce qui suit, nous allons présenter, a travers notre exemple, comment et pourquoi la MD
classique (MDc,) réduit le nombre de DDL.

3.7 Meéthode des Déplacements vs Méthode des Forces

Pour notre exemple illustratif a 4 nceuds, deux sont encastrés, ¢’est-a-dire que tous leurs DDL
sont bloqués (nuls).

U1=0 U4,=0
61:{V1=Oet64:{V4=0
@Zl=0 QZ4=0

Les DDL inconnus sont finalement ceux des nceuds 2 et 3. Autrement-dit, le systeme a résoudre
est de dimension 6.

Si on utilise la méthode des forces (MF), notre structure est 3 fois hyperstatique. Le systéme a
résoudre par la MF est de dimension 3. II est alors évident qu’il vaut mieux étudier cet exemple par
la MF, a moins d’utiliser des astuces/techniques pour alléger les calculs de la MD.

Pour réduire le volume de calculs, il est courant de prendre des hypothéses supplémentaires
cohérentes avec le comportement réel de la structure.

3.8 Méthode des Déplacements classique (MDc)

3.8.1 Hypothése de conservation de la longueur des poutres.

L’hypothése la plus usuelle dans 1’étude de portiques plans par la MD est celle qui suppose
I’indéformabilité axiale des poutres. Cela équivaut a considérer que toute poutre ij conserve sa
dimension selon son axe x et cela se traduit par 1’équation de contrainte suivante :

40



ui]- - u]-i =0
(3-4)

i Jou
GZL']

Figure 3-7. Représentation des différents DDL

3.8.2 Conséquence sur les DDL

Avec ces relations de contraintes (conditions) supplémentaires, le nombre total de DDL se
trouve réduit de 1 DDL par poutre. La réduction concerne exclusivement les DDL de translation et
les composantes a réduire dépendent des orientations des poutres et de leur maillage.

En notant NP le nombre de poutres, le NDL de la MR vaut :

NDL = NN x NDN — NDA — NP
(3-5)

Pour notre exemple a 3 poutres, I’hypothése d’indéformabilité axiale fait passer le NDL de 6 &
3 et rend la MD compétitive avec la MF.

Dans ce qui suit, on montre I’exploitation de ces relations dans le cas de notre exemple. Une
procédure plus générale sera présentée ultérieurement.

Pour notre exemple a 3 poutres, I’hypothése d’indéformabilité axiale (3-4) permet d’écrire,
respectivement pour chacune des poutres 12, 23 et 34, les équations ci-dessous :

Uy = Uz,  Upz =Uzp €1 Uzy = Uys

Comme les nceuds sont indéformables et que les poutres sont orthogonales entre-elles, on peut
aisément déduire que ces équations équivalent a :

Vl = Vz, UZ = U3 et V3 = V4,
A partir des conditions d’appui, on arrive a conclure que
Vz = 0 et V3 = 0

Ainsi, on peut retenir indifféeremment U, ou U; comme translation inconnue. On choisit alors
de retenir U, et les 3 DDL & calculer sont : ©z,, 0z et U,
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3.8.3 Conséquence sur [’équilibre

L’hypothése de I’indéformabilité axiale des poutres réduit les DDL mais pose un probléme pour
les efforts normaux : ils ne peuvent pas étre calculés a partir des déplacements ! On ne peut donc
pas les considérer parmi les efforts induits par les déplacements. La procédure de la MD présentée
précédemment se trouve ainsi bouleversée et on ne pourra pas écrire 1’équilibre des nceuds suivant
les directions ou interviendrait un effort normal, ¢’est-a-dire suivant les DDL de translation.

Il est évident que cela ne concerne pas les DDL en rotation. Ainsi, la MD classique utilise
naturellement 1’équilibre des moments appliqués aux nceuds pour obtenir les équations relatives aux
DDL de rotation.

Alors que pour les équations relatives aux translations, elle utilise astucieusement les formes
d’écriture de 1’équilibre qui passent par le travail ou I’énergie.

Cette fagon de faire permet d’éviter de faire mention directe des efforts normaux en faisant
plut6t appel aux travaux (ou énergies) qui leurs correspondent et de négliger leurs contributions au
travail (ou a I’énergie) global.

Cette pratique est courante en MDS classique. A titre d’exemples :

e [’effort tranchant est bien pris en compte dans 1’équilibre des poutres alors que la
distorsion (la déformation qui lui correspond) y est négligée.

e Les charpentes métalliques sont modélisées par des treillis car I'énergie flexionnelle y
est négligeable. ..

La procédure consiste a calculer, pour chaque DDL de translation, la somme des travaux de
toutes les forces aux nceuds de la structure; on négligera évidemment la contribution des
composantes des efforts induits (partie 1) causées par les déformations axiales des poutres. On
prendra une valeur quelconque (virtuelle) de la translation et on écrira que la somme des travaux est
nulle (PTV).

3.8.4 Equilibre des neeuds selon les DDL de rotation

Les équations d’équilibre des nceuds sous les moments induits par les rotations (partie 1) et ceux
dus aux charges appligquées a la structure (partie 1) restent identiques a celles de la MD

Equilibre des moments appliqués au nceud 2

—Mzyy — Mzy3 + T — Mz =0

Equilibre des moments appliqués au nceud 3

_MZ32 - MZ34_ - MZ:?Z - MZ:(;)4_ = 0

3.85 Equilibre selon le DDL de translation

Pour exprimer I’équilibre selon le DDL de translation, on calcule la somme des travaux virtuels
sous une translation quelconque U™ parallele au (seul) DDL de translation U,. Pour illustrer la
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procédure, on reprend les figures montrant les efforts intervenant dans 1’équilibre (parties I et II) tout

en mettant en évidence les efforts aux nceuds qui produisent un travail non nul sous U* (Figure 3-8
et Figure 3-9) .

Les forces (—Fx,3) et (—Fx35), résultant de I’action axiale de la poutre 23 sur les nceuds 2 et
3 respectivement, produiront un travail négligeable. Quant aux forces (—Fx3;) et (—Fx3,) qui
résultent des charges en travée, elles produisent un travail virtuel sous U*.

La somme des travaux virtuels (non négligeables) sous U™ doit étre nulle (quel que soit U*),
alors :

—Fx5,U* — Fx3,U* + PU* — Fx3;U* — Fx2,U* — Fx3,U* = 0
Il s’ensuit évidemment que :

—Fxy; — Fxg4 + P — Fx2, — Fx3, — Fx3,
3.8.6 Systéme a résoudre

Les 3 équations, nécessaires au calcul des 3 DDL de la structure, sont établies. Pour les résoudre,
on regroupe les termes inconnus a gauche et les termes connus a droite :
Mz, + Mzys =T — Mz,
Mzsy + Mzg, = 0 — Mz2, — Mz3,
Fxy1 + Fx34 = P — Fx33; — Fx9, — Fx3,
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Figure 3-8. Equilibre (Partie 1). Les Efforts induits par les
déplacements des nceuds

q(x)
Fygz
A
r
2
U* 734
I F}’04
Y X34
Q
X

Figure 3-9. Equilibre (Partie I1). Les Efforts dus aux charges
extérieures (sans aucun déplacement des nceuds)
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3.9 Calcul des paramétres dans les poutres. Particularité des efforts axiaux

L’¢étape suivante de la MD est le calcul des efforts aux extrémités des poutres & partir des DDL
obtenus par résolution du systéme précédent puis, d’en déduire les réactions et tous les parametres
des poutres (efforts internes, etc.).

Cependant, ’hypothése de I’indéformabilité axiale des poutres fait que les efforts axiaux ne
sont pas reliés aux DDL! Pour contourner ce probléme, on pose les équations d’équilibre en
translation, selon X et Y, des NN nceuds pour trouver les NP efforts axiaux inconnus.

On ne peut donc envisager de solution que si : NP < 2 X NN

3.10 Les solutions des Poutres Isolées

La MD dans ses deux versions pose des équations d’équilibre pour trouver les DDL qui sont
inconnus.

Elle utilise le principe de superposition pour écrire I’équilibre des nceuds de la structure. Les
forces aux nceuds sont alors dues a la superposition de deux états :

e Les actions induites par les DDL seuls (sans le chargement)
e Les efforts dus aux charges extérieures (sans aucun déplacement des nceuds)

La mécanique des structures (MDS) permet de résoudre entierement le cas des poutres isolées
soumises a des déplacements imposés en leurs extrémités. Elle donne aussi les efforts développés
dans les poutres isolées chargées en travée, lorsque leurs extrémités ne se déplacent pas.

Dans ce qui suit, on donne ces relations/expressions pour une poutre isolée. On abordera ensuite
la problématique de I’orientation des poutres.

3.10.1  Forces induites — Déplacements imposés

La MD se base sur les relations entre les forces induites et les DDL qui les provoquent (Figure
3-10). Pour une poutre seule, il est aisé d’établir ces relations par I’une des méthodes de la MDS.
Dans ce cours, on fera usage de I’équation de la ligne élastique.
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] ujiiiji
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Figure 3-10. Illustration des différents DDL/Efforts aux neeuds

3.10.1.1 Décomposition : Flexion Simple + Sollicitation Axiale.

Comme il est courant de faire usage du principe de superposition, on considére alors séparément
la flexion de la poutre de son comportement axial.

y y
vij f)i\j Vi fyji 1\
| I'\szii mz;; w;j; fxij wji ; fxji
>, L —

. . . . x
l ] l ]

Hzl-j; mzl-j | | + | |

L L
Flexion simple Comportement Axial

Figure 3-11. Décomposition : Flexion simple Comportement axial.

3.10.1.2 Flexion simple : Equation de la ligne élastique

Une poutre droite d’axe longitudinal x qui fléchit dans le plan xy (défini par un repére
orthonormé direct) est régie par 1’équation différentielle d’ordre 4 ci-dessous, dite équation de la
ligne élastique.

a*tv() _ q(x)

dx* El,

(3-6)
Oou
v(x) est la fleche

q(x) est la charge appliquée sur la ligne moyenne de la poutre et dirigée selon y.
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E est le module de Young

I, est le moment d’inertie de la section transversale de la poutre par rapport a 1’axe z, normal
au plan de flexion.

Connaissant les conditions aux limites i et j de la poutre, on peut résoudre entiérement cette
équation et en déduire la rotation, le moment fléchissant et I’effort tranchant dans n’importe quelle
section d’abscisse x par les relations :

0z(x) = dv(x)/dx

(3-7)
M(x) = El, d*v(x)/dx?
(3-8)
T(x) =—dM(x)/dx
(3-9)

3.10.1.3 Fleche en imposant v;; seul

L’équation de la ligne élastique avec un second membre nul (pas de chargement sur la poutre)
admet comme solution un polyndme du 3éme degré :

v(x) =ax®+bx*+cx+d
En imposant les 4 conditions aux limites
v(0) =v; ; 02(0)=0; v(L)=0 ; 6z(L)=0
On trouve les 4 coefficients du polyndme et par suite I’équation de la fleche sous v;; seul :
v(x) = (L%x3 —%xz + 1) vij
(3-10)
y

A
T

Figure 3-12. Fleche en imposant v;; seul.

3.10.1.4 Efforts internes en imposant v;; seul

A partir de ’équation de la fléche, on déduit les expressions du moment fléchissant et de I’effort
tranchant dans n’importe quelle section d’abscisse x (I’effort normal est nul en flexion simple) :
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M(x) = El, d*v(x)/dx? = El, (%x —L%) vij

T(x)=—dM(x)/dx = —Elzi—gvij

Figure 3-13. Moment fléchissant en imposant v;; seul

y

A

[ 9)(

J

12E1, 12E1,
——F Y (::) ——3 Vi

Figure 3-14. Effort tranchant en imposant v;; seul

3.10.1.5 Efforts induits aux nceuds en imposant v;; seul

En tenant compte de la convention de signes des efforts internes, on arrive a établir la relation
recherchée, c’est-a-dire a exprimer les efforts induits aux nceuds a la suite de ’application de v;;

A
12E L _12EIZ

fyij=+—3vij fyji=——3""vij

6E1
fx..—o iji:+Tvij
ij = »
i ] ijl-=0
SL.6EQ

mzij = +T‘Uij

seul.
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Figure 3-15. Efforts induits aux nceuds en imposant v;; seul.

3.10.1.6 Fleche et Efforts internes en imposant 6z;; seul

En utilisant les conditions aux limites, on peut écrire :
v(0) =0;62(0) =0z; ;v(L)=0 ;0z(L)=0

On obtient alors I’expression de la fléche en fonction de 6z;;, elle est donnée par :

1 2
v(x) = (L—2x3 —zxz + x) 0z;;

Figure 3-16. Déformée en imposant 6z;; seul.
D’ou
6 4
M(X) = EIZ (L—Zx - Z) GZij

T(x) = —El,>

272 97ij

y
AN 2EI,
_l_

——0z::

i @ J

Figure 3-17. Moment fléchissant en imposant 6z;; seul.
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X
‘ O
6El, 6EI
——z 9% ——z 07
Figure 3-18. Effort tranchant en imposant 8z;; seul.
3.10.1.7 Efforts induits aux nceuds en imposant 6z;; seul.
Les efforts induits aux nceuds dus a 6z;; seul valent alors :
y/I\
6EI 6EI
fyL] GZU 921]
mzj; = Qzl j
fxl] =0
J fx]l -
4E1,
mZij =+ T QZij

Figure 3-19. Efforts induits en imposant 6z;; seul.

3.10.1.8 Efforts induits aux nceuds en imposant v;; seul.

De la méme maniere, les efforts induits aux nceuds dus a v;; seul sont donnés par la Figure 3-22

y
6E1, .
e '
->
| O
El,
12 Vi
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Figure 3-20. Moment fléchissant en imposant vj; seul.

Figure 3-21. Effort tranchant en imposant v;; seul

Gy
1281, 12E1,

fyij=— L fyji=+ [

6E1
iji = _TZUji
fxij =0

>

6El,
Mz ===~ Yji

Figure 3-22. Efforts induits aux neeuds en imposant v;; seul.

3.10.1.9 Efforts induits aux nceuds en imposant 6z;; seul

Les efforts induits aux nceuds dus a 8z;; seul sont donnés sur la Figure 3-25

AEI,
+TQZJ'L'

Figure 3-23. Moment fléchissant en imposant 8z;; seul
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6EL, 6EL,
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Figure 3-24. Effort tranchant en imposant 6z;; seul

2EI,
le'j =4+ T ngl'

Figure 3-25. efforts induits aux neuds en en imposant 6z;; seul

3.10.1.10 Efforts induits aux nceuds sous v;;, 0z;5, vj; €t 0zj;

En combinant les résultats intermédiaires, on trouve les efforts induits aux nceuds par une
flexion simple provoquée par les déplacements des extrémités de la poutre.

mzij =+ 2]212 (ZGZU + HZji) + % (vij - vji)

iji = +2i_lz (HZl'j + 292]1) + %(UU - vji)

fyiy = +252 (021 + 02;) + 2= (v — vyy)

fyji = —6LE—ZIZ(92U +0z;;) — % (vij — vi)

3.10.1.11 Sollicitation axiale : Efforts induits aux nceuds en imposant u;; et w;;

Par définition, la déformation axiale est : &, = (u;; — u;;)/L

La loi de Hook donne la contrainte en fonction de la déformation. La contrainte normale est
exprimée par : g, = E€,, oU E est le module de Young. Si A désigne ’aire de la section de la poutre,
I’effort normal vaut N = Ao, = EA (uﬁ - ul-j)/L . En tenant compte de la convention de signe de

I’effort normal, on déduit aisément que :

fxl-]- =EA(uU—u]l)/L et iji =FEA (uji—uij)/L
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Figure 3-26. Efforts induits aux nceuds dans le cas de la
sollicitation axiale.

3.10.1.12 Forces induites — Déplacements imposés. Ecriture matricielle.

Pour une poutre seule, les relations entre les forces induites et les DDL qui les provoquent
peuvent étre réécrites sous forme matricielle comme suit.

. o (fxif) Bap 1 —17 (Wi
Sollicitation Axiale : {fx,-i =— [_1 1 ]{uji}

Flexion simple :

fyij 12 6L —12 6L (Yu
mZi]l _EL 6L 412 —6L 21%|)9%;
fyi [~ 13|-12 —6L 12 —6L|) Vi
mzj; 6L 21> —6L 4L*|\6z;

3.10.2  Forces aux noeuds dues aux charges en travée seules

Dans I’écriture de 1’équilibre dans la MD, on a aussi besoin des forces aux nceuds dues aux
charges en travée seules, sans aucun déplacement de neeuds. Pour une poutre isolée, il est aisé de les
calculer par une méthode de la MDS. Les résultats pour différents cas de chargement sont disponibles
dans la bibliographie.

y’I‘ fyp ﬂz

Figure 3-27. Forces aux nceuds dues aux charges en travées
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3.10.2.1 Cas de la charge transversale uniformément répartie

A titre d’exemple, on donne les forces aux nceuds sous une charge en travée uniformément
répartie, exprimeées dans le référentiel de la poutre isolée.

y
+ql?/12 @ +qL?/12
%x
—ql%/24

Figure 3-28. Moment fléchissant. Cas de la charge transversale
uniformément répartie

+qlL/2 J .
N

i 7

O~}

Figure 3-29. Effort tranchant. Cas de la charge transversale
uniformément répartie

fyi =—4qL/2
e—

Figure 3-30. Forces aux nceuds. Cas de la charge transversale
uniformément répartie

On peut écrire les forces aux nceuds sous une charge en travée transversale uniformément
répartie comme suit.

9.
Sollicitation Axiale : 4 10] = {O}
fxji 0
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(fyioé'\ —qL/2

mz;; _ 2
Flexion simple : Ul = qL*/12

fyji - qé/z

ijOi +qL*/12

3.10.2.2 Cas d’une Charge concentrée transversale & mi travée.

Un autre exemple est celui d’une force concentrée appliquée transversalement au milieu de la
poutre

y
+QL/8 @ +QL/8
X
. >
i J
—QL/8
Figure 3-31. Moment fléchissant. Cas d’une force concentrée a mi-
travée
A
5 .
+Q/ n J .
: -Q/2 >
l —

Figure 3-32. Effort tranchant. Cas d’une force concentrée a mi
travee.
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fyh=-0Q/2

I< L/2>I< L/2>|

Figure 3-33. Forces aux nceuds dues a une charge concentrée a mi-
travée

mzl-oj =—QL/8

On peut écrire les forces aux nceuds sous une charge concentrée transversale a mi travée comme
suit.

0
Sollicitation Axiale :{f ”} = {0}

fx](')i 0
0.
(fyl(ﬂ —Q/2
. mzii|  )—-QL/8
Flexion simple : fy]pi =1 _0/2
mzﬁ +QL/8

3.10.3 Forces totales aux neeuds.

Les forces totales aux extrémités de la poutre ij sont donc la superposition des 2 états présentés
ci-avant, soit les forces dues aux DDL sans charges, plus, les forces dues aux charges en travées sans

déformation. Ainsi, on a
PLEALL g
fxk Ui

£ 0
mg 12 6L —12 6L71(Yi fylé
mz; | _El.l 6L 41 —6L 212 |)0z; L M
fye [T |12 —6L 12 —6L|) i fy0

2 _ 2 ..
mat 6L 212 —6L 412 ]\6z; s

3.10.4  Forces aux neeuds dans le cas de la MDc.

Le probleme de la MDc qui suppose I’indéformabilité axiale des poutres pour réduire les DDL

est qu’il n’est pas possible d’obtenir directement les efforts axiaux des poutres. On ne pourra calculer
que les efforts de flexion a partir des DDL.

fxtb ? fxd
=0+ {d)



t 0
17ij 12 6L —-12 6L|(V i)
mzi; | EL| 6 412 —6L 212 |)0z; 4 mzjj

fyi (TP |-12 —6L 12 —6L|) vi £y0
t 6L 2L> —6L 4l? 0z;; 0
mZ]“ iji

3.10.5  Poutres Isolées particulieres.

Dans la MD les nceuds assurent le lien entre les poutres de la structure, et entre la structure et
son environnement. Par hypothése, les nceuds sont indéformables et transmettent intégralement les
efforts. Pour prendre en charge les discontinuités de DDL introduites par certains dispositifs
mécaniques, telle I’articulation, on utilise la technique suivante. On crée un nceud situé
« immédiatement avant » ou «immédiatement apres» la discontinuité, et on «reporte » la
discontinuité sur I’origine ou I’extrémité d’une poutre connectée a ce nceud. Cette poutre devra
avoir/assurer en sa limite concernée les conditions modélisant le comportement du dispositif
mécanique en question.

Dans ce qui suit, on va présenter quelques exemples de dispositifs sources de discontinuités
avec leurs CL, et on n’exposera que le cas de I’articulation.

Tableau 3-1. Exemples de dispositifs sources de discontinuité.

Rotations indépendantes, moment
fléchissant nul : Articulation.

2)
)

tranchant nul.

Déplacements axiaux
indépendants, effort normal nul.

—
d

( )
Fleches indépendantes,  effort % $
z —)
) 3

On résout 1’équation de la ligne ¢lastique en imposant les 4 conditions aux limites pour trouver
la relation recherchée.

v(0) = v ; 02(0) = 0z;;, v(L) =vy; M(L)=0

Le moment a I’extrémité est bien stir nul et les autres efforts sont indépendants de la rotation du
nceud j.

(i 3 3L =3 0](%
mzii| _En|3L 312 -3L 0])07;
if:)’jif T 1B |-3 —-3L 3 0|) Vi
mzjj 0 0 0 0]\0z;
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Figure 3-34. Poutre avec une extrémité articulée

Dans I’écriture de 1’équilibre dans la MD, on a aussi besoin des forces aux nceuds dues aux
charges en travée seules, sans aucun déplacement de nceuds. Pour une poutre isolée articulée a son
extrémité, on adopte I’un des deux modeles ci-dessous et il est aisé de les calculer par une méthode
de la MDS. Les résultats pour différents cas de chargement sont disponibles dans la bibliographie.

y q(x)
’1\ )i
fx ij ; P{ﬁ fx](.)i
> —>x

ng\) i ) ]
le >|

y q(x)
’T‘ fy}
fx ioj ; P{ﬁ fx})i

mﬂj\) i ) ]
¢ >)

Figure 3-35. Modeéles pour poutres articulées a une extrémiteés.

3.10.5.1 Forces aux nceuds dans le cas de la charge transversale uniformément répartie.

On peut écrire les forces aux nceuds sous une charge en travée uniformément répartie comme
suit.

0
Sollicitation Axiale : 4 = {0}
fxji 0
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0
mz:: _ 2
Flexion simple : Jl=1"4 L%/8
fyji —3qlL/8
mz? 0

Ji

y'T‘ fyi
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ngk fyd
e - >|

Figure 3-36. Forces aux nceuds. Cas d’une charge répartie

> >

3.10.5.2 Forces aux nceuds dans le cas d’une charge concentrée transversale a mi travée.

On peut écrire les forces aux nceuds sous une charge concentrée a mi travée comme suit.

0
Sollicitation axiale {;xi{} = {0}

Xji 0
0
fy‘{) —-11Q/16
mz;; .
Flexionsimple:{ 1 ={76¢ L/32
fyji -5Q/16
mz}) 0

y'T\ Q fyp
fxi) | 'T‘rx%
ngk fvi jA o
|< L/2 >|< L/2 >I

Figure 3-37. Forces aux nceuds. Cas d’une force concentrée a mi
travee
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3.11 Problématique de ’orientation des poutres

Les forces induites par les déplacements des nceuds et celles dues aux charges en travées sont
connues mais pour les poutres isolées.

Dans un portique plan, les poutres présentent différentes orientations et pour écrire les équations
d’équilibre de la structure, il faut relier les déplacements des extrémités des poutres isolées aux
déplacements des nceuds de la structure. Il faut également projeter les actions des nceuds sur les
poutres (ainsi que les forces aux nceuds dues aux charges en travées des poutres isolées) dans le
repere de la structure.

C’est I’objectif de cette partie du cours. On commencera par le cas simple des réseaux de poutres
orthogonales entre-elles et on présentera ensuite le cas des poutres orientées arbitrairement dans le
plan de la structure.

3.11.1  Poutres orthogonales entre-elles.

Les poutres formant les portiques plans constituent généralement un maillage de poutres
orthogonales entre-elles. Dans ces cas-1a, on ne trouve aucune difficulté a relier les déplacements des
extrémités des poutres isolées aux déplacements aux nceuds de la structure. Les rotations sont
d’ailleurs les mémes (6z;; = Oz;). Le changement d’orientation n’affecte que les DDL de

translation.

2. )

% RS

Figure 3-38. Portique a poutres orthogonales entre elles

Pour I’exemple d’illustration montré par la Figure 3-38, il est facile d’établir que pour
e Lapoutre 12
Uy =V, vz =-0U;
e Lapoutre 23
Uz =Uz; v3=Vy, uzp=Us;; v3=V;

e Lapoutre 34
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Uzy = —V3; V34 =Us

Aussi, les moments ne sont pas affectés par le changement d’orientation (Mz;; = mz;;) et les

actions des noeuds sur les poutres isolées valent alors :
e Lapoutre 12 :
Fys1 = fx215 Fxa1 = —fyn
e Lapoutre 23:
Fx3 = fx23; Fyz3 = fy23; Fxzz = fx3;; Fys2 = fy32
e Poutre 34 :
Fyss = —fx34; Fxzs = fy34

Il en est de méme pour les forces aux nceuds dus aux charges en travées seules.

3.11.2  Poutres inclinées

Il arrive aussi qu’une poutre ait une orientation quelconque dans le plan XY, définie par I’angle
a;; que fait son axe x avec I’axe X de la structure

Figure 3-39. Poutre inclinée

Comme précisé précédemment, les rotations ne sont pas affectées par le changement
d’orientation dans le plan car elles sont toutes mesurées autour de la normale au plan.

La translation d’un nceud i a deux composantes U; et V;. Pour une poutre ij inclinee de a;;, cette
translation se décompose en u;; et v;; dans le référentiel de la poutre.

Dans le cadre des petits déplacements, u;; et v;; s’obtiennent en additionnant les projections de
U; et V; sur I’axe longitudinal de la poutre puis sur son axe transversal, respectivement.

On trouve alors :
uij = Uj cos(ai;) +V; sin(ay;)

vij = Vi COS(aij) - Ui Sin(aij)
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Sachant que

BZij = QZL'

Figure 3-40. Les composantes des translations des nceuds

Les actions des nceuds sur les poutres (comme les forces aux nceuds dues aux charges en travées)
sont connues pour les poutres isolées, c’est-a-dire dans le repére de chaque poutre. Les moments ne
sont pas affectés par le changement d’orientation et les actions des nceuds sur les poutres isolées
valent :

inj = fxl-]- COS(CXU) _fyl] sin(aij)
Fyl] = fyl] COS((Zij) +fxij sin(aij)
Avec :

MZij = mZij

N
39 N g

Figure 3-41. Les actions des nceuds sur les poutres isolées

L’hypothese d’indéformabilité axiale des poutres permet d’écrire pour chaque poutre (ij):
uij - uji =0

En projetant des translations des nceuds i et j sur I’axe de la poutre inclinée de a;j, cette
condition devient :
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(Ui — U]-) cos(aij) + (Vi - V]) sin(aij) =0
On retrouve le cas des maillages de poutres orthogonales entre-elles :
Pour a;; = tm, ona:U; = xU;
Poura;j =m/2 +m, onaV; =41V
Le cas d’une inclinaison quelconque est maintenant abordé.

Lorsqgue la structure comporte des poutres inclinées arbitrairement, il peut se poser un probléme
de choix des DDL de translation a « retenir ».

L’écriture de la condition d’indéformabilité axiale d’une poutre en fonction des DDL de
translation de ses nceuds i et j donne :

(U; — U;) cos(ay;) + (V; = V;) sin(a;j) = 0

Soit une équation ou interviennent 4 DDL. Nous pouvons I’utiliser pour exprimer 1’un d’eux en
fonction des 3 autres et le réduire du systéme a résoudre. Nous avons autant d’équations de ce type
que de poutres.

En somme, le systeme final a résoudre sera réduit de NP degrés de liberté de translation. Mais
la question est, lesquels ?

En régle générale et pour tenir compte de 1’interconnexion des poutres, il faudra poser les NP
équations et les exploiter simultanément pour arriver a réduire les DDL de translation non
déterminants.

En général, les choix sont faciles, ou imposés, pour certains nceuds. On commencera par 12 et,
de proche en proche, on arrive a prendre les décisions pour arriver a choisir les translations a retenir.

Remargue. Le cas limite est celui o il y a tellement d’équations qu’aucune translation

n’est possible. Comme chaque nceud n’a que 2 translations, si NP > 2 X NN alors aucune translation
n’est possible. En tenant compte en plus du nombre de translations bloquées aux appuis NTA, la
condition devient plus contraignante, ainsi :

SiNP =2 X NN — NTA alors, les nceuds de la structure ne peuvent subir que des rotations.

3.12 Applications.

3121  Exemplel

Comme premiére application (Figure 3-42), nous allons terminer I’exemple illustratif, on
précise quelques données : Les poutres ont la méme longueur L et la méme raideur EI. La charge Q
est appliquée a mi travée et g est uniformément distribuée.
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L,

La Structure

Figure 3-42. structure de I’application

En utilisant la MDc, on est arrivé a définir les 3 DDL inconnus 0z, , Oz; et U, et a écrire le
systéme des 3 équations d’équilibre qui permettent de les obtenir :
MZZl + MZZ3 = r - MZS3
Mz, + Mz3y = 0 — Mz, — Mz3,
Fxyq + Fx3q = P — Fx33 — Fx9, — Fx2,
En tenant compte des orientations des poutres, on écrit les correspondances entre les efforts
intervenant dans les équations a résoudre et les forces des poutres isolées :

MZij = mZij X MZL- = mZ]

Fxy1 = —fYa1: Fxzs = fy3a;
Fx3s = fx93 ;Fx3, = fx9, ; Fx3,=fy3,

En revenant aux expressions établies pour une poutre isolée, on écrit les expressions des efforts
induits par les déplacements qui interviennent dans les équations d’équilibre :

Iz 6EI,

mzyq = (0z13 + 2 0231) + —=2 (V12 — Va1);

mzyz = +_ (20253 + 02z35,) TRLL: (1723 —V32);
1, 6EIZ

mzz, = (0233 + 2 023;5) + —2 (V23 — V32);

2E1 6EI
Mmzzy = +Tz (20234 + 02z43) + Tz (V34 — V43)

12E1

6EIZ . .
fya1 = (6215 + 0231) —( V12 — V21);

6EI,

12E1, _
fysa =+ (Bz34 + 62z43) + L_3(v34 — V43);

En tenant compte des conditions aux limites et des orientations des poutres, les équations ci-
avant s’écrivent en fonction des DDL inconnus comme suit :

2EI,

6EI,
MZZI = m221 =+ (2 022) + L_Z (Uz)

MZ23 = Mzy3 = +2Iilz (2 @Zz + 023)

64



2E
L

MZ32 = Mzz, = + lz (QZZ + 2 023)

2E
L

I 6EI,
MZ34 = MZzy = + (2 0Z3) + L—2 (Uz)

6

El, 12
Fxy1 = —fy,1 =+ 1z (6z;) +

El,
13 (UZ)

6EL 12E1,
Fx3s = fysa =+~ (023) +—F—(U)

En revenant aux expressions établies pour une poutre isolée, on écrit les expressions des efforts
dus aux charges en travées qui interviennent dans les équations d’équilibre :

Mzd; = mzdy = —q L?/12
Mz, = mz2, = +q L?/12
Mz3, = mz3, = — (—Q) L/8
Fx9s = fx33 =0
Fx3, = fx3, =0
Fx3y = fy$s = = (=Q)/2
En remplacant, on arrive au systéme suivant :

2E1, 6E1 ,
+= (402, + 025) + — - Up =T +qL7/12

2E1, 6EIL, 5

+T(@z2 +4@z3)+TU2 =0-ql?/12-QL/8
6EI,
L2

24E1,
+ (022+023)+TU2=P_0_0—Q/2

Dont la solution est

0Oz,
L
84EI,

U,

-1 13 -3L|{—-ql?*/12—-QL/8
—3L —-3L 5I? P-0Q/2

Enserappelantque: Us =U, ; Vo =V3=0,U;, =V, =U,=V,=0,;0z, =0z,=00na
donc tous les déplacements des nceuds de la structure.

[13 -1 —3L] r+ql?/12

Les déplacements aux extrémités d’une poutre sont déduits des DDL de ses nceuds (fonction de
I’orientation de la poutre). Quant aux efforts, on commence par calculer les efforts dus a la flexion.
Les efforts axiaux se déduisent a partir de 1’équilibre des noeuds.

Flexion simple :

; 0
fy‘g 12 6L -12 6L(YU {fylé]
mz;| _El 6L 412 -6L 21%]|)0%; mz;;
fyh 3 |-12 —6L 12 —6L|) Vi fyh

2 _ 2 i
mz 6L 21> —6L 41?2]\6z; mz?
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V12 0
. . 0z, 0 y s
Vu l’orientation de la poutre 12, on a: v U, (° d’ou
21 -U,
0234 0z,
Ao+ -89
L 797 g¢
fyia AP 12LP s 712 19L
fyi (T az)-21 7L 63
—r-21P—-—q+—
mzs, L 21778 ¢
17T + 9L P + a 25L
39" 5 Y
Va3 0
0z 2]
VU I’orientation de la poutre 23, on a : 173223 g 3 ,d’ou
9232 @Z3
36 9
—TI—18P-21Lq+5Q
(fyzs) oo p V., 2L
mzgs | _ 1 39t ¢ }
t - 9
fy3tz Y2 O 18P —21Lq-20
mzs, L 2
L? 11L
k111—'—9LP-|'T(] +?QJ
V34 U,
0z
Vu I’orientation de la poutre 34, 0ona: 174334 = 053 ,d’on
0243 0
A iap =180
L 79tg¢
fYia 1T+ oLp 712 11L
mzg, | _ 1 | 3178
fy4t.3 42 1 7L 273
Sr-21P+ =g+ —
mzt, L 21778
10 +12L P i 7L

Les efforts axiaux se déduisent a partir des équations d’équilibre des nceuds de la structure
suivant les DDL de translation. Vu que les poutres sont orthogonales entre-elles, qu’aucune poutre

n’est chargée selon son axe, et qu’il n’y a pas plus de 2 poutres connectées a un neeud, il est aisé de
déduire que :

fx§1 = _fJ/Zt3
fx§3 =P +f)’§1
fx§2 = _fy3t,4

fx?t,4 =f3’§2
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Tous les efforts appliqués aux nceuds sont maintenant connus sauf, les réactions selon les DDL
bloqués (ou imposés). Elles se déduisent en écrivant 1’équilibre des nceuds selon ces DDL. On trouve

aisément :

_ t
Ry, = —fyi»
Ry; = fxt
Y1 12
R,, = mzt
01 — Mzyy
Ry, = fyf
X4 Va3
Ry, = —fx}
Y4 43
R — t
04 = MZy3

Avec les résultats ci-avant, toutes les poutres sont statiquement déterminées. On peut calculer
tous les parameétres (efforts internes, déplacements, contraintes, ...) en n’importe quelle section X

d’abscisse x le long de leurs longueurs.
A titre d’exemples, on va calculer le moment fléchissant et I’effort tranchant a mi travée de la

poutre (23) etax = 3L/4 de la poutre (34).

Le moment a mi travée de la poutre (23) vaut:
2

L t L t
M(z):f}’zsz_mzm"‘gq
(L)— L xrioxp 35L% 7L

Y, 12 17738

2

L’effort tranchant est égal a:

L . L
V(E) = —fy33 _Eq

(L) ! (—§F+18P+Oq—§Q)

2) " w2\"1
Le moment fléchissant a x = 3L/4 de la poutre (34) vaut :
M() =t -0
4 4 4

<3L)_1 63F+63LP 2112 1471
4) "2\ "1 4 g 1733 ¢

L’effort tranchant est égal a :

V(3_L>:_fyg4+Q

4
<3L>_ 1 (211“ 21P+7L +273 )
4) " 22\L 74t 5 ¢

Pour tracer les diagrammes des efforts internes, on effectue les calculs en prenant :

L=2m;q=10kN/m;Q =10kN; P =10kN; T =10 kN.m
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Les diagrammes sont donnés pour chaque charge, puis pour la combinaison. Les unités sont le
kN etlem

ch ; Moment
argemen .
g Flechissant
-\ -\
10.00
L = g _ 14 15 o
i) [ e o
-10i0
Effort Effort
Tranchant Normal

r~
ds U

001

= (| — _—
3 =]

Figure 3-43. Chargement et diagrammes des efforts internes pour

q =10kN/m
fe————
Chargement - Moment 3
s Flechissant ’
A\ - f:».-
:" r Irt: 1rg%—
Effort [_ e Effort
Tranchant Kt

Figure 3-44. Chargement et diagrammes des efforts internes pour
Q = 10kN
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——10-6

ch g Moment
argemen .
g Flechissant
== =\
429 429
o 1 o) A
H4 8T 8 B[]
-5.00 -5.00
Effort Effort
Tranchant Normal

<3 gt g's

6Z'y-

Figure 3-45. Chargement et diagrammes des efforts internes pour

P = 10kN
\F
10.0
&l g Moment
argemen )
g Flechissant
= -
Effort Effort
Tranchant Normal

Figure 3-46. Chargement et diagrammes des efforts internes pour
I'=10kN.m

La superposition des différents diagrammes permet d’obtenir les diagrammes des efforts
internes de la structure.
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iR
L7

10.0

Chargement . Menment
g Flechissant

=\ A\
Effort Effort
Tranchant Normal

Figure 3-47. Les diagrammes des efforts internes

3.12.2  Exemple 2

Comme deuxiéme application, nous avons choisi la structure montrée par la Figure 3-48.

Figure 3-48. Structure et chargement de I’exemple 2

Les nceuds de la structure sont numérotés, et les poutres sont orientées tel que le montre
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0z;)

Intersection

entre Poutres 3
4
Articulation (Discontinuite

DDL)
Choix: l'articulation est
reportée sur l'extrémité de la

poutre23)

Appui

Figure 3-49. Nceuds et orientations des poutres

Le nombre de nceuds de la structure : NN = 4

Le nombre de poutres de la structure : NP = 3

La structure est plane et se déforme dans son plan (les DDL d’un nceud i sont donc U; , V; et

e Le nombre de DDL/nceuds : NDN = 3
e e nombre de translations/neeuds : NTN = 2
Les liaisons de la structure
e Le nombre de DDL bloqués : NDA =6
e Lestranslations bloquées : U; =V, = U, =V, = 0; S0it NTA = 4
e Les rotations bloquées : Oz, = 0z, =0
Pour la résolution de ce systeme, nous allons utiliser la MD¢
e Le nombre total d’inconnues : NDL = NN X NDN — NDA — NP =3
e Le nombre de translations inconnues : NTL = NN X NTN — NTA— NP =1
e On adonc deux rotations inconnues @z, et @z5 et une translation, laquelle ?

Les conditions d’indéformabilité axiale des 3 poutres s’écrivent :

Uy — Uy =0
Uz — U3, =0
Usg — U3 =0
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En les exprimant en fonction des translations des nceuds et en exploitant les conditions d’appuis,
on arrive a

(0 —U,) sin(ay) + (0 —V,) cos(a;) =0
(U — U3) cos(az) + (V, — V3) sin(az) =0
(U3 — 0) cos(ay) + (V3 —0) sin(ay) =0

On un systéme de 3 équations ou interviennent 4 translations ; ces translations ne sont donc pas
indépendantes : on peut en exprimer 3 en fonction de la 4éme.

Pour donner une approche générale, on réécrit ces équations sous forme matricielle

sin(ay) cos(ay) 0 0 gz 0
cos(ap) sin(ap) —cos(ay) —sin(ay) UZ = {0}
0 0 cos(ay)  sin(a,) Vi 0

Pour trouver une/la translation « déterminante » qui permet de définir les 3 autres, il faut trouver
le/un sous déterminant non nul en éliminant une colonne a la fois. Ainsi, on peut retenir le 4éme
DDL (ou le 3éme), soit V3. D’ou

U2 = 0
VZ = O
Us = —tg(az) Vs

La translation retenue est donc V3.

La cinématique de la structure, illustrée par la Figure 3-50, permet de bien visualiser les 3 DDL
0z,, Oz3 et V3
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\ @Zg

Oz,

Figure 3-50. La cinématique de structure

Pour écrire 1’équilibre, il faut pratiquer des coupures afin d’isoler les nceuds des poutres.
Comme il n’y a pas de charges en travées, les deux étapes de I’équilibre (Parties I et II) se réduisent
a une seule. Les équations d’équilibre des nceuds sous les moments induits par les rotations sont
faciles a écrire :

Aunceud 2
Mzy1 + Mzy3 =0
Aunceud 3
Mz3, + Mz3, =0

Pour écrire I’équilibre selon le DDL de translation, on utilise le PTV. Un déplacement virtuel
quelconque V3 est pris dans la direction du DDL retenu V5. Il induit une composante (—tga, V3)
dans la direction de U et aucune translation du nceud 2 (déformation virtuelle cinématiquement
admissible).

73



J[[PNIITA onbnewauD 19 $9030,]

SIqQIInb3




La somme des travaux virtuels sous la déformée virtuelle doit étre nulle, alors
+Fx32 tgaz V; + Fx34_ tgaz V; - Fy32 V; - Fy34, V; - P V; = 0

En utilisant les relations entre les forces aux nceuds et les forces aux extrémités des poutres, on

[+ (fxsz cosa, — fys; sinay) tga, Vs + (fxzq cosas —
fy3a sina,) tgay Vi — (fysz cosay + fxsp sinaz) Vg — (fyzq cosa, +
fx34 sinay,) V53— PV5] =0

Les travaux virtuels des forces axiales sont négligés. Il s’ensuit :

(‘f)’32

Ce travail virtuel devant étre nul (V V3), on obtient alors la 3*™ équation d’équilibre dans la
direction de V. Le systéme d’équation a résoudre est donc :

~fyss ———P)V5 =0

cosa, cosa,

mz,q + mzy3z = 0
mzs, + Mmzzy = 0
fy32 + fy34 = —Pcosa,

On utilise maintenant les expressions « connues » pour les poutres isolées ; la poutre 23 est
articulée en son extrémité 3.

El 6EI
mzyq = TZ (20215 +402z51) + L_zz (w12 — v21)

3EI,

Mzyz = — (3 0zy3) + —5= (V23 — v32)
mZ32 - 0
Mmzzy = — (4 02z34 + 2 0243) TRLL: (1734 — V43)

fysz = Ex (=3 02,3) +3E% 5= (V32 — V23)
6E1, 12E1,
fy3a = =77 (0234 + 0243) + —5— (V34 — V43)

En exploitant aussi les CL (DDL en gras dans les équations ci avant), les équations d’équilibre
deviennent :

7El, 6El, 3EI, 3El,
T9221 Tz Va + [z V23T Tz Va2 T 0
4EI, 6El,
T9234 + L_2v34 =
—3EI, 6El, 3EI, 3EI, 12E1,
L—29223 + 79234 + ?U?,z - ?U23 + TU34 =-—-P cosa,

Or, les translations des extrémités des poutres sont reliées aux translations des neeuds par
u;j = Uj cosa;j + V sina;; ; vij = V; cosa;j — U; sinay;

Et les rotations des extrémités des poutres sont les rotations des nceuds.

Ainsi,
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vy, =V, sina; — U, cosaq
V3 =V, cosa, — U, sina,
V3, = V3 cosa, — Us sina,
V34 = V3 cosa, — Us sina,
Or, d’aprées la cinématique on a
U,=0;V,=0etUs = -V; tga,
Donc :
Vyq = Vy3 = 0 et vy, = v3, = V3/cosa,

Le systéme a résoudre est :

7E1, 3EI, V;
L 2Tz cosa,
4E1I, 6EI, Vj
12} —= =
) L T2 cosa,
—3EI, 6E1, 15E1, V;
7z 0z, + % 0z3 + I cosa, = —P cosa,
La solution est :
( 7L3
vV, = ~ 3351, P cos?a,
LZ
{ 0z, = —11EIZPcosa2
L2
LQZ3 =+ 22EIZP cosa,

Les déplacements aux extrémités d une poutre sont déduits des DDL de ses nceuds (fonction de
’orientation de la poutre). Quant aux efforts, on commence par calculer les efforts dus a la flexion.
Les efforts axiaux se déduisent a partir de 1’équilibre des nceuds.

Vu ’orientation de la poutre 12, on a :
Uiy = 0; vy =0; 021, = 0;

Uy = 0; vy = 0; 02y = Oz3;

D’ou:
fyia 6 -6
mzt, _El ) 2L _J—2L(Pcosa;
t (~ 72 0z; =
fvs. L? | -6 6 11
mzl, 4L —4L

Vu orientation de la poutre 23, on a :
u23 = 0, U23 = 0, 9223 = 922;

U3y = 0, 1732 = V3/C05a2; 9232;
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D’ou:

(/v22) 3 -3 1

mzj; _EL)3L Oz, + El)-3L( Vs _) L (4Pcosa
fyia 12 )-3(""%" 13) 3 (cosa, |-1 11
mz&, 0 0 0

Vu ’orientation de la poutre 34, on a:
U3y = 0; V34 = V3/cosay; 023, = 0z3;

Uy3z = O, Vy3 = 0, 9Z43 = 0,

D’ou :
fyia 12 6 ~1
mzi, _ElL)eL (_Vs N El, ) aL oz, =)0 7 P cosa,
fyks 13 )|—12(cosa, L2 )—6( 3 1 11
mzt, 6L 2L ~L

Les efforts axiaux se déduisent a partir des équations d’équilibre des nceuds de la structure
suivant les DDL translation :

Au nceud 2
Fxy1 +Fx,3 =0
Fys1 +Fys3 =0
Aunceud 3
Fxz, + Fx3, =0
Fyso + Fy3, +P =0

En utilisant les relations « forces locales » - « forces globales » et en rassemblant les inconnues
a gauche, ces équations deviennent :

Aunceud 2
fxt, sinay + fxts cosa, = fyi, cosay + fyts sina,
fxti cosay + fxbs sina, = —fyt; sina, — fyl; cosa,
Aunceud 3
fx%, cosa, + fxi, cosa, = fyl, sina, + fyl, sina,
fxt, sinay + fxt, sina, = —fyl, cosa, — fyi, cosa, — P

Les 2 équations relatives au nceud 2 donnent :

fxsi| _ 2 P cosa, {—2 —3sin (a; + az)}
fxts 3+ 2sin (a; + ay)

" 11 cos (a, + ay)
Evidemment si cos (a; + a,) # 0, c’est-a-dire si les poutres 12 et 23 ne sont pas alignées.
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Quant aux 2 équations relatives au nceud 3, elles ont une matrice non inversible (les poutres
sont alignées)! On utilise alors I’équilibre de la poutre 23 pour obtenir fx&,:

—2 P cosa,
11 cos (a; + a3)

fxb, = —fxts = (3 + 2 sin (a; + az))

Puis, de la 1¢re équation d’équilibre du nceud 3 et de 1’équilibre de la poutre 34, on obtient :

. _ Pcosa, (2 (3 + 2 sin (a1 + az))
fxas = 11 cos (a1 + ay)

fxi, —11tga,

Onaaussi: fxt, = —fxk;

Tous les efforts appliqués aux nceuds sont maintenant connus sauf, les réactions selon les DDL
bloqués (ou imposés). Elles se déduisent en écrivant I’équilibre des nceuds selon ces DDL. On trouve
aisément :

Ry1 = Fxyp = fxi, sina; — fy{, cosa;
Ry = Fyi; = fyi, sina; + fxi, cosa,
Ro1 = Mz, = mzf,

Rxs = Fx43 = fxi3 cosay — fyyz sina,
Rys = Fyu3 = fyiz cosa, + fxis sina,
Ros = Mz,3 = mzj3

Pour tracer les diagrammes des efforts internes, on effectue les calculs en considérant les
données suivantes :

L=2m, P=10kN; a, =20°;et a, = 10°

Les unités des diagrammes sont le m et kN.

Moment Flechissant

35
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6.21

Effort Tranchant

5.37

Effort Normal

724
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