Chapitre 0 Rappels Mathématiques

Pré requis

L’étudiant doit connaitre le produit scalaire et le produit vectoriel ainsi que
la dérive totale et la dérivee partielle.

Objectif :

Donner quelques definitions mathematiques nécessaires pour effectuer des calculs
pour qu’on puisse entamer le programme de 1’Electricité
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Partie | : Les déplacements élémentaires dans les différents systemes de coordonnées

1. Coordonnées cartésiennes : (X, Y, z)
dr = dOM = dxi + dyj + dzk (0.1)

2. Coordonnées polaires : (r, O)

dr = dru, +rdoTg (0.2)
3. Coordonnées cylindriques : (r, O, z)
dr = dpw; + pdoug + dzu; (0.3)
4. Coordonnées sphériques :
dr = dOM = drU, + rsin(deUTg + rdq)U_(p) (0.4)

Partie Il : Les opérateurs différentiels

1. Notion du Champ

Faynman a défini que le champ est toute grandeur physique qui prend une valeur différente en
tout point de I’espace. Il dépend des coordonnées du point considéré. On distingue un champ
scalaire et un champ vectoriel. La température est un champ scalaire noté T(x,y,z), elle pourrait
aussi varier avec le temps. Un autre exemple est le champ des vitesses d’un liquide
d’écoulement noté v(x,y,z) qui varier aussi avec le temps ; ¢’est un champ vectoriel.

Un champ vectoriel V(xyz) est la donnée de trois champs scalaire, et peut s’écrire dans les
différentes bases a savoir cartésienne (7, ,E), polaire, (UF U6 ), cylindrique (Uﬁ,U—H) ,E), ou
sphérique (Ur,U6,Ug ).

2. Circulation d’un vecteur : §lad (¥ g

Soit un vecteur v et un parcoure AB donné par la figure suivante :

La circulation élémentaire du vecteur v le long 3
d’un élément de déplacement dl est donnée par la relation : B
d¢ = v.dl dl (0.5)
Donc la circulation du vecteur ¥ le long du chemin AB est
¢=[,zv.dl (0.6)
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3. Flux d’un champ de vecteur ;S Jia 38
Soit un vecteur ¥ et une surface (s) donné par la figure suivante :

Le flux élémentaire du vecteur v a travers la surface élémentaire ds

—

est donnée par larelation:  d¢ = v.ds 0.7)
Le vecteur ds s’écrit : ds = ds.N (0.8)

avec N est le vecteur normal a la surface (s) donc : d¢ = v.Nds

Donc le flux total du v a travers la surface (s) sera:

¢ = [I,,,9.ds = [f,,, 3. Nds (0.9)

4. Opérateurs différentiels :

L’opérateur nabla défini en coordonnées cartésienne comme :

V= ;_y/lzal-F@] +£k (0.10)
d
oz

Il a la double proprieté de comportement, une fois comme un opeérateur de dérivation et comme
un vecteur dans des formules du calcul du produit vectoriel ou du produit mixte. Ceci permet
d’exprimer directement de nombreuses relations concernant les gradients, divergences et
rotationnels, sans avoir a passer par les composantes. Cet opérateur peut étre exprimé aussi
dans le systéeme cylindrique et le systeme sphérique.

4.1 Opérateur gradient (zu¥):

C’est un vecteur dont les composantes sont les dérivées partielles d’un champ scalaire f(x,y,z)
par rapport aux coordonnées considérées, son symbole est :

grad f = ﬁ.f=%f+%j’+iz (0.11)

Remarques :

- le gradient représente la variabilité de cette fonction au voisinage d’un point. Le gradient
est le taux de croissance dans cette direction.
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- Le gradient est un vecteur qui s’applique a un champ scalaire.
- le gradient d’une fonction f(x,y,z) est un vecteur.

Soit f(x,y,z) alors :
grad f(x,v,2) =V f(x,y,2) = %f(x,y,z) ?+%f(x,y,z)f+ %f(x,y,z) k (0.12)

Avec :—x f(x,y,z) c’est la dérivée partielle de f (x, y, z) par rapport a X en considérant y et z
comme des constantes

aiy f(x,y,2) c’est la dérivée partielle de f(x,y, z) par rapport a y en considérant x et z comme

des constantes

% f(x,y,z) c’est la dérivée partielle de f(x,y, z) par rapport a z en considérant x et y comme
des constantes

Exemple :

U=x?+xy+xyz

—_— - a N a N a g N N 7
gradU—VU—aUl+@U]+£Uk—(2x+y+yz)t+(x+xz)]+xyk

4.2 Opérateur divergence
La divergence d’un champ vectoriel est un scalaire défini par 1’application de 1’opérateur nabla

\ . S[v s . , . . .
a un champ vectoriel v (4) calculé a partir de I’expression suivante :

Vz

. - = - 5} -
divi =V.% = (%) + (ﬁ) + (aﬁ) = scalaire  (0.13)
0x /)y z=cst dy x,y=cst

x,Z=cst 0z
Exemple
V=2xT+xy*+2z%k
) 2
Exp( ey )) =x.2y
ay X,Z=cSt
Ovx 4 Ovy

vz _
ox Ty + P 2+ 2xy+2z

4.3 Operateur Rotationnel

s L) . \ . > [ Ux B -
C’est un vecteur qui s’applique a un vecteur (champ vectoriel) v (vy> ; calculé a partir de

Vz

I’expression suivante :
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Lok e 0 1 8y g2 2
Rot3=VAvp =[S 2 2| =7y oz|—j|ox az|+k|ox ay| (0.14)
ox 0oy oz Vy U Uy U, Vy Uy
vy vy 1,
> = (8 ) N 0 7 (9 0
() (- ) 1R () 04
oy Ve =0 W) =T 55V — 5, %% +k(-vy 5y U (0.15)

Remarque : si Rot ¥ = 0 le champ est non tournant

si Rot % % 0 on aun champ tournant
4.4 Le Laplacien

Le laplacien est défini comme la divergence du gradient, noté A. On distingue le laplacien
scalaire s’il est utilisé pour un champ scalaire ; il donne un scalaire, et le laplacien vectoriel s’il
est appliqué a un champ vectoriel ; il donne un vecteur.

A=V.V=vi=" 4 2 4 © (0.16)

En associant le Laplacien avec une fonction, on aura :

_ 0% 0% | 0 ;
AD =S5+ 5,7 T 5,2 = unscalaire (0.17)
En associant le Laplacien avec un vecteur, on aura :
025 | 0%% | 0%
AD = *— + — + — = un vecteur (0.18)

T ax2  9y?  9z2

Remarque : le Laplacien exprime la variation dynamique dans 1’espace d’un champ ou d’une
fonction.

5. Formule de Creen :

Dans une surface fermée, nous avons :  [ff div odv = §f #.ds (0.19)
6. Formule de Stocks

La circulation d’un vecteur le long d’un contour fermé est égale au flux de son rotationnel a
travers la surface qui s’appuie sur ce contour.

[B.dl = [[Rot B.ds (0.20)

N . Bachir (Dahmani) et Z. Hadjou Belaid 5



Chapitre 0

Rappels Mathématiques

Application :

Soit 4 = 2xyzl + (2x% — y)j — yz2k et = x2y + 2y2z3

Donner au point (1,0,0): grad ¢,

Solution :
e Legradient:

divA, RotA .

grad ¢(x,y,z) = v o(x,y,2)

0 -, 0 >, 0 7
=500y T+ -y, 2]+ ¢y, 2) k

¢ = x?y + 2y?z3
d
aqb(x, y,z) = 2xy

d
aqb(x, y,z) = x? + 4yz3

0
_ — 2,2
e ¢(x,v,2) = 6y°z

grad ¢(x,y,z) = 2xy T+ (x? + 4yz3) ] + 6y2z% k

au point (1,0,0): grad ¢(x,y,z) =7

v AT 4 = Yy Ay 04
e divA=V.A= ox T oy T
A = 2xyzi + 2x2 — y)] — yz%k
Ax = nyZ, Ay = (2}(2 — y), AZ = —yzz
24 _ oAy _ g odp_ _
dx = 2yz, ay 0z 2yz
divA = 2yz—1—-2yz=-1
i J k 7 j k
e RotA=Vpaa=|2 2 2|=-| 2 9 9
dx dy 0z 0x dy 0z
A Ay Al 12xyz (2x* —y) —yz?
d d 0 0 0 0
7| Oy oz |—J| ax  az |+k| ox ay
(2x%2 —y) —yz? 2xyz —yz*? 2xyz  (2x2 —7v)

9 9 9 4
- (@ (—yz?) — P (2x? — Y)) 71— (a (=yz?) — EP (nyz)>]
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+<aa—x (2x%2—vy) — ;—y (2xyz)> k

Rot

—

Rot

A= (=22 = 0)T—(0 — 2xy)j +(4x — 2x2)k
i=(—

= (=227 —(2xy)] +(4x — 2x2)k

—

au point (1,0,0): Rot A = 4 k
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